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M. Noeruer. Paul Gordan. 1 


Paul Gordan. 
Von 


Max Noeruer in Erlangen. 


(Mit Unterstiitzung von Felix Klein in Géttingen und von Emmy Noether in Erlangen.) *) 


Dem kurzen Gedenkworte, welches die Redaktion der Annalen ihrem 
treuen Freunde Paul Gordan bei seinem Hinscheiden gewidmet hat**) 
und das schon die wesentlichen Ziige seiner Persénlichkeit wiedergibt, 
lassen wir hier eine Darstellung seiner mathematischen Leistungen folgen. 
Gordan schlieBi unmittelbar an die Reihe der groBen Algebraiker, zuniichst 
an Clebsch, an, deren Arbeit in dieser Zeitschrift gewiirdigt worden ist; 
und sein Name ist mit ihren Blittern selbst unléslich verbunden. So sind 
wir ihm schuldig, unsere Darstellung eingehend zu halten. Wir verbinden 
damit die Schilderung seines Lebensganges.***) 


Paul Albert Gordan ist geboren zu Breslau am 27. April 1837, 
als Sohn des Kaufmanns David Gordan. Seine Mutter Friederike, aus der 
bekannten dortigen Familie Friedenthal, wurde ihm friih entrissen; sie 
hinterlieB noch drei altere Séhne — einer spiter ein héherer Staats- 
beamter — und eine Tochter, alle sind vor ihrem Bruder verstorben. 
Paul Gordan wurde zunichst zu Hause unterrichtet und absolvierte dann 
die Quarta und einen Teil der Tertia des Friedrichsgymnasiums in Breslau, 
worauf ihn sein Vater in seinem eigenen Geschaift — einem Pelzhandel 
und Bankgeschiift in Breslau und Berlin — der kaufmannischen Laufbahn 


*) Von Ersterem wurde ich in der Gesamtwiirdigung, von Letzterer in der 
Wiirdigung der algebraischen Arbeiten wesentlich unterstiitzt. 

**) Bd. 73, S. 321—822. 

***) Ein Teil der beziiglichen Daten ist der Dissertation (I des am Schlusse an- 
gefiigten Schriftenverzeichnisses) entnommen. Andere verdanke ich den Herren R. Sturm, 
dem Studiengenossen von Breslau, C. F. Geiser, einem der Opponenten bei der Berliner 
Disputation von 1862, J. Thomae, dem Géttinger Studiengenossen, und A. Brill, dem 
GieBener Kollegen; ferner L. Schlesinger solche aus GieBener Akten. 

Die Nummernzitate des Aufsatzes beziehen sich auf das am SchluB folgende 
Schriftenverzeichnis. 
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zufiihrte. Zugleich besuchte er einige Jahre in Breslau eine Handelsschule; 
dann folgten zwei Jahre in einem Bankgeschiift in Genf, und wieder kurze 
Zeit im viterlichen Geschaft, diesmal in Berlin. Hierbei gewann jedoch 
bald eine friih gefabte Neigung zur Mathematik soweit die Oberhand, daB 
ihn der Professor am Friedrich Wilhelm-Gymnasium und an der Kriegs- 
schule N. H. Schellbach, der Lehrer so vieler Lehrer, erst privatim in diese 
Wissenschaft einfiihrte und dann an E. Kummer verwies, der gerade 1855 
aus Breslau nach Berlin zu umfassender Titigkeit tibergesiedelt war. 
Gordan hérte nun bei Kummer an der Universitat, also in dessen erster 
zahlentheoretischer Periode, wiihrend mehrerer Semester, bereitete sich 
zugleich zum Gymunasialabsolutorium vor und erhielt nach einem mehr- 
monatigen Besuch des katholischen Gymnasiums zu Neisse daselbst am 
19. August 1857, nach einer kleinen mathematischen Privatarbeit, das 
Reifezeugnis. 

Jetzt folgten neun Universitiitssemester bis zur Promotion: eines 
in Breslau, drei in Kénigsberg, wieder vier in Breslau, eines in Berlin. 
Seine Lehrer in Breslau waren auBer Galle besonders Joachimsthal — 
bis zu dessen Tod, ein Semester vor Gordans zweitem Weggang von 
Breslau — und Schroeter, in Kénigsberg Richelot und Rosenhain; und 
so ist Gordan nun ganz in der Jacobischen Schule herangebildet: in 
Variationsrechnung, Mechanik, Elliptischen Funktionen usw., wenn er auch, 
wie es scheint, einige dieser Gebiete, so das letztgenannte, nur nach Ab- 
handlungen und Vorlesungsheften zu studieren Gelegenheit hatte. In 
Berlin verkehrte Gordan dann mit Kronecker und hérte dessen 1861/62 
zum ersten Mal gelesenes Kolleg iiber die Auflisung der algebraischen 
Gleichungen, so tiber die mit elliptischen Funktionen zusammenhiingen- 
den, und iiber den Rationalititsbereich: Theorien und Begriffe, die fir 
Gordan spiiter noch von Wichtigkeit wurden. 

In Breslau empfing Gordan auch das Thema zu seiner Dissertation, sie 
ist aus einer Arbeit ,,De linea geodetica* hervorgegangen, mit der er auf 
eine von der Fakultat gestellte Preisfrage im August 1861 den Preis 
erhielt*). Diese in Berlin am 1. Mirz 1862 verteidigte Doktordissertation 
behandelt die geodiitische Linie auf dem Erdsphiroid. Die Darstellung 
durch elliptische Thetas erfolgt nicht in der von Jacobi (J. f. Math. 53) 
gegebenen Form, sondern direkt nach den Formeln der Fundamenta. 
Interessanter ist die Behandlung der Variationsaufgabe selbst, bei der 


*) Die Frage, an Jacobis Formeln J. f. Math. 53 ankniipfend, war von Joachimsthal 
3. Aug. 1860 gestellt; das Urteil gab Schroeter ab. Es lautete anerkennend fiir das 
wissenschaftliche Streben des Verfassers, ablehnend gegeniiber der Form und erklirte 
die Arbeit als des Preises fiir , nicht unwiirdig“ (nach dem ,,Bericht der Fakultiiten 
tiber die von der kgl. Univ. zu Breslau gestellten Preisaufgaben“, 3. Aug. 1861) 
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offenbar — die Literatur ist hierbei nicht angegeben — die Methode von 
Lagrange-Jacobi*) benutzt worden ist. Durch Rechnungen, welche lediglich 
dem speziellen Problem angepaBt sind, stellt Gordan fest, einmal: daB alle 
von einem Punkt A ausgehenden geoditischen Linien an irgend einen 
Punkt B der Fliche in ihrem Verlauf im allgemeinen beliebig nahe heran- 
gehen; daB aber die Eigenschaft des absoluten Minimums héchstens bis 
zum’ neuen Treffpunkt zweier Linien mit supplementirem Azimut in A 
gilt; sodann: daB das relative Minimum nur bis zum Schnittpunkt zweier 
sukzessiver Linien von A statthat. Die Jacobische zu einem gegebenen 
Punkt A gehérigé Umhiillungskurve wird nicht behandelt. 


Von den Thesen, welche Gordan bei jener Disputation — in einem 
Latein freilich, das Kronecker nicht gerade als klassisch anerkannte — 
verteidigte, seien hier zwei angefiihrt, die erste, weil sie seinen Anschau- 
ungen auch aus spiiterer Zeit entspricht, die zweite aus dem entgegen- 
gesetzten Grunde: 

»Die Methode des Unendlichkleinen ist, wie ich behaupte, nicht 
weniger genau, als die der Grenzen“. 

»Es hat gréBeres Interesse zu untersuchen, welche Eigenschaften 
einer durch eine Differentialgleichung definierten Funktion inne- 
wohnen, als durch welche schon bekannte Funktionen sie ausge- 
driickt werden kénne.“ ; 

Die Funktionentheorie zog Gordan im Herbst 1862 zu Riemann. Er 
bekam auch die Einwilligung des Vaters, der lange an dem Sohne nur 
die rechnende, nicht die mathematische Begabung anerkennen wollte; und 
so lieB er sich in Géttingen immatrikulieren. Aber der nachste Zweck des 
dortigen Aufenthaltes wurde verfehlt. Zu mehr als einem kurzen Gespriich 
mit Riemann itiber dessen Fiiaichen und einigen Wochen Kolleg iiber 
Potentialtheorie ist es nicht gekommen, da der erkrankte Forscher nach 
Italien abreisen muBte. Gordans Schicksalsgenosse war hierbei der einige 
Jahre jiingere J. Thomae, der sich nun eng an ihn anschloB. Beide hérten 
Dirichletsche Zahlentheorie bei E. Schering, Gordan freilich, wie tiberhaupt 
im Kolleg, nicht nachschreibend, ja halb eingeschlifert; um so lebhafter 
wurde er dann in der Diskussion auf den tiiglichen weiten Spaziergiingen 
mit mehrmaliger Einkehr. Damals beschiiftigte er sich mit der Transfor- 
mationstheorie der elliptischen Funktionen, und er fihrte seinen Freund 
in seiner eindringlichen Art in sie ein, was dann diesen zur Beschiaftigung 
mit der Transformationstheorie der Abelschen Funktionen antrieb. 

In Gottingen traf Gordan im Juni 1863 eine Aufforderung von A. Clebsch, 
sich in GieBen zu habilitieren. Vielleicht war die Verbindung durch die 


*) J. f. Math. 17; von Jacobi in Vorlesungen behandelt. 
1* 
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gemeinschaftlichen Beziehungen zur Kénigsberger Schule, oder zu Schell- 
bach, in dessen Seminar Clebsch 1854 tiitig gewesen, entstanden: jedenfalls 
zigerte Gordan nicht, der Aufforderung Folge zu leisten. Seine Unter- 
suchungen wurden mit Thomaes Hilfe sofort zusammengefaBt, am 5. Juli 
ging das Gesuch nach GieBen, und die Habilitation konnte schon am 
29. Juli 1863 vor sich gehen. Freilich war vorher noch eine Klausur- 
priifung in Mathematik und Physik, und ein Kolloquium in diesen Fichern 
und in Philosophie zu bestehen. Am 8. September erfolgte die venia 
docendi. 


Von den damals verteidigten zwélf Thesen stehen einige unter Géttinger 
Einfliissen, wie die achte: 

»Die Probleme, welche die Riemannsche Geometrie der Lage 
stellt, sind begrifflich einfacher, als selbst die neuere Geometrie;“ 

andere, tiber partielle Differentialgleichungen usw., stehen auf Jacobischem 
Boden; charakteristisch fiir Gordan sind nur die neunte und elfte: 

»Hs ist als wesentlicher Fortschritt der Analysis anzusehen, wenn 
sie sich dazu erhebt, gewisse oft vorkommende Kombinationen mit 
eigenen Namen zu bezeichnen.“ 

»ls ist von groBem Werte, selbst Bekanntes durch neue Me- 
thoden zu beweisen.“ 

In der Habilitationsschrift (Il) wird die Aufgabe, die Konstante der 
linearen Transformation der elliptischen Thetafunktion als explizite Funktion 
der Transformationskoeffizienten zu bestimmen, vollstiindig erledigt. Was 
Gordan zu der Aufgabe hinzog, waren wohl zuniichst die Erklarungen 
Jacobis (in einem Briefe an Hermite von 1845*)): daB er in seinen Vor- 
lesungen die Theorie der unendlich vielen Formen der Thetafunktion um- 
stiindlich gegeben habe, und da’ — wenigstens im Fall des Nullarguments — 
die schwierige Bestimmung der auftretenden achten Kinheitswurzel ent- 
weder auf Kettenbruchentwicklung oder auf die GauBschen Summen fiihre. 
Oder es war mindestens der (allein zitierte) Bericht Rosenhains in seiner 
Preisschrift von 1851, der am speziellen Fall des Ubergangs vom Perioden- 
verhiltnis r zu < mittels Fourierscher Reihe und Umformung der Inte- 


gralkoeffizienten den Gang darstellt. Leider ist die betreffende Vorlesung 
Jacobis nicht verdffentlicht; nur die Zerlegung der 6-Reihe in eine end- 
liche Summe von Teilreihen ist aus der Dissertation von Schroeter be- 
kannt. Jedenfalls hat Gordan im allgemeinen den Gang Jacobis und seine 
Resultate rekonstruiert. Eine Abweichung besteht vielleicht darin, dab 


Gordan die Integralumwandlung durch einen GrenzprozeB fiir einen spe- 
ziellen Modul ersetzt. 


*) J. f. Math. 32 oder Werke, Bd. 1 von 1846; s. auch J. f. Math, 36. 
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Gordan war es aber entgangen, daB schon fiinf Jahre vorher (in den 
C. R. der Pariser Akademie und in Liouvilles Journal) Hermite, von den- 
selben Anregungen ausgehend, dieselben Endresultate vollstiindig entwickelt 
hatte, nach einer Methode, die eng an Jacobi anschlieBt. 

So bedeutend die Leistung an sich ist, man vermiBt in ihr — worauf 
Enneper in seinem historischen Buch iiber die elliptischen Funktionen hin- 
weist — den Einblick in die Quellen. Dieser Umstand hingt einmal mit 
Gordans durchaus synthetischer Darstellungsweise zusammen; sodann aber 
auch mit seiner Arbeits- und Publikationsmethode: er ftihrte fiir jede 
Arbeit eine groBe Reihe von Formelheften, sehr gut geordnet, aber nur 
mit dem geringsten MaBe von Text versehen; die weitere Textgestaltung 
fiir den Druck und die Druckkorrekturen iibernahmen dann mathematische 
Freunde. So konnte sich aber nicht immer eine véllige Korrektheit der 
Fassung ergeben, und manchmal sieht man auch nicht den tieferen Unter- 
grund, auf welchem die Uberlegungen ruhen. Auch enthalten nur einige 
der veréffentlichten Aufsiitze, darunter aber gerade die ersten, den spezi- 
fischen Stil Gordans: lauter kurze, direkte, unvermittelt nebeneinander- 
stehende Siitze. : 

Die Theorie der Transformation der elliptischen Funktionen hat 
Gordan vielleicht auch in der Hoffnung auf Ergebnisse interessiert, die 
iiber Hermite und Kronecker hinaus in Zusammenhingen zwischen Glei- 
chungen allgemeiner Art und Modulargleichungen erlangt werden kénnten. 
Jedenfalls ist er noch einmal auf sie eingegangen (1), diesmal auf die 
der nichtlinearen Transformation. Er stellt ein Produkt von r Thetafunk- 
tionen, mit verschiedenen Argumenten w, und mit Moduln m,rt, die ganz- 
zahlige Vielfache von + sind, als Summe von m, m, --- m, Produkten 
von je r solehen Funktionen dar, alle mit dem Modul rt, aber mit Argu- 
menten, die lineare Verbindungen der w,, mit gebrochenen Zahlen als 
Koeffizienten, sind. Es wird so eine sehr allgemeine Formel erhalten, 
wenn auch nicht gerade ,alle nur denkbaren Beziehungen“; auch hat Gordan 
die beabsichtigten Anwendungen auf Modulargleichungen nicht mitgeteilt. 
Die Richtung ist eine starke Verallgemeinerung der schon genannten 
Kénigsberger Dissertation Schroeters von 1854; sie ist auch erst tiber 20 Jahre 
spiter (von Krause, sowie von Prym-Krazer*)) weiter verfolgt worden. 

In GieBen schloB sich Gordan sofort eng an Clebsch an, ein AnschluB, 
der bald fiir die Wissenschaft von hoher Bedeutung werden sollte: er 
fiihrte zu dem gemeinsamen Werk tiber die Theorie der Abelschen Funktionen 
(Il1). Indessen darf man sich die Vorgeschichte des Werkes doch nicht 


*) Vgl. M. Krause, Theorie der doppeltperiodischen Funktionen einer verinder- 
lichen GréBe (Teubner), Bd. II (1897), S. 289. 
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so denken, wie es nach der Bemerkung ©. Neumanns in seinem Nachruf 
auf Clebsch*) scheinen kénnte: ,,daB Clebsch durch Gordan mit Riemanns 
Arbeiten iiber Abelsche Funktionen bekannt gemacht wurde“, und viel- 
leicht auch nach der Bemerkung in dem Bericht iiber die Leistungen 
Clebschs**), daB ,,fiir die Einfiihrung der Abelschen Funktionen und ihrer 
Betrachtungsweisen in die Geometrie die iuBere Veranlassung die Habilita- 
tion Gordans in Gieben war“. Vielmehr muS Clebsch den Abelschen Funk- 
tionen selbstiindig schon friiher nihergetreten sein. Denn er hatte Riemanns 
Abhandlung schon 1857 als Korrektor des Crelleschen Journals unter den 
Hiinden und Interesse fiir sie gefabt; und die geometrische Bedeutung des 
Abelschen Theorems hatte er zu einer Zeit erkannt — die Daten der 
beiden Arbeiten in J. f. Math. 63 sind der 27. Sept. und der 28. Okt. 1863; 
vgl. auch die Anm. in J. f. Math. 63, 5. 105 —, in der eine Beeinflussung 
durch Gordan noch kaum als méglich erscheint. Auch in den Hauptsatz 
Riemanns iiber das Verschwinden der Thetafunktion war, nach der zweiten 
der beiden Arbeiten, Clebsch eingedrungen, und die Arbeiten von C. Neu- 
mann und Prym hatten auf ihn eingewirkt. 

Richtig aber ist, daB Clebsch noch im Sommer 1864 — nach einem 
Briefe an Roch — gréBere Schwierigkeiten im Verstindnis von Riemanns 
Theorien zu iiberwinden hatte, so insbesondere beziiglich der algebraischen 
Modifikationen des Abelschen Theorems, welche das Auftreten von Doppel- 
und Riickkehrpunkten von seinem projektiven Standpunkte aus mit sich 
brachte. Erst allmihlich, durch die Fille p=0 und 1 (J. f. Math. 64) hin- 
durch, hier mit Hilfe von Rosenhains Preisschrift, fand er den Weg zum 
erweiterten Umkehrproblem, wobei auch Brills Behandlung des Falles p = 2 
(J. f. Math. 65 von Okt. 1865), die auf seine Anregung erfolgte, noch 
eine Zwischenstufe bildete. 

Das gemeinsame Werk selbst ist wesentlich 1865 entstanden und, 
nachdem es Jan. 1866 angezeigt worden (3), im Herbst 1866 erschienen. 

Wir kénnen davon absehen, uns hier tiber die funktionentheoretische 
und algebraisch-geometrische Bedeutung der neuen Theorie niher auszu- 
sprechen; denn eine eingehende Wiirdigung von der Hand A. Brills ent- 
hilt der oben genannte Bericht tiber Clebsch, an dem auch Gordan (26) 
mitwirkte, und die Beziehungen zu den iibrigen Theorien sind in dem Be- 
richt von Brill-Noether iiber die algebraischen Funktionen (D. Math. Ver. 
von 1893) ausfiihrlich dargelegt. Dagegen hitten wir hier den Anteil 
Gordans an dem Werke zu entwickeln; aber gerade diese Aufgabe er- 
scheint kaum durchfiihrbar. Gordan selbst hat sich nur einmal, an seinem 


*) Wiedergegeben in diesen Annalen 6, 8. 199. 
**) Math. Ann. 7, 8. 19. 
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70. Geburtstage, dariiber ausgesprochen*) in dem allgemeinen Sinne: ,,sein 
Zusammenwirken mit Clebsch sei eine gliickliche Art der Arbeitsgemein- 
schaft gewesen, bei der ihm oft die Aufgabe zufiel, die Ideen des geist- 
reichen Forschers in die Wirklichkeit umzusetzen.“ Diese Charakterisierung, 
treffend wie sie ohne Zweifel ist, gilt in erster Linie von dem gemein- 
samen Werk. Clebsch hatte zwar tiberall die fiihrende Rolle, aber Gordan 
stand von 1864 an in taglicher ununterbrochener verstindnisvoller Aus- 
sprache hinter ihm als rastlos treibendes Element, dem keine Schwierig- 
keit uniiberwindlich schien und das in sokratischer Weise Klarheit schuf. 
So zeugt schon der Plan zu einer selbstiindigen neuen Grundlegung der 
ganzen Theorie von einer solchen Energie und einem solchen Selbst- 
vertrauen der beiden jugendlichen Forscher in ihre frischen Kriifte — der 
eine zahlte erst 32 Jahre, der andere nur 27 —, daB gerade er als ge- 
meinsames Eigentum angesprochen werden muB. 

Insbesondere mag es aber der Wucht, deren die Gordansche Arbeit 
fihig war, bedurft haben, um zu dem Mittelpunkt der Theorie, dem 
7. Abschnitt, hindurchzudringen: der Lésung des Umkehrproblems, mittels 
Zerlegung der Summe von Integralen 3. Gattung in zwei je nur von p 
Argumenten abhiingige Funktionen. Ubrigens ist der hierbei nach Riemann 
eingeschlagene Weg durch Funktionen von p+ 1 Punkten der Kurve 
komplizierter als der von Weierstrab. 

Ferner wird man das Schlu8kapitel tiber die unendlich vielen Formen 
der Thetafunktion im wesentlichen Gordan zuzuschreiben haben. Wenig- 
stens hat er die Transformationsformel selbst, noch ohne Bestimmung der 
numerischen Konstanten, schon im April 1865 (2) mitgeteilt. Aber der 
Weg muf damals eher durch die Funktionalgleichungen der Periodizitat, 
wie in (1) und bei Hermite und Thomae hindurchgefiihrt haben, als durch 
die Integrale 3. Gattung, wie spiiter im Buche, da hierzu schon der 7. Ab- 
schnitt hitte fertig sein miissen. Die zur Bestimmung der 8. Einheits- 
wurzel im Buche verwandte Methode, eine von Kronecker**) stammende 
Zerlegung der kanonischen Transformationsdeterminante in elementare, ist 
spiter aufgenommen worden. Die Abfassung und duBere Gestaltung des 
Werkes hatte Gordan, schwerfillig in der Handhabung der Feder, der 
Meisterhand von Clebsch iiberlassen. 

Die ,,Abelschen Funktionen“ von Clebsch-Gordan haben spiterhin 
ihre stirkste Wirkung in der Richtung der Theorie der algebraischen 
Funktionen ausgeiibt, wenn auch das Buch selbst seine Siitze an die speziell 


*) Cf. Jahresber. d. D. Math. Ver. 16, 8. 328. 
**) Cf. Monatsber. der Berl. Akad. von Okt. 1866 und J. f. Math. 68, Kronecker 
reduziert dort auf eine kleinere Anzahl von Elementartransformationen als Clebsch- 


Gordan. 
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gegebene Kurve ankniipft und noch auf dem terniir-projektiven Standpunkt 
steht, micht auf dem der rationalen Transformation, wie es z. B. eine 
Theorie der Moduln erfordert hiitte. Gordan ist nicht mehr auf die Theorie 
der Funktionen, auch nicht der algebraischen, zuriickgekommen, die ihn 
doch mehr nach der Seite der Formelentwicklungen, als nach der begriff- 
lichen Seite beschiiftigt hatte. Auch der Wunsch Gordans nach Heraus- 
gabe einer zweiten Auflage des Werkes, mit dem er an den Verfasser 
dieses Aufsatzes herangetreten war, wurde nicht erfiillt, da der historische 
Charakter des Werkes nicht durch eine systematische Umgestaltung zer- 
stért werden sollte. Gordan wandte sich vielmehr dem Gebiete zu, in dem 
er von nun an das Lebenselement seiner Betiitigung finden sollte: der 
Algebra, insbesondere der Formentheorie der linearen Transformationen. 


In Clebschs Arbeiten hatten von 1860 an die algebraischen Elimina- 
tionsprobleme aus der Theorie der Kurven und Fliachen eine systematische 
Weiterbildung der von den Englindern und von Hesse angewendeten Me- 
thoden erfahren. Es geschah auf Grund invariantentheoretischer Begriffe, 
aber doch noch wesentlich unter Verwendung der mehrfach gerinderten 
Determinanten. Zu gleicher Zeit jedoch begriindete Clebsch die Aronhold- 
sche Symbolik von 1855, legte sie den Invariantenbildungen, wenigstens 
bei Grundformen mit einer Variabelnreihe, zugrunde, und gab die Uber- 
tragungsprinzipe von m—1 Variabeln auf m und von Formen (n— 1) 
Grades auf solche n*" Grades.*) 

Nach Vollendung des Werkes iiber die Abelschen Funktionen fihrte 
Clebsch seinen Freund in diese algebraische Welt ein, die der Art Gordans 
so entsprach, daB er sie sich in kiirzester Zeit véllig zu eigen machte und 
sich nun fast ausschlieBlich in ihr bewegte. Denn mit der Zusammensetzung 
aller Invarianten aus symbolischen Aggregaten waren in der Formentheorie 
alle Definitionen und Operationen aus dem begrifflich-abstrakten Gebiete 
in das konkrete Gebiet der algebraischen Darstellung und damit in Gordans 
Sinn erst zur Wirklichkeit und Klarheit gebracht. Die Formel war ihm 
immer und iiberall unentbehrliche Stiitze fiir Gedankenbilden, Schliisse 
und Ausdrucksweise. 

Gordan wandte sich zuniichst verschiedenen Richtungen zu, in denen 
Clebsch arbeitete. Mit ihm zusammen erweiterte er die Begriffe der von 
Hermite eingefiihrten typischen Darstellungen von Formen, indem die 
bindre Form 5. Grades, wie bei jenem, mit linearen Kovarianten trans- 


*) Nach Gordan mag in diesem Bericht iiberall mit ,,Grad“ die Dimension in 
den Punktvariabeln, mit ,,Ordnting* die Dimension in den Koeffizienten der Grund- 


formen bezeichnet werden — gerade entgegengesetzt der Bezeichnungsweise der iibrigen 
Autoren. 
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formiert (4), die 6. Grades aber (ibid.) als kubische Funktion dreier qua- 
dratischer Kovarianten dargestellt wurde. (5) und (15) sind interessante 
Anwendungen spezieller Fille dieser quadratischen Transformation. Eine 
héhere gebrochene Transformation tiberhaupt ist dann von Gordan in (9) 
zur Uberfiihrung einer Gleichung in eine solche mit speziellen Invarianten- 
eigenschaften — analog wie von Hermite die Tschirnhausen-Transforma- 
tion — weiter verfolgt worden. In der gemeinsamen Arbeit (8) iiber die 
Theorie der terniiren kubischen Form wird ein kovariantes Koordinaten- 
dreieck zugrundegelegt, dessen Ecken ein beliebiger Punkt « und zwei 
durch lineare Zwischenformen gegebene Punkte sind; und analoge Dar- 
stellungen rationaler und irrationaler Art bieten noch (37) und (38). 

Nach den gemeinsamen typischen Darstellungen von 1867, alle zu dem 
Zweck, die Ubersicht iiber die rationalen Zusammenhinge der zu einer 
Grundform gehérigen Formen zu erschlieBen, wandte sich Gordan der Aus- 
bildung des von Clebsch den Invariantenbildungen zugrundegelegten sym- 
bolischen Kalkiils zu. Er nahm dessen geometrische Eliminationsprobleme 
auf, um zu zeigen (7), daB die Anwendung einfacher symbolischer Identi- 
tiiten —- entsprechend den linearen Relationen, welche im n-iren Gebiet 
zwischen » + 1 linearen Formen bestehen — das zweckmaBige Mittel zur 
Formenumwandlung abgebe. Insbesondere tiberwand er manche Elimina- 
tionsschwierigkeit, welche das Wegschaffen nur durch die Methode herein- 
gebrachter Faktoren bot, so in (22) bei der Aufstellung der Gleichung fir 
die Pentaederebenen der Fliche 3. Ordnung; und auch einige Arbeiten 
von Schiilern Gordans gehéren hierher. 

Aus dem symbolischen Apparat heraus entwickelte Gordan — in dem 
schon genannten Aufsatz (9) von Jan. 1868 — den Keim zu einem Fort- 
schritt, der weit tiber jenen Apparat hinaus eine methodische Bedeutung 
fiir die Invariantentheorie gewinnen sollte: die sog. Clebsch-Gordansche 
Reihenentwicklung. Er gelangt da fiir die binire Grundkombinante bei 
zwei Variabelnreihen 

O(a, y) — m(y) U(x) — Uy) m(2) 


zu einer normierten Reihenentwicklung nach Potenzen von (xy) =.%,— y,%.: 
O(x, y) = > °C, (ay) ** 0%, o%. 
Die Koeffizienten sind dabei eindeutig definiert als Pvlaren von y in bezug 
auf Formen mit nur einer Reihe z: 
a" (x) = (Im) "mk, 


die selbst die einfachsten, in den Koeffizienten von / sowohl, als von m 
linearen Bildungen sind. Diese Formen in x aber waren schon bei Cayley 
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aufgetreten, aus Polaren /"/"~" von | dadurch abgeleitet, daB die Produkte 
der y durch kogrediente (n—wu)” Differentialquotienten von m ersetzt 
werden; sie wurden von Gordan plastisch ,,Ubereinanderschiebungen“, spiiter 
»Uberschiebungen“ von m iiber 7 genannt. 

Die Methode, die Gordan bei der alternierenden Form O(a, y) zu der 
Reihenentwicklung fiihrte, besteht hier nur in Anwendung des binomi- 
schen Satzes auf die einzelnen symbolischen Faktoren und ferner in der 
symbolischen Umwandlung von Polarengliedern, welche letztere schon fiir 
sich den Existenzbeweis der Reihe ((11), § 2) gibt. Und ganz dieselben 
Operationen fiihren ihn 1870 in seiner Resultantenarbeit (18) zu der 
entsprechenden normierten Reihenentwicklung fiir alle biniren Formen 
mit zwei Reihen kogredienter Variabeln: symbolisch r?s/'; hierbei werden 
dann die sogenannten ,,Elementarkovarianten“ (rs)'r*~“s"~* so verwendet, 
wie vorher die #,(x). 

Inzwischen, vor Herbst 1870, hatte auch Clebsch die Reihenent- 
wicklung hergestellt*), indem er statt der symbolisch gebildeten Elementar- 
kovarianten durch den ProzeB Cayleys 
a a 


Q=,; - ~—— 
0%, 0Y, 0%, 0Y, 


und durch Polarenprozesse alle invarianten biniiren Formen von zwei 
Variabelnreihen in Normalformen von solchen iiberfiihrte, also ris)’ zu- 
niachst in (rs)re—* 3", dann in die Elementarkovariante (rs)r*~'s"~". Von 
Clebsch nahm Gordan diesen DifferentiationsprozeB auf ((21) Okt. 1871), 
um daraus die Eindeutigkeit der normierten Entwicklung zu beweisen und 
ihre Zahlenkoeffizienten zu bestimmen. Die wirkliche Bedeutung des Q- 
Prozesses ist die, daB das identische Verschwinden von Qg(z, y) die 
doppelt-binire Form g(z, y) als Polare charakterisiert, und daB also gerade 
der Q-ProzeB nétig wird, um irgend eine doppelt-biniire Form mod. (zy) 
einer Polaren fiquivalent zu machen. Aber diese Bedeutung hat sich erst 
aus den Arbeiten von Clebsch von 1872 itiber die Fundamentalaufgabe 
der Invariantentheorie, und zwar im w-iren Gebiet bei der Reduktion auf 
Normalformen von Formen mit irgend welchen Reihen von Variabeln, 
nach und nach ergeben. Bei Gordan erscheint sie in seiner Programm- 
schrift von 1875 (IV, § 19), wo Normalformen durch noch erweiterte Q- 
Prozesse definiert werden. Die volle Zuriickfihrung der Bedeutung von 
Op (au) 0 


Qy (x, u) = Oa, Ou, 





*) Verdffentlicht in seinem Buche iiber biniire Formen zu Beginn 1872; Vor- 
wort von Sept. 1871. 
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(21), wo die u, kontragredient zu den « sind, auf den Polarenbegriff ist 
erst 1887 erfolgt, als Mertens*) nach Ersatz der u, durch Unterdeterminan- 
ten (a, y,---) einen zugehérigen PolarisationsprozeB einfiihrte; was dann 
noch eine Weiterfiihrung der Prozesse im Gefolge hatte. Es zeigte sich aber 
auch, daB der Q-ProzeB, angewandt auf irgend ein Koeffizientenaggregat 
der linear transformierten Formen, alle invarianten Bildungen erzeugte, 
und nur diese; dies wurde sogar fiir Gordan in seinem Buche (V) die ein- 
zige Grundlage fiir die Méglichkeit der symbolischen Darstellung dieser 
Bildungen; fiir die weiteren Forscher diente der ProzeB selbst wieder, 
dem Cayleyschen Standpunkt von 1846 entsprechend, als Aquivalent fir 
die Symbolik tiberhaupt. 

Wenn beziiglich der Veréffentlichung der Reihenentwicklung Gordan 
zweifellos die Prioritiit gebiihrt, so hat er doch gern die Gleichzeitigkeit 
der Auffindung von seiner und Clebschs Seite betont, sowohl miindlich, 
als schon in (17) (Sept. 1870), als auch in dem Nachruf auf Clebsch 
((26), S. 43) und in seinem Buche (V, Bd. II, 8. 86), welches in der Dar- 
legung dem durchsichtigen Gange von Clebsch folgt. Die hohe theoretische 
Bedeutung der Reihenentwicklung selbst aber bleibt darin bestehen, dab 
sie unmittelbar die Formentheorie aller Formen mit beliebigen Reihen von 
n-iiren Variabeln auf die der simultanen Grundformen mit » — 1 Reihen 
von Variabeln zuriickfiihrt. 


Aus den Arbeiten am symbolischen Kalkiil und der Reihenentwick- 
lung heraus erhob sich Gordan 1868 (11) und 1869 (16) unmittelbar 
zum Héhepunkt seiner invariantentheoretischen Leistung, ja seines Schaffens 
itiberhaupt: zu dem Gordanschen Endlichkeitstheorem. Es besteht in dem 
Nachweis einer endlichen Basis fiir die Formen eines jeden Grundsystems 
binirer Formen. 

Cayley hatte in seinem Second Memoir upon Quantics**), von der 
Definition der Kovarianten einer binairen Form durch partielle Differential- 
gleichungen ausgehend, die Frage gestellt, ob die solchen Gleichungen 
eventuell geniigenden Polynome eine endliche Basis von Formen haben, 
aus der sich alle als ganze Funktionen mit bloB numerischen Koeffizienten 
ableiten lassen; und er glaubte die Frage im allgemeinen verneinen zu 
sollen, insbesondere auch fiir das Kovariantenproblem. Seine Vermutung 
beruhte auf unbewiesenen Abzihlungen. Da trat Gordan 1868 mit dem 
Beweise hervor, daB fiir eine biniire Grundform f(x) in jedem Falle eine 
solche begrenzte Basis existiere: ein ,,vollstiindiges“ oder ,,volles* Formen- 


*) ,,Uber invariante Gebilde terniirer Formen“, Wiener Sitzungsb. 95. 
**) Phil. Transactions 146 (1846); Papers, II, Nr. 141. 
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system von f. Und zwar lieferte der Beweis zugleich — was fiir Gordans 
Anschauungsweise wesentlich war — die wirkliche Bildung eines vollen 
Systems. Die Reduktion auf ein kleinstes solehes System wire dann nur 
Sache des Kalkiils. 

Die beiden Beweise Gordans haben im wesentlichen denselben Ge- 
dankengang, nur ist er im zweiten, durch explizite Ausdehnung auf 
mehrere, simultan gegebene Grundformen und durch den Begriff des rela- 
tiv-volistiindigen Systems, viel durchsichtiger geworden. Wenn wir nun 
hier, der Bedeutung gemiB, welche das Verfahren in Gordans ganzer 
Lebensarbeit gewonnen hat, versuchen wollen, eine Vorstellung von dem 
Beweisgang zu geben, so halten wir uns vorzugsweise an die zweite 
Arbeit (16). 

Unter einem ,,relativ-vollstindigen System A,, ---, A, der Grundformen 


fis fe, + +++, modulo g,, m,,---“ wird verstanden, daB alle zu den f ge- 
hérigen invarianten Formen sich in der Gestalt 
G(A) + P(g) 


darstellen lassen, niimlich als ganze Funktionen der A mit numerischen 
Koeffizienten, bis auf einen Ausdruck P, der in jedem Glied Koeffizienten 
der gp enthilt. In der Absicht, induktive Schliisse von » auf n+ 1 zu 
machen, geht Gordan schrittweise von Formen niedrigerer Ordnung, oder 


Grad, oder Uberschiebung zu béheren solchen fort und stellt so Siatze der 
Art auf: 


I. Samtliche invariante Bildungen m* Ordnung in den Koeffizienten 
von f lassen sich durch Uberschiebung von f tiber Formen (m—1)** Ord- 
nung ableiten; daher lassen sich simtliche zu f gehérigen Formen nach 
und nach durch Uberschiebungen mit f bilden. 

II. Sei fiir eine Grundform f(z) vom nx“ Grad W das ,,iibernommene“ 


System, d. h. aus dem vollen zur ersten Polaren >. f e) y; gehérigen 
System dadurch erhalten, daB man auch die y noch durch « ersetzt. Die 


W bilden fiir f ein relativ-volles System, mod. einer Formenreihe 7, K; 
wobei die z die k* Uberschiebungen von f tiber sich selbst fiir k > = 


K dasselbe fiir k = + (wenn n=—4y) ist. 


Ill. Besitzt die Reihe f,,f,,--- ein mod. der Reihe 9,, 9,,--- rela- 
tiv-volles System A, die Reihe g,, ,,--- aber ein absolut-volles System B, 


so besitzt auch die simultane Reihe f,, f,,---, 91, Mg,°*- ein volles 


System C. C besteht aus den A, den B, und einer begrenzten Anzahl 
weiterer Bildungen, welche simtlich Uberschiebungen von Produkten der 
A iiber Produkte der B sind. 
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Der erste Satz ist nichts weiter als eine Anwendung der Reihen- 
entwicklung: es wird jede Kovariante ®(x7) von f(x) erst durch eine Form 
(x,y) ersetzt, fiir welche #(z, z) = (x) ist, diese nach Potenzen von 
(xy) normiert entwickelt und endlich die Produkte der y durch kogrediente 
Differentialquotienten von f(x) ersetzt. Zugleich liefert der Satz eine An- 
ordnung aller zu f gehdrigen Bildungen, beginnend mit f selbst. 


Um den zweiten Satz einzusehen, hat man zuniichst zu bemerken, 
daB die kt" Uberschiebungen von f tiber sich selbst fiir k << = zu den W 


gehéren. Der iibrige Teil des Satzes ergibt sich, indem man ihn fiir die Formen 
niedrigerer Ordnung als richtig voraussetzt und dies auf den im ersten 
Satze geleisteten Ausdruck einer Form m‘* Ordnung (x) anwendet. 
Nach und nach kommt man so, auBer auf Formen W, nur auf Formen 
2" Ordnung. 

Fiir den dritten Satz geniigt es, die Produkte der A tiber die der B 
zu schieben, da in den Uberschiebungen der P(B) tiber Produkte der B 
die A in niedrigerer Ordnung auftreten als in der zu betrachtenden Bil- 
dung. Von jenen aber zeigt die Rechnung, daB man in den Faktorenan- 
zahlen der Produkte gewisse einfache Grenzen nicht zu _iiberschreiten 
braucht, weil sonst in den Uberschiebungen immer mindestens ein Term 
zerfillt, die Uberschiebung selbst also als reduzible zu betrachten ist. 

Da nun das Gordansche Theorem fiir die Formen z, ihrem Grad uach, 
als giiltig vorausgesetzt wird, so liefern, wenn K nicht vorhanden ist 
(n+-4yv), die Satze If und If] unmittelbar das Theorem fiir f(#). Aber 
auch wenn K, vom selben Grad wie /, existiert, hat man einen Absch!xd; 
denn macht man in bezug auf K dieselbe Betrachtung wie vorher fir /, 
so tritt im Satze If in den Modul der y, K an Stelle von K nur eine 
Invariante J, die n® Uberschiebung von K tiber f. 

Wir weisen noch darauf hin, daB — was von Gordan nicht explizite 
ausgesprochen wird — unter dem vollen System der x dasjenige verstan- 
den ist, welches bei Auffassung aller Koeffizienten der zy als unabhiingiger 
Unbestimmter gebildet werden kann. Da aber diese Koeffizienten von den 
Koeffizienten (a) der Grundformen f abhingen, sind sie nicht voneinander 
unabhiingig; und die vorkommenden identischen Relationen sind als iden- 
tische in den Unbestimmten (a) aufzufassen, nachdem man in dem System 
der x die Koeffizienten durch die (a) ausgedriickt hat. 

Solehe Funktionen der Koeffizienten der 7, die bei deren formaler 
Auffassung als Unbestimmter nicht-invariant sind, wohl aber vermége der 
Parameterdarstellung durch die (a), also erst fiir die f,, f,,---, invariant 
werden, treten in dieser Untersuchung Gordans also nicht auf. 

Und wir mégen tiberhaupt hier darauf hinweisen, daB Gordan bei 








| 
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der Systembildung spezieller Formen — wie sie z. B. weiterhin in der 
Gleichungstheorie auftreten — immer nur die nach der allgemeinen Vor- 
schrift formal gebildeten Invarianten in Betracht zu ziehen pflegte. — 
Gordan hat 1872 (in (23) und (24)) durch Einfiihrung des Verhaltens 
der nicht-negativen ganzzahligen Liésungen eines Systems diophantischer 
Gleichungen den Beweis seines Theorems noch betrichtlich durchsichtiger 
gemacht. Er gibt hier den Satz, daB sich alle derartigen Lésungssysteme 
aus einer endlichen Anzahl solcher Lésungssysteme additiv zusammensetzen 
lassen: was wir als _ ,,speziellen Gordanschen Endlichkeitssatz* )bezeichnen 
mégen. 
Wenn nun in dem mit ILI bezeichneten Satze ein Produkt 
T(z) = At (x)--- A’e (x) [A, vom Grade m,] 
fiber ein Produkt 
TY (y) = Bh(y) -- - Be (y) [B, vom Grade n,] 


m-mal geschoben wird, so wird die resultierende Uberschiebung in 2 und y 
beziiglich von den Graden 
N, =Sh,m, — m, N, = DSkjn, — m. 

In diesen beiden Gleichungen, in welchen die m,, , gegebene Zahlen sind, 
entspricht nicht nur jeder der genannten Uberschiebungen ein bestimmtes 
nicht-negatives Zahlensystem h,, k,, m, N,, N,; sondern auch umgekehrt. 
Denn die Differenz zweier zum selben Liésungssystem gehériger Formen 
wird eine Form von denselben Ordnungen, wie jede dieser Formen, aber 
von héherem Gewichte — d. i. die Potenz, in welcher bei linearer Trans- 
formation die Determinante derselben als Faktor vortritt; bei symbolischer 
Darstellung also die Anzahl der Klammerfaktoren —; ist daher in Gordans 
Anordnung eine friihere, im System wegzulassende Form. Einem in zwei 
Faktoren zerfallenden Gliede einer Uberschiebung entspricht so die addi- 
tive Zusammensetzung eines Lisungssystems der beiden Gleichungen aus 
zwei einfacheren, und umgekehrt. So folgt aus dem ,,speziellen Endlich- 
keitssatz“, daB die Anzahl der in Satz III zu beriicksichtigenden Uber- 
schiebungen eine endliche ist. 

Wiahrend alle bisher angefiihrten Systemsbetrachtungen zwar von 
ihrem Urheber aus der symbolischen Darstellung der Formen gezogen 
worden sind, aber — wie unsere Darlegung erkennen lassen wird — im 
Grunde von ihr gar nicht abhiingen, hat nun Gordan in seiner Programm- 
schrift (IV) von 1875 zur Grundlage seiner symbolischen Operationen 
einen Prozeb, ,,Faltung“ genannt, eingeftihrt, der nur symbolisch als pri- 
mirer zu bezeichnen ist: es wird ein Produkt a,b, durch einen Klammer- 
faktor (ab) ersetzt. Unsymbolisch setzt sich die Faltung, nach der Theorie 
der normierten Reihenentwicklungen, aus einer Reihe von Prozessen zu- 
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sammen, niimlich aus einer Summe von Uberschiebungen. Und umgekehrt 
setzt sich auch jede UWberschiebung, symbolisch dargestellt, aus einer 
Summe von Faltungen zusammen — analog wie ein PolarenprozeB, auf ein 
Produkt angewandt, eine Summe von Polarbildungen liefert. Dieser sym- 
bolische ProzeB dient Gordan zu einer Anordnung der Formen des Systems 
nach den in ihnen enthaltenen Exponenten von Klammerfaktoren, sowie 
zur Aufstellung von symbolischen Reduzenten, d. h. eines Produktes von 
Klammerfaktoren, welches als Faktor in einer Form auftretend, dieselbe 
vermége ,,friiherer“ Formen reduzibel macht. So wird denn jetzt in den 
angefihrten Siitzen I, II, III der Begriff des relativ-vollstindigen Systems 
auf Moduln ausgedehnt, die gegebene Klammerprodukte sind. Und es 
werden nun, statt der dortigen Systeme /; 7, K;--- sukzessive folgende 
Systeme eingefiihrt, wenn f=a:—b;=--- und (g,v)* die k* Uber- 
schiebung von  tiber w bedeutet: 


AM = f, volistindig mod. (ab)*; 
BO=(f, {=f — » » (ad); 
A® = f, fy, (ff), ” » (ab)*; 


B®, ein Bildsystem von A, gebildet an (/,f)*=/,, wie A™ an f, 
namlich 


BY = fy, (fy fo = fuss (fur faa)» Vollstiindig mod. (ab)*; 


A®, entstehend aus Uberschiebung von A mit BY, vollstiindig 
mod. (ab)*; usw. Das System A dient als Vorbild fiir das Bildsystem BO, 


so lange ve — 1 ist; fir gréBere v wird als Vorbild des Systems B” 
das vollstindige System einer Form vom Grade 2(m— 2v — 2) >n benutzt. 


Das letzte so erhaltene System A, fiir v= ; , ist dann das vollstindige 
System von f. 

Vom symbolischen Standpunkt aus war nun durch diese sukzessive 
Systemsbildung — abgesehen von der auch hier noch notwendigen Heriiber- 
nahme von Systemen, die zu Grundformen niedrigeren Grades als f ge- 
héren — die (symbolische) Struktur des vollen Systems von / iibersichtlich 
geworden. Und der in der Einleitung der Programmschrift (IV) getane 
Ausspruch: ,Je mehr die Wissenschaft fortschreitet, umsomehr wird es 
méglich, die Resultate, welche sich sonst nur durch lingere Zwischenbe- 
trachtungen beweisen lieBen, unmittelbar einzusehen: und man wird einen 
mathematischen Gegenstand erst dann als erledigt betrachten, wenn dieses 
Ziel erreicht ist“, konnte besonders in der vereinfachten und klaren Dar- 
stellung des 2" Bandes der ,,Vorlesungen“ (V) annihernd als erfiillt an- 
gesehen werden. 
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Da war es ein eigentiimliches Zusammentreffen, dab gerade mit dem 
AbschluB des Beweises in diesem Buche*) ein Beweis des Gordanschen 
Theorems erscheinen sollte, der vom Gordanschen ,,speziellen Endlichkeits- 
satz“ ausging, im tibrigen aber einen Weg nahm, der den obigen Aus- 
spruch in idealer Weise bestiitigen sollte. 

Im Juli 1885 hat Mertens**) einen solchen Beweis erbracht. Er ver- 
liBt dabei die Aronholdsche Symbolik, benutzt aber die GauSsche***), 
welche ohne Voraussetzung der Wurzelexistenz die Wurzeln durch Un- 
bestimmte ersetzt — ein Hilfsmittel, das tibrigens ohne Einflu® auf den 
Gang des Beweises ist. Der Gedankengang besteht wesentlich im Ubergang 
von den Invarianten einer biniiren Form vom Grade »—1 zu denen 
einer durch Zufiigung eines}linearen Faktors entstehenden Form vom Grade 
n, wobei letztere noch durch » Permutationen fiir den linearen Faktor zu 
einer allgemeinen Form /,(x) vom n“" Grade gemacht wird. 

Kurz darauf haben Mertens*+), und unabhingig davon Hilbert++), den- 
selben Gedankengang noch dadurch iibersichtlicher gemacht, daB sie die 
Form /f,(z) direkt in alle ihre » Linearfaktoren zerlegen und jede In- 
variante J von f,(x) als ganze Funktion aller homogen gemachten Wurzel- 
differenzen ansetzen. In dieser einfachsten Gestalt li®t sich nun der Beweis 
in einige Zeilen zusammenfassen: 

Fiir irgend ein Anfangsglied Q, aus welchem durch die »! Permuta- 
tionen alle Glieder von J additiv hervorgehen, ergeben die Gewichtsbe- 
dingungen ein System von diophantischen Gleichungen, deren nicht-negative 
Lésungen sich — nach dem speziellen Endlichkeitssatz von Gordan — aus m 
Grundlésungen additiv zusammensetzen migen. Wenn der i*” Grundlésung 
ein Anfangsglied @, entspricht, so stellt sich Q als Potenzprodukt dieser 
m GréBen @, dar. Aus @, ist durch die ! Permutationen eine GréBen- 
reihe von »! Gliedern zu bilden; dann werden aber die Invarianten J von 
f,(@) simultan-symmetrische Funktionen dieser m GréBenreihen. — Nun 
ist es ein bekannter Satz, daB die simultan-symmetrischen Funktionen von 
GréBenreihen eine endliche Basis haben, durch die sich alle derartigen 
Funktionen rational und ganz darstellen lassen. Diese ist also hier die 
gesuchte Basis fiir alle Invarianten von /,(z). 

Damit ist also nicht nur der Beweis selbst auf zwei einfache End- 


*) Siehe V, Bd. 2, 8. 236, Anm. 

**) ,,Beweis, da alle Invarianten und Kovarianten eines Systems biniirer Formen 
ganze Funktionen einer endlichen Anzahl von Gebilden dieser Art sind“. J. f. Math. 
100 (1887). 

***) Im zweiten Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (Werke II, S. 31). 

+) Wiener Sitzungsber. vom 24. Jan. 1889. 

++) Math. Ann. 33; dat. Marz 1888, erschienen im Jan. 1889. 














| 
| 
| 








Paul Gordan. 17 


lichkeitssitze zuriickgebracht; man kénnte ihn auch als rechnerisches Mittel 
zur Bildung eines vollen Systems gebrauchen, das im einzelnen Falle noch 
bedeutende Abkiirzungen zulieBe. Der Beweis kann jetzt geradezu als ein 
elementarer bezeichnet werden. 

Uber die bindiren Formen hinaus haben die analogen symbolischen Me- 
thoden Gordan nur noch in einigen Fillen zum Beweis und zur Aufstel- 
lung eines vollen Systems gelangen lassen, hauptsiichlich wegen der groBen 
Komplikation, die durch die Mehrheit nicht kogredienter Variabelnreihen 
entsteht. So bildet Gordan (14) fiir die allgemeinen kubischen terniren 
Formen ein volles System von 34 Formen, dessen Formenzusammenhinge 
er dann, gemeinsam mit Clebsch, in (25) entwickelt. Auch werden, wieder 
gemeinsam mit Clebsch (13), die allgemeinen Prinzipien der Betrachtung 
auf eine terniire Grundform ausgedehnt, welche die Punkt- und Linien- 
variabeln enthilt; und fiir den Fall, daB die beiden Grade gleich 1 sind — also 
fiir die ebene Kollineation, fiir die auch geometrisch interessante Entwick- 
lungen erhalten werden —, wird sogar das volle System aufgestellt. Dem 
simultanen System zweier quadratischer ternérer Grundformen konnte Gor- 
dan eine Durcharbeitung geben (38), wie viel spiiter noch (78) dem zweier 
quadratischer quaterniirer Formen. Endlich bewiiltigte er auch (36) das 
System der Kleinschen terniren biquadratischen Form, fiir welche eine 
gewisse doppeltquadratische Zwischenform identisch verschwindet, und ge- 
wann damit auch ein wenigstens relativ-volles System fiir die allgemeine 
ternire biquadratische Grundform. 

Wihrend so fiir Grundformen mit mehr als zwei homogenen Variabeln 
die symbolischen Methoden im allgemeinen versagten, und ebenso die auf 
Definition durch symmetrische Funktionen beruhenden Methoden, sollten 
neue Begriffe und Methoden, die im Prinzip an Kronecker ankniipften, auch 
fiir das weiteste Gebiet die Giiltigkeit des Gordanschen Endlichkeits- 
theorems aufweisen. 1890*) entwickelt Hilbert einen sehr allgemeinen 
Endlichkeitssatz, wonach fiir ein ganz beliebig gegebenes System von ho- 
mogenen Formen F' stets ein endlicher Modul (F,, F,, ..., F,,), aus 
Formen des Systems gebildet, existiert, in dem alle F enthalten sind (mit 
Koeffizienten, die ganze Funktionen der Variabeln sind). Insbesondere ist 
dies fiir das System aller Invarianten J von Grundformen /,, /,, ..., die 
J betrachtet als homogene Formen in den Koeffizienten der f,, /, ..., 
der Fall. Hat man aber den Modul von Invarianten (i,, ..., #,,), durch die 
sich alle J in der Gestalt 2 A,i, darstellen, so kénnen, nach einem zweiten 
Hilbertschen Satze, der auf Anwendung des invariantenerzeugenden Pro- 

*) Uber die Theorie der algebraischen Formen‘; insbesondere Abschn. V ,,Die 


Theorie der algebraischen Invarianten“*. Math. Ann. 36. Vorliufige Mitteilung in Gott. 
Nachr. von 1889. 
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zesses & beruht, die A, durch Invarianten J, der /,, f,, ... ersetzt werden. 
Und da dann diese J, von niedrigerer Ordnung in den Koeffizienten der 
fi, fe» --- sind als J selbst, so ergibt die Wiederholung des Schlusses 
die i,, i,,..., 4, als volles System fiir die Invarianten der f,, fj, .... 

Gordan — anfanglich diesen begrifflichen Deduktionen gegenitiber 
mehr ablehnend: ,das ist keine Mathematik, das ist Theologie!* — ist 
dann zweimal (53), (69) dem diesem Beweise zugrunde liegenden Hilbert- 
schen Endlichkeitssatze nahergetreten, indem er die gegebenen Formen F 
nach verschiedenen Kriterien in eine Reihe anordnete, die das Bilden eines 
endlichen Moduls aus ihnen deutlich machte; das erstemal in komplizier- 
terer Weise speziell fiir die Invariantenformen, das zweitemal allgemein 
und einfach. 

Auch fiir einen erweiterten Formenbegriff, nimlich fir beliebige 
Grundformen mit mehreren, unabhéngig voneinander transformierten Va- 
riabelnreihen, hat, im AnschluB an vorbereitende Arbeiten von Study (Erl. 
Ber. 19 (1887)) und von Gordan ((47), (50); s. auch (21)), Hilbert (1. ¢.) 
das Endlichkeitstheorem bewiesen. 

Da das Formensystem von Grundformen einen algebraischen Funk- 
tionenkérper bildet, so lag es auch nahe, die ganze Endlichkeitsfrage unter 
den héheren Gesichtspunkt der Bestimmung der ganzen algebraischen 
Funktionen eines solchen Kérpers und des dafiir geltenden Kroneckerschen 
Satzes vom endlichen Fundamentalsystem zu riicken. Dies ist Hilbert 
(Math. Ann. 42 (1893)), aber unter Voraussetzung des Endlichkeitssatzes 
fiir Invarianten, gelungen, wiihrend ein letzter Schritt auch diese Voraus- 
setzung auszuschlieBen hiitte. 

Durch solche Uberlegungen allgemeinerer Art ist in dem Beweisver- 
fahren iiber die Endlichkeit des Systems nach und nach die Symbolik zu- 
riickgetreten; nicht aber in der rechnenden Herstellung des Systems, da 
die Symbolik eben dem spezifischen Charakter der formalen Invarianten 
angepaBt ist. In dieser Beziehung haben wir noch auf einige Kinzelunter- 
suchungen Gordans hinzuweisen. 

Im Il. Bande der ,,Vorlesungen“, Nr. 117, wird mittels der Reihen- 
entwicklung bewiesen, daB jede Relation zwischen invarianten biniiren 
Formen durch Rechnen mit den symbolischen Identitiéten allein erhalten, 
d. h. daB der verschwindende Ausdruck in eine Summe zerlegt werden 
kann, von der jedes Glied eine der Identitiiten zum Faktor hat. Auch 
diese Betrachtung hat ihre Fortfiihrung erfahren, zunichst durch Study*) 
fiir terniire Formen, bei denen bereits eine Anzahl verschiedener Grund- 
identitiiten auftreten. 

*) Math. Ann. 30 und ,,Metheden zur Theorie der terniiren Formen“, Leipzig, 
Teubner 1889. 
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Einen Fortschritt anderer Art, der von Bedeutung auch fiir den Be- 
griff der Systemsbildung ist, hat Gordan schon 1871 in seiner Abhandlung 
itiber Kombinanten (21) gemacht. Es handelt sich um diejenigen inva- 
rianten Bildungen beziiglich eines Grundsystems von p n-iiren Formen 
gleichen Grades, f(z), ..., f,(~), welche nicht nur beziiglich linearer Sub- 
stitutionen der x, sondern auch fiir lineare Substitutionen der 4 in 2A,f,(x) 
invariant sind, ohne die 4 zu enthalten. Der Satz Gordans ist: daB die 
Kombinanten schon fiir sich ein vollstiindiges System von solchen besitzen. 

In der Tat wird eine Kombinante von f,,...,/, eine ganze Funktion 
der Invarianten einer Reihe von Linearformen, und damit weiter eine in- 
variante Form einer bestimmten Grundkombinante, der Determinante 


Ply) = S+ hy”) --- Ay”) 

mit p Reihen y von Variabeln (fiir spezielle bintire Formen auch schon 
in (8) und (9) erhalten). Vermége der Reihenentwicklungen folgt fiir bi- 
nire Formen sogar weiter, daB P(y) sich durch eine endliche Anzahl von, 
nur von je einer Reihe « abhiingender Grundkombinanten ersetzen laBt; 
wonach in diesem Falle die Endlichkeit ihres vollen Systems auch nach 
Gordan bewiesen ist. 

In seinen ,,Vorlesungen“, (Bd. Il, S. 6) hat dann Gordan die Definition 


einer Kombinante Q der f, noch durch > 4- 0 ersetzt, wo die a, 
k 


a, die Koeffizienten je zweier der Formen f, vorstellen. Diese Definition 
tritt an Stelle der friiheren, wenn die Koeffizienten der /, nicht vonein- 
ander unabhingig sind. 

Kombinantenuntersuchungen sollten auch vorzugsweise den lange vor- 
bereiteten Stoff*) fiir den III. Band der ,,Vorlesungen“ bilden, der den ter- 
niiren Formen gewidmet werden sollte. Auch war die Bearbeitung dieses 
Bandes erst seitens des verdienten Herausgebers der beiden ersten Binde, 
dann von anderer Seite, in Angriff genommen; aber beide Male wurde sie 
abgebrochen, mehr aus fuBeren Griinden als wegen der inzwischen ein- 
getretenen Fortschritte allgemeinerer Begriffsentwicklungen. 


Wir haben durch Heranziehen der Systemsarbeiten Gordans auch nach 
1874 schon weit tiber seine GieBener Zeit hiniibergegriffen und kommen 
nun auf sie zuriick. 

In GieBen war Gordan mit Clebsch nicht nur durch engste Freund- 
schaft und durch ununterbrochene gemeinsame wissenschaftliche Forschung 


*) Eine Reihe hierher gehériger Hefte befindet sich unter den hinterlassenen 
Manuskripten Gordans; diese sind der Universititsbibliothek von Erlangen iibergeben 
worden. 


2* 





20 M. Noeruer. 


verbunden, sondern auch durch Mitarbeit an den Unterrichtszielen Clebschs. 
Dieser erkannte die unablissige Titigkeit Gordans im Lehramt voll an 
und zog ihn zu den Seminariibungen heran. Die mathematische Ausbil- 
dung der Forststudierenden fiel ihm zum groBen Teil zu. Insbesondere 
durch seine iiberaus lebhafte Art gewann er damals schon die Zuneigung 
der Studierenden, wie das auch spiterhin immer der Fall war. Eine iuBere 
Anerkennung erfolgte schon Ende 1865 durch Ernennung zum nicht- 
etatsmiBigen auBerordentlichen Professor, 1868 die Gewiihrung eines Ge- 
halts, das 1872 aufgebessert wurde. 


Im Januar 1869 vermiihlte sich Gordan mit Sophie Deurer, zu Heidel- 
berg geboren als Tochter des dortigen Professors, nachmaligen GieBener 
Ordinarius des rémischen Rechtes, Wilhelm Deurer. Aus der Ehe ist ein 
Sohn, Paul, hervorgegangen, jetzt héherer Beamter im Nahrungsmittel- 
wesen in Danzig; und auch eines Enkelsohnes konnten sich die GroBeltern 
erfreuen. 

Der Weggang Clebschs im Herbst 1868 iinderte nichts an den Be- 
ziehungen zwischen Beiden bis zu dem vier Jahre spiiter erfolgten Tode 
des Ersteren. Aber Gordans Verhiiltnisse in GieBen fingen an unerquick- 
lich zu werden. So kam ihm eine auf den 1. Oktober 1874 erfolgte Be- 
rufung an die Universitat Erlangen gelegen, zuniichst auf das neugegriindete 
Extraordinariat, das er nach Wegberufung von Klein nach Miinchen, wohin 
auch Brill kam, schon am 1. April 1875 mit dem Ordinariat vertauschen 
konnte, wihrend Noether Gordans Nachfolger in Erlangen wurde. Die Tradi- 
tion der Clebschschule ging damit wesentlich auf Erlangen-Miinchen iiber. 


In Erlangen fand Gordan bald Anregung zu neuer algebraischer Arbeit. 
Zuniichst konnte er durch die im Winter 1874/75 daselbst erfolgte Be- 
riihrung mit F. Lindemann, der mit der Bearbeitung von Clebschs Vor- 
lesungen iiber Geometrie beschiiftigt war, auf einige Kapitel dieses Werkes 
einwirken, wie bez. (38) schon 8.17 angegeben ist. Sodann bemiihte er 
sich in gliicklichster Weise um Hesses noch unerledigten Satz, daB eine 
Form von m Variabeln, deren Hessesche Determinante identisch ver- 
schwindet, sich linear in eine solche mit weniger Variabeln iiberfiihren 
lasse, d. h. daB die zwischen den n ersten Polaren der Form bestehende 
Relation z(/,, ..., f,) =0 eine lineare sei. Durch Noether angeregt, der 
schon eine Reihe ganz verschiedener Beweisversuche angestellt hatte, schlug 
nun Gordan jene Relation selbst als Ausgangspunkt eines neuen Ver- 
suches vor und konnte so fiir den terniiren Fail den Satz Hesses rech- 
nerisch erschlieBen (28). In gemeinsamer schwieriger Untersuchung (29) 
ergaben sich dann fiir die aus Geraden zusammengesetzten Mannigfaltig- 


keiten ®, welche, wie f, der Gleichung oo 


. = 0 geniigen und von 
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n—1 Variabeln rational abhingen, geniigend viele Struktureigenschaften, 
um fiir »=3 und 4 die Giiltigkeit des Satzes unmittelbar erkennen zu 
lassen, fiir m > 4 aber die Ungiiltigkeit. Auch konnte noch ein Formen- 
typ, fiir »m = 5 der einzige existierende, aufgestellt werden, der Hesses Be- 
hauptung nicht entspricht. 

_ Kime viel tiefere und nachhaltendere Bedeutung hat aber das Zu- 
sammenwirken mit F. Klein im Wintersemester 1874/75 und das nach- 
folgende hiufige Zusammentreffen der beiden Forscher — besonders in Eich- 
stiitt: ,mathesis Quercupolitana* nach Gordans Ausdruck — gewonnen. Und 
zwar nach zwei Richtungen hin: einmal durch die immer ermutigende, in 
allen Schwierigkeiten noch Wege findende Finwirkung von seiten Gordans, 
wie sie aus seiner durchdringenden Auffassung und seinem vorwirts trei- 
benden Wesen hervorging; sodann durch seine rechnerisch ausfiihrende 
Mitwirkung an der algebraischen Seite der von Klein damals und eine 
Reihe von Jahren hindurch behandelten Probleme aus der Gleichungs- 
und Funktionentheorie. Die erstere Richtung entzieht sich, in ihren un- 
bestimmten Linien, der Berichterstattung, so eingreifend sie gelegentlich 
war. Wir wenden uns daher direkt den hierher gehérigen Arbeiten Gor- 
dans aus der Gleichungstheorie zu, die nach und nach die allgemeinen 
Gleichungen 5" Grades, die Gleichungen 7%" Grades mit Gruppe G,,,, 
endlich die allgemeinen Gleichungen 6" Grades betreffen, 1877 einsetzen 
und bis zu seiner letzten Publikation von 1910 heraufreichen. 

Indem Klein im Juni 1874 alle endlichen Gruppen von reellen Be- 
wegungen des Rammes untersuchte, welche eine Kugel in sich iiberfiihren 
und ihren Fixpunkt im Innern derselben haben, indem er also die regu- 
liiren Kérper, insbesondere das Ikosaeder studierte, gelangte er durch Auf- 
tragen der komplexen Variabeln 9 auf der Kugel zu allen endlichen dis- 
kontinuierlichen Gruppen von linearen Transformationen einer Veriinder- 


lichen 7» =, und zu den biniiren Formen von 7,, 4, welche solche 


Gruppen gulassen. Zu jeder der 5 so erhaltenen Gruppen erschloB er aber 
auch das ganze zugehérige Formensystem von 3 Formen, insbesondere 
ein Biischel von biniiren Formen N“" Grades F(y4) — X-®(m), dadurch 
daB er jeden Punkt 7 der Kugel allen N Transformationen der Gruppe 
unterwarf (X der Biischelparameter). So ergab sich fiir die Gruppe G,, 
von 60 Transformationen, welche den geraden Vertauschungen von 5 GriBen 
isomorph ist, die Schar H*(y) — X-f°(y), wobei f(y) die ,,Jkosaederform“ 
12°" Grades*), H(y) deren Hessesche Form bedeutet, und eine charakte- 
ristische Eigenschaft fiir f: (ff)‘=0. Auf Formen dieser Art war friiher 


*) In kanonischer Form ist 


f(a Ne) = Ns Ne ("+ 11, °n,® — ny). 
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schon Schwarz, nur inhomogen, und unabhiingig von Klein (1875) Fuchs 
bei Untersuchungen iiber lineare Differentialgleichungen 2" Ordnung, die 
algebraische Integrale besitzen, gestoBen, die Fuchsschen ,,Primformen“. 

Gordan nahm nun 1877 (in (32), (33)) beide Fragerichtungen auf, um 
sie rein algebraisch zu behandeln. Die nach den endlichen biniiren 
Gruppen fihrt er auf die Lésung einer Kreisteilungsgleichung 


1 + cos @, + cos gy, + cosg, = 0 
durch rationale Vielfache von 2 zuriick, was ihn zu einer kanonischen 
Darstellung aller 5 Gruppen fihrt. In vereinfachtem Gedankengang, der 
jene Gleichung und auch eine von Gordan benutzte Symbolik vermeidet, 
hat dann H. Weber dieses Resultat in seinem Lehrbuch der Algebra 
(Il, Abschn. VII) wieder entwickelt. 

In der zweiten Richtung identifiziert Gordan die existierenden unter 
den Fuchsschen Primformen mit den Kleinschen Formen, indem ‘er die 
allgemeinen Systemsuntersuchungen seiner Programmschrift (IV) anwendet. 

Bald ging das Interesse vom Ikosaeder und seiner Gruppe auf die 
damit zusammenhiingende Gleichungstheorie iiber. Als Resolventen der 
Ikosaedergleichung 60°" Grades H*(y) — X-f°(yn) = 0 traten bei Klein*) 
verschiedene Gleichungen 5“ und 6" Grades auf, dieselben, welche Hermite, 
Kronecker und Brioschi zur Auflésung der Gleichung 5'" Grades mittels 
elliptischer Modulfunktionen gefiihrt hatten; fiir Klein aber definierte die 
Ikosaedergleichung an sich die sog. Ikosaederirrationalitiit 4(X), die sich 
auch durch eine hypergeometrische Reihe ausdriicken lie. Da deutete 
Gordan, dessen Interesse fiir die Gleichungen 5%" Grades schon in der 
Berliner Zeit von 1861/62 erwacht war, auf das umgekehrte Problem hin, 
die Ikosaederirrationalitat zur Auflisung der Gleichungen 5°" Grades, mit 
isomorpher Gruppe G,,, zu verwenden. So ergab sich fiir Klein die Auf- 
gabe, vom Standpunkt der Ikosaederfragen aus iiber die vielseitigen alge- 
’ braischen Formen- und Gleichungsbeziehungen, die nach und nach beziig- 
lich der Gleichungen 5°" Grades entstanden waren, auch abgesehen von 
den transzendenten Lisungen, eine Ubersicht und fir sie eine einheitliche 
Ableitung zu gewinnen. Und dies gelang ihm begrifflich vollstiindig, rech- 
nerisch insoweit, als er die Formeln, welche den Ubergang zu den ge- 
suchten Resolventen leisten, insbesondere die Darstellung ihrer Wurzeln 
durch die y, teils geometrisch-konstruktiv, teils durch Rechnung mit sym- 
metrischen Funktionen bilden konnte**). 

Auch hierbei griff Gordan ein, und zwar mit Systematisierung der 
Rechnungen durch Formbildungsprozesse, insbesondere in seinem Auf- 


*) Math. Ann. 9 (1875). 
**) Math. Ann. 12 (1877); Vorlesungen iiber das Ikosaéder, Teubner 1884. 
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satz (35) vom Januar 1878 iiber Gleichungen 5%" Grades. Klein hatte die 
»Hauptgleichung“ 5" Grades F(y)=0 — fiir welche niimlich das 2“ und das 
3° Glied fehlen, also Dy = 0, Ly? = 0 sind — dadurch auf die Ikosaeder- 
gleichung reduziert, daB er statt der y, die 4 in den y, linearen und ho- 
mogenen Lagrangeschen Ausdriicke p,, p,, p,, p, einfiihrt, welche 


Ly’ = PP + PaPs 
machen, und die Parameter 
__ Pi _ Ps _ 
» »? * Bw BM 

der beiden Erzeugendenscharen der Fliche 2" Ordnung p,p, + p.p, = 0 
ins Auge faBte. Dann ergibt sich € aus y durch eine ungerade Permuta- 
tion der y,; die Gruppe G,. der 60 geraden Vertauschungen der y, aber 
liefert eine solche [,, von 60 linear gebrochenen Transformationen von 
y, so daB y einer Ikosaedergleichung der genannten Art, mit einem Para- 
meter X geniigt, der eine rationale Funktion der Koeffizienten der Haupt- 
gleichung und der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante ist. Ebenso 
geniigt € einer solchen Gleichung, mit einem anderen Parameter, welcher 
aus jenem durch Vorzeicheniinderung der Quadratwurzel der Diskriminante 
hervorgeht. und € bestimmen zusammen den Punkt y, als Schnittpunkt 
der beiden Erzeugenden; es muB sich also ¢ durch y und die Koeffizienten 
der Hauptgleichung rational darstellen lassen. Diese Darstellung hat Klein 
1. c. durch umstindliche Rechnungen mit symmetrischen Funktionen ge- 
leistet. 

Der Fortschritt Gordans in Math. Ann. 13 besteht nun darin, daB er 
auch hier Prozesse der Invariantentheorie zur Geltung brachte. Indem er 


P=, Pr=— Mb» Ps= he, Pe= Tobe 

setzt, verwandelt er die Koeffizienten der Hauptgleichung in doppelt-bindre 
Formen in 7,, 4, und §,. Der Gedanke ist nun, die Formen als solche 
zweier Variabelnreihen zu behandeln, die wnabhidngig voneinander linearen 
Transformationen unterworfen werden, und daraus das System derjenigen 
von beiden Reihen abhiingigen Formen zu bestimmen, welche durch gleich- 
zeitige Anwendung der Ikosaedertransformationen der y,,%,, und der dazu 
kontragredienten der £,, € unverindert bleiben. Als eine solche Grundform 
ermittelte er eine einfache Form der Grade 3; 3, namlich 


mb," + M179 bo” + 1 M0°h:® — 19°Ss 2%, 
im wesentlichen identisch mit 2y*; indem er aber das ganze System 
bildete, ergab sich ihm insbesondere ein ganzes Biischel solcher doppelt- 
biniiren Formen, welche in der einen Variabelnreihe €,, € linear sind und 
daher, gleich Null gesetzt, den verlangten Ubergang von y zu ¢ und somit 
auch die Bestimmung der Wurzeln y, durch die 7, £, wirklich leisten. 


G= 
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In ihrer doppelten Bedeutung: fiir die Formentheorie an sich, sodann 
spezieller fiir die Ikosaeder- und Gleichungstheorie, steht diese Arbeit (35) 
mit an der Spitze der Leistungen Gordans*). 

Wibrend der Ubergang von der Hauptgleichung 5" Grades zu der 
einparametrigen Ikosaedergleichung auf rationalem Wege bewirkt wird, 
tritt bei der Uberfiihrung der allgemeinen Gleichung mit Gruppe G,, in 
die Hauptgleichung bekanntlich eine Quadratwurzel auf. Diese Quadrat- 
wurzel ist eine sog. ,akzessorische“ Irrationalitét, insofern sie keine ratio- 
nale Funktion der Wurzeln der Gleichung 5“ Grades ist. Mit ihr haben 
sich Klein und Gordan wiederholt beschiftigt. DaB eine solche Irratio- 
nalitét zur Zuriickfiihrung der Gleichung auf eine Resolvente mit nur 
einem Parameter notwendig sei, hat Kronecker in J. f. Math. 59 ausge- 
sprochen; der erste Beweis dieses Satzes ist aber von Klein geliefert 
worden, fiir dessen Theorie der Kroneckersche Satz einen wichtigen Teil 
bildet. Der Beweis**), auf dem Umstand beruhend, daf alle Ikosaeder- 
formen gerade sind, war noch kompliziert; und seine inneren Gedanken 
wurden erst im Verkehr mit Gordan ans Licht gebracht und dann in 
Math. Ann. 12, sowie im Ikosaederbuch, noch in geometrischer Ein- 
kleidung, wiedergegeben. Dem unten zitierten Berichte Kleins***) gemaB 
sind es die folgenden Momente: 

a) Anwendung des bekannten Liirothschen Satzes (Math. Ann. 9) in der 
Form: Wenn eine rationale Funktion m der Veriinderlichen 2, 2,,...,2,_, 
bei Zugrundelegung der alternierenden Gruppe der x einer 1-parametrigen 
Resolvente geniigt, so lassen sich die Wurzeln derselben, », 9,,..., P,,_; 
rational durch einen, in den g, rationalen Parameter y ausdriicken. Diese 


Funktion » der 2, ..., Z,_, substituiert sich bei den . Vertauschungen 
der Gruppe linear gebrochen. Damit sind, bei der Kenntnis aller endlichen 
Gruppen einer Verinderlichen, schon die Fille » > 5 ausgeschlossen. 

b) Eine Gruppe linear-gebrochener Substitutionen fiir 7 = a geht 
bei frei veriinderlichen 2), ...,2,_, von selbst in eine holoedrisch-isomorphe 


Gruppe von homogenen biniren Substitutionen der w, z tiber. 

c) Fiir n = 5 gibt es aber keine biniire Gruppe von 60 Substitutionen. 
Aus der Ikosaedergruppe [,, geht nimlich durch das Homogenisieren eine 
Gruppe von doppelt so hoher Ordnung, 120, hervor. Diese besitzt aber 


*) Nur hilt sich der SchluBteil, der auf Hermites Lisung durch elliptische 
Funktionen eingeht, wie diese in Jacobischer Tradition an die irrationalen Moduln, 
nicht an die rationalen Invarianten. 

**) Sitzungsber. der Erlanger Phys.-Med. Ges. H. 9, Sitzung vom 15. Jan. 1877. 

**) Uber die Auflésung der allgemeinen Gleichungen finften und sechsten 
Grades“ vom 22. Miirz 1905, J. f. Math. 129; abgedruckt in Math. Ann. 61. 
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keine Untergruppe von 60, weil schon die Achtergruppe, welche entspre- 
chend aus der in [,) enthaltenen Vierergruppe hervorgeht, keine Vierer- 
gruppe als Untergruppe besitzt. 

Demgegeniiber gruppiert sich der Beweis des Kroneckerschen Satzes 
durch Gordan in (46)*) so: 

a’) ist, nach Weglassung des SchluBsatzes von a), identisch mit a); 
nur noch unter ausdriicklicher Begriindung der auch in a) benutzten Ver- 
allgemeinerung des Liirothschen Satzes von einer Variabeln 2, auf n Va- 
riable. SchluB auf »>5 ist nicht gezogen, weil die Kenntnis aller end- 
lichen biniren Gruppen nicht vorausgesetzt werden sollte. 

b’) Wiederum identisch mit b), nur ausgesprochen fiir die alternierende 
Gruppe G,, von vier Veriinderlichen (Tetraedergruppe). 


ce’) An Stelle der Gruppenbetrachtung ¢) wird rechnerisch aus b’) er- 
schlossen, daB eine Funktion (2), ..., 2), die sich bei der Tetraeder- 
gruppe linear-gebrochen substituiert, bei der in ihr enthaltenen Vierer- 
gruppe ungeiindert bleibt. 


d’) Da sich nun fiir x > 4 jede alternierende Gruppe aus Vierergruppen 
zusammensetzt, so bleibt 4 tiberhaupt bei dieser Gruppe unverindert; » 
ist daher nichts weiter als eine alternierende Funktion von x, 2,,...,%,_1; 
also zur Resolventenbildung unbrauchbar. 

Auch zum Ubergang von der allgemeinen Gleichung 5” Grades mit 
alternierender Gruppe zu der 1-parametrigen Brioschischen Gleichungs- 
form, bei der das 2” und 4” Glied fehlen, gebraucht man nur die eine 
akzessorische Quadratwurzel. Erst wenn man weiter durch eine Substitu- 
tion der Art « = gv den Parameter ganz auf das letzte Glied werfen will, 
tritt in g noch eine weitere akzessorische Quadratwurzel auf: Vf(y) nach 
Klein**), also nach Gordan (35)***) Vy, = Vf(,, %), WO 7, die Diskrimi- 
nante nach £,, € der Form t(m,, 2; £,&), von den Graden 6; 2 bedeutet, 
die selbst in £,, & die Hessesche Form der in (35) zu grunde gelegten 
Zy* von den Graden 3; 3 ist. 

Nun ist aber dieser Ubergang schon 1878 von L. Kiepert+) durch 
bloBe Tschirnhausen-Transformation in sehr einfacher rechnerischer Weise 
ausgefiihrt worden, die Gordans Arbeit (35) benutzt, nicht aber die ein- 
gehende letzte Quadratwurzel deutet. Wohl unabhingig von dieser Arbeit, 
vielmehr angeregt durch sein kurz vorher bei den Tripelgleichungen 7‘ 


*) Wiedergegeben in H. Webers Lehrbuch der Algebra II und in E. Nettos 
Vorlesungen iiber Algebra II. 
**) Vgl. etwa Vorlesungen iiber das Ikosaeder, Formel (27), 8. 105. 
***) Vgl. (35) Tabelle S. 386. 
+) In § 8 seiner Abhandlung, J. f. Math. 87. 
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Grades eingeschlagenes analoges Verfahren*), hat sich Gordan um Mitte 
der achtziger Jahre genau dasselbe Ziel gesetzt ((43) und (45)), in der Ab- 
sicht, unter auBerlicher Vermeidung der Invariantentheorie einen einfach 
zuginglichen Weg zur Hauptgleichung und ihrer rechnerischen Lésung 
aufzustellen. 

Zuerst benutzt er in (43) direkt die beiden linearen Faktoren der Hesse- 
schen Form t zur linearen Transformation der in £,, & biniiren Formen 
zy’, Ly 35”° baw. 5°" Grades. Um aber den Gang und den Sinn von 
(43) und vor allem von (45) zu verstehen, wird es erforderlich, zuniichst 
auf Kleins Gedankengang niaher einzugehen. 

Vom Ikosaeder ausgehend gelangt Klein zu einem Formenbiischel 
y = W,(y)+4W,(m) derart, daB y fiir jeden Wert von 4 einer Haupt- 
gleichung 5“" Grades, nun mit 2 Parametern, geniigt; dann wird ¢t = W,() 


W, (n) 
Wurzel einer 1-parametrigen Brioschischen Gleichung. Und da sich 7 


mit Hilfe einer akzessorischen Quadratwurzel rational durch die Wurzeln 
x einer allgemeinen Gleichung F(x) = 0, vom 5%" Grade und der alter- 
nierenden Gruppe, ausdriickt, so hat man eine Tschirnhausen-Transforma- 
tion zwischen ¢ und z. 

Gordan fiihrt in (45) diesen Gang, im wesentlichen in umgekebrter 
Richtung, rechnerisch aus. Zu F(x) = 0 wird direkt eine Tschirnhausen- 
Transformation 

y = 9(z) + A(z) 
daraus definiert, daB y fiir jeden Wert von 4 einer Hauptgleichung ge- 
niigen soll, wobei zur Auflésung der Relationen fiir die Koeffizienten von 
g(x) und %(z) nur die eine akzessorische Quadratwurzel nétig wird. Auch 
dann wiirde t= ve za einer 1-parametrigen Brioschischen Gleichung 
fiihren, Gordan macht aber hier einen Umweg. Zwischen (zx) und w(x) 
besteht namlich eine quadratische nicht homogene Relation O(g, ~) =0, 
welche durch p=0, » = 0 befriedigt wird; statt Benutzung dieser Stelle 
wird erst durch eine weitere Quadratwurzel eine weitere Stelle p = gp, 


~ =, von ®=0 gesucht und ¢’ mittels t’ = <= Me als linear- gebrochene 


Funktion von ¢ eingefiihrt. So wird also die erst am Schlusse nétige Bei- 
ziehung der zweiten Irrationalitaét in der ganzen Rechnung mitgefiihrt. 
Zum SchluB laufen die Formeln fiir die Uberfiihrung der Hauptgleichung in 
die Brioschische Form ganz auf die kurzen, von Kiepert gegebenen hinaus. 

Wie sehr die Rechnung von (45) dem allgemeineren Gebrauch ent- 
gegenkommt, erhellt aus ihrer Aufnahme — nur mit etwas weiterem 


*) Vgl. unten 8. 30. 





Hin 
Alg 
Go 
die 


lie 

















Paul Gordan. Q7 


Hinausschieben der zweiten Hilfswurzel — in H. Webers Lehrbuch der 
Algebra, Bd. I; aber auch hier ohne Erklirung ihres Sinnes. — 

Wir haben die gegenseitigen Beziehungen der Arbeiten von Klein und 
Gordan, insbesondere auch die betreffs der akzessorischen Irrationalitét und 
die, welche den elementarisierenden Darstellungen von Gordan zu Grunde 
liegen, so ausfiihrlich erértert, nicht nur, weil iiberall das Verhiiltnis der 
beiden Forscher zueinander zum Ausdruck kommt, sondern vor allem des- 
halb, weil diese Untersuchungen der achtziger Jahre eine eigentiimliche 
Seite der Arbeitsmethode Gordans an deutlichen Beispielen beleuchten. 
Gordan pflegte einen Gedankenhéhenweg in kleine Abschnitte zu teilen, 
jeden einzeln rechnerisch nach allen Seiten weit zu verfolgen und még- 
lichst ebene Durchstiche zu schlagen, um so vielleicht zuletzt zu einem 
geradesten Weg zu gelangen. Die Darstellung, die als synthetische noch 
den Weg riickwarts zu durchlaufen hatte, konnte dann tiberraschend ein- 
fach erscheinen. 


Der fiir die Gleichungen 5°" Grades geschilderte Vorgang wiederholte 
sich in der fruchtbaren Arbeitszeit von 1878—84 fiir ein um eine Stufe 
héheres Gebiet: fiir die Gleichungen 7°" Grades mit Gruppe Gy, ((36) 
bis (41)). 

F. Klein hatte auch fiir die Modular- und Multiplikatorgleichungen 
der Transformation 7°" Ordnung der elliptischen Funktionen und deren 
Resolventen eine Beziehung zur Invariantentheorie der linearen Transfor- 
mationen hergestellt, um von hier aus einen vollen Uberblick tiber jenes 
algebraische Gebiet zu erhalten. Von der Galoisschen Resolvente aus- 
gehend hatte er 1878 auf funktionentheoretischem Wege*) fiir die zuge- 
hérige Gruppe G,,, von 168 Substitutionen eine isomorphe Gruppe [,,, 
von terndren linearen Transformationen konstruiert. Dies war also die iso- 
morphe lineare Gruppe von méglichst wenigen Variabeln, wie sie Klein 
schon in Math. Ann. 4 prinzipiell forderte. Die hier auftretende Gruppe 
Tie, ausgetibt auf drei homogene GréBen 2,, 2, 7, fiihrt einen Ausdruck 
4" Grades 

f(x) = a,x + 24's + 5°, 
in sich tiber: f = 0 ist eben die Normalkurve 4°" Grades fiir die Gleichung 
vom Geschlecht 3 zwischen der absoluten Invariante J des elliptischen In- 
tegrals und der Wurzel 7 der Galoisschen Resolvente der Modulargleichung. 
Klein erschloB wieder fiir diese Kurve aus der bezeichneten Gruppe [,,, 
das ganze Formensystem ihrer Kovarianten, insbesondere das Kurven- 


*) Sitzungsber. der Erlanger Sozietiit, H. 10 (1878); Math. Ann. 14 (1878) und 
15 (1879). 
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biischel 42" Grades ¥*— J-A'’=0, das aus f= 0 die Gruppen von je 
168 Punkten ausschneidet. Diese beiden Gleichungen zusammengenommen 
stellen fiir ihn die Grundirrationalitit in J dar; und auf diese wird, mit 
Hilfe einer ,akzessorischen“* Gleichung 4°" Grades (Schneiden von f = 0 
mit einer zu einem Punkte # kovarianten Geraden) die Gleichung fir die- 
jenigen 168 Punkte zuriickgefiihrt, die aus irgend einem Punkte x der 
Ebene f = 0 mittels der [,,, hervorgehen. 

Weiterhin leistete Klein auch die, schon 1858 von Kronecker ver- 
mutete, Zuriickfiihrung aller Gleichungen mit der Gruppe G,,, auf die letzt- 
genannten Modulargleichungen. Es gelingt unter Zugrundelegung eines 
ganz allgemeinen Prinzips*) fiir irgend eine Gleichung ®(z)=0, mit 
einer Gruppe Gy von N Substitutionen, welche einer Gruppe [Ty von 


= linearen Transformationen von uw Variabeln 2,, ..., x, isomorph ist, 
Systeme von w Funktionen X,,..., X, der Wurzeln von O(z)=0 zu 
bilden, die sich wie die z,, ..., x, linear transformieren, und damit die 


Lésung von ®(z) = 0 auf ein Normalproblem zu reduzieren. Und fiir die 
Gleichungen 7°" Grades mit der Gruppe G,,, war inzwischen die sie cha- 
rakterisierende ,,Tripel“-Eigenschaft erkanut worden**): daB die 7 Wurzeln 
sich zu 7 Tripeln ordnen, die ihrerseits wieder einer zweiten Tripelglei- 
chung geniigen, deren Tripel den 7 ersteren Wurzeln einzeln zugeordnet sind. 

Gordan nahm alle hier vorliegenden, konstruktiv und an der kano- 
nischen Gestalt von f(x) gelésten, Gleichungs- und Formenprobleme auf, 
um die notwendigen Bildungen auch wirklich und rein algebraisch durch- 
zufiihren. Und zwar holt er zuniichst weit aus mit systematischen in- 
variantentheoretischen Untersuchungen der allgemeinen Gleichungsformen, 
weiter als es die Gleichungstheorie verlangte, und ohne Gruppenbetrach- 
tungen, aber mit Entwicklungen, die fiir die Formentheorie bedeutsam sind. 

Die erste dieser Arbeiten, (36) vom Aug. 1880, haben wir schon oben 
(S. 17) erwihnt: sie berechnet ein volles System von 54 Bildungen fiir 
eine biquadratische ternire Form F(y)=a,‘, fiir welche, wie fiir die 
a 


Kleinsche Form f(x), die Zwischenform PF’; — 3 


v,? identisch verschwindet 
lp = (abyss i=_ < F}}- So im System von Fy) orientiert, stellt sich 


gleich danach Arbeit (37) einmal die Aufgabe, durch irrationale typische 
Darstellung, nimlich unter Zugrundelegung eines zu F(y) kovarianten 


*) Math. Ann. 15. DaB in jedem Falle ein nicht identisch verschwindendes 
System X,,..., X, gebildet werden kann, wird von Burkhardt Math. Ann. 41 hin- 
zugefiigt. 

**) Noether, Jan. 1879, Math. Ann. 15. 
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Koordinatendreiecks, von dem ein Eckpunkt in einem Wendepunkt von 
F(y) = 0 angenommen ist, F(y) in die bezeichnete kanonische Gestalt von 
f(z) zu transformieren. Damit ist dann jene Kovariantenbedingung als 
die Normalform charakterisierend erwiesen. Zugleich gelingt es Gordan 
(§ 17), die Transformationskoeffizienten, mit Determinante 1, selbst auf 
einfache Weise zu berechnen, wenn man nur fiir F(y)=0 die Werte 
v(y), A(y) und die Normalauflésung 2,,7,, 2; kennt. Aber vor allem wird 
fiir die Kleinsche Problemstellung, aus gegebenen beliebigen Werten von 
F(y), v(y), S(y) die Punktgruppe y zu bestimmen, das algebraische Sub- 
strat gegeben, indem von Gordan, von einem beliebigen Punkt y ausgehend, 
eine rationale typische Darstellung mittels linearer Zwischenformen geliefert 
wird, welche fiir die Zuriickfiihrung auf das spezielle Problem die End- 
formeln herstellt. 

Das Problem wird aber zwei Jahre spiiter in (39) von Gordan bedeutend 
verallgemeinert, indem er zur Kurve 4“ Grades F'(y) = 0 statt des be- 
liebigen Punktes der y-Ebene einen Linienkegelschnitt K(v) dieser Ebene 
hinzunimmt und die Aufgabe stellt, aus den numerisch gegebenen Werten 
der Fundamentalinvarianten von F(y), K(v) die Koeffizienten von K(v) 
zu bestimmen, dadurch, daB das (homogen) 6-parametrige Problem auf 
das friihere (homogen) 3-parametrige in kovarianter Weise zuriickzufiihren 
ist. Auch hierbei greift Gordan wieder zu ausgedehnten Entwicklungen 
im Gebiete der rationalen typischen Formendarstellungen, zuniichst in einem 
vorbereitenden Aufsatze (38), der die Darstellungen an Kegelschnittbiischel 
und linearer Form, an Kegelschnittschar, und, als Anwendung, an F’(y), 
K(v) mittels einer dazu kovarianten linearen Form durechfiihrt. Die weitere 
Behandlung der letzteren Darstellung fihrt in (39) zum vollen System 
von 12 Fundamentalinvarianten fiir F(y), K(v), die sich rational auf nur 
7 reduzieren, zwischen denen noch eine algebraische Relation stattfindet. 
Die weitere irrationale Zuriickfiihrung auf die kanonische Form /(x) von 
F(y) geschieht nach (37). 

Bis dahin bewegt sich Gordan ausschlieBlich im Gebiet der linearen 
Invariantentheorie, ohne dabei die Gruppe [,,, von linearen Transforma- 
tionen, welche die Kurve 4‘ Ordnung in sich iiberfiihren, irgendwie zu 
benutzen: er behandelt die spezielle Kurve als von vornherein durch ihre 
Kovarianteneigenschaft gegeben. Nun erst in (40) tritt die Gleichungs- 
theorie selbst ein, mit dem Ziel aller dieser Entwicklungen, irgend eine 
Gleichung 7" Grades ®(z) = 0 mit der Substitutionengruppe G,,, auf das 
Kleinsche Problem der 2,, x, 2,, fiir welches f(z) = 0, explizit zu redu- 
zieren. Der Zusammenhang dieses Gleichungssystems mit dem Invarianten- 
problem von (39) geht durch die Lagrangeschen Ausdriicke von (2) = 0, 
mit Xz, = 0, hindurch: es sind das 6 lineare Ausdriicke 9,, der 7 Wurzeln 
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z,, welche sich bei der Gruppe G,g, der 2, gerade wie die Koeffizienten 9,, 
eines Kegelschnitts 
k(u) = Ze,,%,%, 

linear substituieren, wenn die u,, u,, u, der kontragredienten Gruppe der 
linearen Gruppe [,,, der Variabeln z,, z,, 2, unterworfen werden. Dieser 
Kegelschnitt wird also der Normalkurve adjungiert. In der Behandlung der 
Gleichung 7°" Grades selbst werden nicht, wie sonst, die Koeffizienten und 
eine Affektfunktion als die gegebenen GréBen angenommen, sondern es wird, 
algebraisch weit dariiber hinausgehend, aus dem Tripelcharakter, durch 
welchen der Gleichung ®(z) = 0 eine zweite solche ®’(z’) = O linear und 
reziprok zugeordnet wird, in den 7 niedrigsten Potenzsummen der Wurzeln 
von %(z)=0, bzw. von ®’(z’) = 0, eine volle Basis fiir die Affektfunk- 
tionen, und zugleich ein System unabhingiger Parameter, ermittelt und in 
den Invarianten des x-Problems umkehrbar eindeutig ausgedriickt. Die 
linearen Funktionen z,, 2; der g,, aber erscheinen in dem z-Problem als 
die zweiten Uberschiebungen der Kegelschnitte Do,,u,u, tiber zwei durch 
Klein bekannte spezielle, f(z) 0 zugeordnete 7-Systeme von Kegel- 
schnitten. So ist denn die Lésung der Tripelgleichung auf das Problem 
von (39) reduziert. 

DaB die Untersuchungen (36) bis (40) fiir die Behandlung der Tripel- 
gleichungen als solcher Umwege vorstellen; daB sie vielmehr, so wie sie 
vorliegen, ihre Bedeutung vorzugsweise fiir die Formentheorie haben, in 
der sie sich durch schwer zugiingliches Gebiet bewegen, ist von Gordan 
selbst ausgesprochen (40): er erklirt es aus seiner individuellen Vorliebe 
fiir ganz allgemeine formenbildende Prozesse. Und hier kommt nun jenes 
Verfahren des Abebnens zur Erscheinung, das zuletzt nur noch elemen- 
tare Schritte fordert, aber auch (ibid.) ,,jede Spur von dem Wege, auf 
welchem die Resultate gewonnen wurden, verwischen“ will, ohne Riicksicht 
darauf, daB das Verstandnis des Ganges darunter leiden mu8. Gordan greift 
in (41) die beiden zugeordneten Tripelgleichungen O(z) = 0, ’(z’) = 0, 
mit den linearen Relationen zwischen ihren Wurzeln, unmittelbar an, in- 
dem er, mit Rechnungen nach Art der auf symmetrische Funktionen be- 
ziiglichen, das volle System der Affektfunktionen sukzessive herstellt, hier- 
durch fiir die beiden Tripelgleichungen Kleins 2-parametrige Normalformen 
wiederfindet und endlich die Uberfiihrung in diese Normalformen durch 
explizite Tschirnhausen-Transformation, auch wieder in mehreren Schritten, 
bewirkt. Die Umkehrung dieser Transformation wird noch nicht durch- 
gefiihrt. 

Ein so groBziigiges Werk diese ganze Hexalogie von Arbeiten Gor- 
dans iiber die Tripelgleichungen 7" Grades vorstellt, so greift sie doch 
iiber die Gleichungsfragen weit hinaus, und man kann nicht umhin, zu 
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wiinschen, daB die orientierenden Ideen und die fiir die Gleichungen selbst 
wesentlichen Resultate in einer iibersichtlichen Darstellung neu zusammen- 
gefabt wiirden, welche die véllig algorithmische Art: die Formeltabellen 
und die zu ihnen fiihrenden symbolischen Rechnungen und die Rech- 
nungen mit Affektfunktionen, méglichst vermeidet. 


Auf die Altersarbeiten Gordans iiber die Gleichungen 6°" Grades (81) 
und (84) brauchen wir nur kurz einzugehen, einmal wegen der Analogie 
za den Vorgiingen bei den Gleichungen 5°" und 7% Grades, sodann weil 
sich tiber die Vorarbeiten der o. g. Bericht von Klein*) verbreitet. 

Wiederum beziehen sich die Untersuchungen auf eine lineare ternire 
Gruppe; diesmal auf eine [,,, von 360 ebenen Kollineationen, entdeckt 
durch G. Valentiner 1889, in ihrem Zusammhang mit den Gleichungen 6'* 
Grades erkannt und in ihrer Gruppen- und Formentheorie erforscht durch 
A. Wiman 1895**). Die holoedrisch-isomorphe Beziehung der [iy zu 
den G,,. der geraden Vertauschungen von 6 Gréfen ergab sich hier durch 
die Herstellung zweier Systeme X, Z’ von je 6 Kegelschnitten K,, bzw. 
K,, deren je 6 Elemente durch die [,,) sich untereinander vertauschen: 
als involutorische Sextupel, deren paarweise genommene Invarianten ver- 
schwinden, waren sie schon friiher bei F. Gerbaldi aufgetreten; der dann 
aber auch die Formen- und Resolvententheorie spiiter noch weiter entwickelt 
hat***), In dem einfachen Formensystem ist diesmal die niedrigste Form 
eine ternire Form /(2,, 2%, Z;) vom 6% Grade. Neben die Gruppe Fogo 
tritt durch Homogenmachen eine Gruppe [;.5,,, welche der gegebenen 
Gruppe 3-stufig isomorph wird und keine ausgezeichnete Untergruppe 
Pyeq enthiilt. 

Und wiederum ein der [,,, zugehériges 2-parametriges Gleichungs- 
problem, das ,,Valentiner“, richtiger wohl ,,Valentiner-Wiman*-Problem: 
aus zwei gegebenen Verhiiltnissen v, w der Kovarianten von [(2,, 23, Zs), 
0 Dimension in den 2,, 2, 3, die 2,: 2%: %; zu berechnen. Die trans- 
zendente Lésung dieses Problemes ist es, in die Gordan in (81) eingreift. 

L. Lachtin hatte namlich 19027) als Differentialresolvente desselben, 
analog der hypergeometrischen Gleichung fiir das Ikosaederproblem, ein 
System von 3 linearen partiellen Differentialgleichungen 2" Ordnung fiir 
eine von v, w abhiingige Funktion aufgestellt, welches drei zu 2,, 2, 2 


*) J. f. Math. 129 und Math. Ann. 61. S. auch Fricke-Klein, Vorlesungen 
iiber die Theorie der automorphen Funktionen, Bd. II, Anhang (1912). 
**) Math. Ann. 47. 
***) Tb. 50 (1897) u. Rend. Circ. Mat. Palermo Bde 12—16 (1898—1902). Weitere 
Beitriige zur Resolvententheorie von Fricke in dem eben zit. ,,Anhang*. 
+) Math. Ann. 56. 
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proportionale Gréfen als unabhingige Lésungen besitzt; er hatte aber die 
auftretenden numerischen Koeffizienten noch unberechnet gelassen. Diese 
Rechnung gelingt Gordan, indem er bei der inviiantentheoretischen Auf- 
stellung des Systems aus der kanonischen Form von f(x) = 2K,° nicht 
nur die schon bekannten Kovarianten, sondern auch die Zwischenformen 
von f(z) benutzt. 

Nun erhebt sich aber die Frage nach dem Ubergang von der all- 
gemeinen Gleichung 6"" Grades F(z) = 0, mit der alternierenden Gruppe 
Gygo, auf das Valentiner-Wiman-Problem. Hier war F. Klein vorange- 
gangen*), indem er die Méglichkeit zeigte, auf rationalem Wege eine Form 
Q(z,; x;) za bilden, 3°* Dimension in z,, z,, 2, und rational in den Wurzeln 
z, von F'(z)=0, welche unveriindert bleibt, wenn man gleichzeitig auf 
die z, die homogenen Substitutionen der [, 5.,, und auf die z, je die ent- 
sprechenden Vertauschungen der G,,. ausiibt. Zur Bestimmung der z, 
selbst wird dann nur noch eine akzessorische Gleichung nétig, die der 
Wendepunktbestimmung von 2 = 0 entspricht und daher durch Wurzel- 
ziehen gewonnen werden kann. 

In diese wichtige Untersuchungsrichtung greift Gordan von 1904 an 
in zweierlei Weise ein. Zuniichst ergab sich aus seinem Verkehr mit Klein 
ein abgekiirztes Verfahren zur Bildung der Funktion 2, indem die 6 Kegel- 
schnitte des oben genannten Systems Y herangezogen wurden; und ebenso 
konnte die Herstellung der akzessorischen Irrationalitit vereinfacht werden. 
Vor allem aber wurde dann von Gordan der ganze Ubergang von F(z) =0 
zum ebenen Problem in (84) vereinfacht: an Stelle der Form Q wird von 
ihm eine bei den linearen Substitutionen [,.,,. der x,, und den kontra- 
gredienten der u, ebenfalls invariante bilineare Zwischenform @(z,; x,; 4) 
gesetzt — als ,,Kleinsche Bilinearform“ bezeichnet. Die akzessorische Irratio- 
nalitit reduziert sich jetzt auf die Lésung der Gleichung dritten Grades 
fiir die sich selbst entsprechenden Punkte in der durch w = 0 gegebenen 
Kollineation. 

Man kann aber nicht sagen, daB die angefiihrten Arbeiten fiir die 
hier vorliegenden Fragen abschlieBend sind. So hat schon A. Coble eine 
sehr bedeutende Vereinfachung der Arbeit (84) gleich nach ihrem Erscheinen 
erreicht**), indem er den Grad der Bilinearform (z,; x,; u,) in den z, von 6 
auf 4 reduziert; und fiir die in (84) nicht beriihrte Umkehrung der Tschirn- 
hausen-Transformation zwischen Gleichung 6" Grades und Normalproblem 
findet sich bei Coble wenigstens der Ansatz, wenn auch nicht die Be- 
rechnung. Besonders aber ist eine volle Umgestaltung der ganzen Be- 


*) Rend. Acc. Line. vom 9. April 1899. 
**) Math. Ann. 70. 
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33 
handlung der Aufgabe denkbar, einmal etwa durch Heranziehung der beiden 
S. 31 genannten Systeme 2,’ im Sinne der Behandlung der Tripelglei- 


chungen 7*° Grades, sodann durch Bildung ausgezeichneter Gleichungen, welche 
hier die Stelle der ,,Hauptgleichung“ 5" Grades zu tibernehmen hiitten. 


Wir haben noch iiber eine Reihe von Einzelrichtungen zu berichten, 
die Gordan im Lanfe der Jahre verfolgt hat, teilweise freilich in engem 
Zusammenhang mit den Untersuchungen allgemeiner Art. 

Vor allem sind die von 1870 an bis zum SchluB laufenden vielfachen 
Resultantenbetrachtungen fiir Gordan charakteristisch. Die Darstellung in 
Determinantenform, wie sie fiir zwei biniire Formen existiert, gentigt ihm 
nicht, sie erscheint ihm bei héheren Graden nicht fiir die Ausrechnung 
praktisch. Er verlangt statt dessen, was fiir den Grad 2 der einen Form 
geleistet ist, explizite rationale Ausdriicke durch niedrigere Invarianten. 
So wendet er denn (18) auf die Cayleysche Form g(y)f(x) — f(y)@(x) 
zweier binarer Formen gleichen Grades, aus der die Bézoutsche Form der 
Resultante R,, gebildet wird, seine Reihenentwicklung fiir Formen von 
zwei Variabelnreihen nach Potenzen von (zy) an; ebenso auf die Kovariante, 
deren Verschwinden einen gemeinsamen Faktor 2" Grades bezeichnet; und 
damit erhilt er diese Kovariante, und hieraus die Resultante selbst, als 
ganze Funktion von Uberschiebungen. Bei Formen ungeraden Grades 
hat man so freilich nur Quotienten von Entwicklungen. Aber bis zum 
5*" Grade hin werden alle Formeln sogar explizit ausgerechnet; und in 
einer spiten Arbeit von 1906 (82), einer Fortfiihrung von (18), werden 
die Rechnungen, verfeinert durch die Benutzung der Kombinantenbegriffe, 
noch mehr durchgefiihrt. 

Dasselbe Ziel verfolgen die Diskriminantenarbeiten (42), (49), nur auf 
anderem Wege, indem niimlich, wie in den ,,Vorlesungen“ (V, Bd. IT), erst 
die Invarianten der biniiren Form 6°" bzw. 7°" Grades bis zu einer ge- 
wissen Ordnung hin allgemein ermittelt und dann im Fall eines Doppel- 
faktors der Grundform berechnet werden, woraus die gesuchte Relation 
zwischen ihnen hervorgeht. Auch fiir die Resultante dreier terniirer Formen 
beliebigen Grades wird jenes formentheoretische Ziel erreicht. Schon in 
(58) hatte Gordan aus einer von A. Brill gegebenen Form durch deren Be- 
freiung von einem Faktor u,? eine Zwischenform V abgeleitet, deren in den 
x und wu identisches Verschwinden die Bedingungen fiir eine ternire Form 
f(x), in lineare Faktoren zu zerfallen, darstellt. In (64) und (65) wird 
nun, wesentlich mit Hilfe des Hermiteschen Reziprozitiitssatzes (62), die 
Resultante dreier ternirer Formen /, f,, f, als simultane Invariante von 
f und V, vermehrt um eine Summe von Uberschiebungen von V iiber 
weitere Formen, erhalten. 
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Andere Noten haben wieder den Zweck, gerade die Determinanten- 
ausdriicke der Resultante zweier binirer Formen der Berechnung zugiing- 
licher zu machen, so als Summe von Produkten in (57) und in manchen 
von Gordan veranlaBten Dissertationen. Oder es werden (80) Beziehungen 
zwischen den Unterdeterminanten der Sylvesterschen Form zu denen der 
Bézoutschen abgeleitet, oder auch (27), vermége des Brillschen Satzes 
itiber korrespondierende Matrizen, besondere Ausdriicke fiir einen gréBten 
gemeinsamen Teiler zweier biniirer Formen gleichen Grades. Die Darstel- 
lung der Resultante durch das Differenzenprodukt der Wurzeln a,, f,, d. h. 


als Summe der Koeffizienten der Gleichung fiir be wird von Gordan (71) 


durch Umkehr der Newtonschen Formeln dazu benutzt, die Resultante 
als ganze Funktion der Summen der positiven Potenzen der 6, und der 
negativen Potenzen der «, auszudriicken; und das Verfahren wird (68) zur 
Herstellung einer Menge von Relationen zwischen symmetrischen Funk- 
tionen der Wurzeln von Gleichungen und zur expliziten Berechnung von 
Resolventen erweitert. Fiir die Diskriminante einer terniren Form findet 
sich in (48) ein Determinantenausdruck, analog dem Sylvesterschen im bi- 
niren Gebiet. Partielle Differentialgleichungen fiir die Resultante zweier 
binairer Formen sind schon in (17) (1870) berechnet, unter anderer Ge- 
stalt als bei Brioschi und ohne daB die Beziehungen zu dessen Gleichungen 
erértert. werden. 


Als eine Anwendung von Resultanteneigenschaften mag eine Verein- 
fachung gelten, welche Gordan an dem zweiten algebraischen Beweis von 
GauB fiir die Wurzelexistenz einer Gleichung angebracht hat (31). Sie liegt 
in derselben Richtung, wie sie schon bei von Staudt (J. f. Math. 29) an- 
gegeben war: der Reduktion auf die Gleichung fiir die Wurzeldifferenzen; 


und sie weicht von dessen Behandlung nur in einem der zu betrachtenden 
Fille ab. 


Fiihren wir endlich noch einige Rechnungen von Relationen zwischen 
Kovarianten aus ihren Leitgliedern hinzu (52), so haben wir ein voll- 
stiindiges Bild der rein algebraischen Tatigkeit Gordans vor uns. Indes 
miissen wir noch eine seiner hierhergehérigen Bestrebungen beriihren, die 
in ihrem Ziel auf eine andere Wissenschaft hiniibergreift und auf die er 
groBe Hoffnungen setzte. Auf Anregung von W. Alexejeff und in einer ge- 
meinsamen Arbeit mit ihm (75) wurden die symbolischen Formeln der 
biniren Invariantentheorie zu den atomistischen Konstitutionsformeln der 
Chemie in Beziehung gebracht: den Elementatomen a, a’, ---, mit festen 
Wertigkeiten n, n’,---, werden bezw. Formen a*, a)",--- mit den Graden 
n,n',-.-, jeder Bindung a —a’ eine symbolische Determinante (aa’), den 
gesittigten Verbindungen also symbolische Determinantenprodukte zuge- 
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ordnet. DaB dasselbe Entsprechen schon 22 Jahre vorher von Sylvester 
ausgesprochen worden, war den beiden Verfassern bis zu ihrer Publikation 
hin entgangen. Ihr Ziel ging aber iiber die bloBe Zuordnung hinaus; indem 
sie auch die einfachsten Formenprozesse deuteten, dachten sie an eine 
Anwendung der Systemsbegriffe auf die Chemie. Indes hat die Ver- 
éffentlichung, wohl wegen ihres formal-kombinatorischen Charakters und 
wegen unvollstindiger Analogie, keine Fortsetzung gefunden. 
Nicht-algebraisch hat sich Gordan nur noch einmal betitigt. Im Jahre 
1893 hatte Hilbert*) durch einen neuen Gedanken einen einfachen Beweis 
der Transzendenz der Zahlen e und 2 geliefert; und gleich darauf hatte 
Hurwitz**) eine Modifikation des Beweises gegeben, indem er die dort 
benutzten Integrale, wesentlich durch Anwendung partieller Integration 
und des einfachsten Falles des Mittelwertsatzes, vermied. In einer Arbeit 
(54), die iibrigens nur den Gang von Hurwitz riickwirts laufend wieder- 
geben will, geht nun Gordan in dieser Richtung der Elementarisierung 
noch einen Schritt weiter, indem er auch die noch vorhandenen Differen- 
tialquotienten mittels der Reihe fiir e* verdringt. In bezug auf die dabei 
verwandte Symbolik r! =’, auf welche seit dieser Arbeit von verschiedenen 
Seiten Nachdruck gelegt worden ist, muB aber gesagt werden, daB sie in 
dem Gang des Beweises keine weitere Rolle spielt, als die einer kiirzeren 
Bezeichnung, und daB sie zudem einfach aus der Note von Hurwitz heriiber- 
genommen ist. Die in der Note (54) weggelassene, aber fiir den Beweis 
wesentliche Abschitzung des klein werdenden Restgliedes hat Gordan in 
einem hinterlassenen unveréffentlichten Hefte von 1900 durchgefihrt. 


Noch 38 Jahre, von 1874 an, hat Gordan in Erlangen verbracht. 
Sie sind fiir ihn gleichmiBig verlaufen: tiglich Vorlesungen, Arbeit, und 
die unentbehrlichen Spaziergiinge entweder mit Mitarbeitern, wie schon 
mit Clebsch in drastisch lebhaften Zwiegesprichen, unbekiimmert um alle 
Umgebung, oder allein, in tiefem Nachdenken und seine Gedanken im 
Kopfe so fertig verarbeitend, daB er seine Rechnungen zu Hause fast 
ohne Striche ausfiihren konnte. Die Fahigkeit zu solch beweglicher und 
ausgedehnter Fassungskraft hatte Gordan von jeher durch ein eigentiim- 
liches Mittel bei sich entwickelt: er fiihrte im Kopfe lange Zahlenrech- 
nungen aus, und er hat es in dieser — wie schon Clebsch sagte — 
»brotlosen Kunst“, die doch fiir ihn eine tiefere Bedeutung hatte, recht 
weit gebracht. Auch in seinen jihrlichen Sommeraufenthalten lebte er so, 
als wahrer Peripathetiker. Viele Stunden waren dem Café gewidmet, ge- 


*) Math. Ann, 43. 
**) Ibidem. 
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legentlich auch dem Schach, immer mit der Zigarre, der Abend gehérte 
gern der Geselligkeit oder auch dem Verkehr mit Jiingeren im mathema- 
tischen Verein; dann war er der lebhafteste unter Allen, unerschépflich 
in anregendem Diskutieren und Plaudern und in humorvollen Erinnerungen. 
Dabei liebte er vermége seiner reichen Phantasie und seiner scharfen 
Beobachtungsgabe paradoxe Ausspriiche, mit einem treffenden Kern von 
Wahrheit, und plastische Bilder, von einer einzigen Seite gesehen. 

Im Denken und Handeln war Gordan durchaus impulsiver Art. So 
war er auch nicht organisatorisch veranlagt, doch oft ein guter Berater 
seiner Fakultit, der er iibrigens zweimal als Dekan vorstand. Seine all- 
gemeinen Interessen waren rege, so fiir die klassische deutsche Literatur. 

In seiner eigenen Wissenschaft war es weniger ein Vertiefen in fremde 
Arbeiten — denn solche las er sehr wenig —, als ein Uberblick iiber die 
inneren Zusammenhiinge und ein instinktives Gefiihl fiir die Wege und 
Ziele der mathematischen Bestrebungen, was ihn schon aus kleinen An- 
deutungen Wertvolles von Minderem scheiden lieB. Aber den auf die 
Grundlagen gehenden Begriffsentwicklungen ist Gordan nie gerecht ge- 
worden: auch in seinen Vorlesungen hat er alle Grunddefinitionen begriff- 
licher Art, selbst die der Grenze, vollstindig gemieden. Sein Vorlesungs- 
programm hat sich nur auf die Vorlesungen allgemeiner Art, gelegentlich 
auch auf binire Formentheorie, erstreckt; die Ubungen waren mit Vorliebe 
der Algebra entnommen. Uber Jacobisches, so iiber Funktionaldetermi- 
nanten, trug er gern vor, nie tiber Funktionentheoretisches, héhere Geo- 
metrie oder Mechanik; auch lieB er keine Seminarvortriige halten. Die 
Vorlesungen wirkten wesentlich durch die Lebhaftigkeit der Ausdrucks- 
weise und durch eine zum Selbststudium anregende Kraft, eher als durch 
Systematik und Strenge. 

Wie hochbeliebt Gordan in der Fakultat war, zeigen nach auben die 
mannigfachen ihm erwiesenen Ehrungen, die ihn erfreuten. So bei seinem 
25-jahrigen Jubilium als Ordinarius; so bei seinem siebzigsten Geburtstage, 
bei dem ihm die Fakultit eine Adresse widmete und die niichsten aus- 
wiartigen Freunde sich um ihn vereinigten; so noch einmal bei dem goldenen 
Doktorjubilium 1912, an dem sich auch die Universitat Berlin durch 
Diplomerneuerung, die k. preuBische Akademie der Wissenschaften durch 
eine Adresse beteiligten. Die vielerlei Anerkennungen bedeutender Aka- 
demien bereiteten Gordan lebhafte Genugtuung. 

Im Frihjahr 1910 trat Gordan von seinem Lehramt zuriick, las aber 
noch vier weitere Semester, drei neben seinem Nachfolger Erh. Schmidt. 
Vallig setzte er die Vorlesungen erst im Semester vor seinem Ableben aus, 
nachdem er die ihm ans Herz gewachsene Algebra seinem zweiten Nach- 
folger E. Fischer tibergeben konnte, mit dem er dann noch ein Jahr lang 
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in engen wissenschaftlichen Verkehr trat. Schon seit lingerer Zeit litt 
Gordan gelegentlich an Schwiicheanfillen; von einem solchen im November 
1912 eingetretenen erholte er sich nicht mehr: seine kérperlichen und 
geistigen Krafte sanken nun tiglich, bis ihn am 21. Dezember 1912 der 
Tod erléste. Seine Ruhestiitte fand er auf dem Neustidter Friedhof 
Erlangens. 

Gordan war eine der markantesten und bekanntesten Persénlichkeiten 
unter den Mathematikern der Neuzeit. Er fehlte kaum auf den Mathe- 
matiker-Versammlungen, den deutschen und den internationalen; er war 
bei der Griindung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung beteiligt, 1894 
und bei der damaligen Versammlung in Wien ihr Vorsitzender, ebenso 
vertretungsweise bei der nichsten Versammlung in Liibeck: meist trug 
er tiber ein ihn gerade beschiftigendes Thema vor, immer aber war er 
dort, stets von einer Gruppe Jiingerer umgeben, ein belebendes Element. 

Gordan, eine in sich geschlossene Individualitit, war kriftig und ein- 
heitlich im Leben und in der Arbeit. Kein Neuerer in der Wissenschaft: 
er griff nur an, was seiner Art gemiiB war; aber was er angriff, fihrte 
er unermiidlich durch bis zu Ende. Aus dem Stoffe selbst heraus neue 
kombinatorische Methoden zu schaffen und seine Instrumente kriftig zu 
handhaben, das war sein miichtiges Kénnen: er war Algorithmiker. 


Erlangen, Oktober 1913. 
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Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. IV. 


(Zweiter Existenzbeweis der allgemeinen kanonischen uniformisierenden Variablen: 
Kontinuititsmethode.) 


Von 


Paut Korse in Leipzig. 
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Ineinanderschiebung von elliptischen und parabolischen Sicheln ge- 
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Einleitung. 


Nachdem ich in den Abhandlungen ,,Uber die Uniformisierung der alge- 
braischen Kurven I, II, III (Math. Ann. 67, 69, 72) mit Hilfe der Methode 
der Uberlagerungsfliiche und des iterierenden Verfahrens alle die Uni- 
formisierung der algebraischen Kurven betreffenden, seinerzeit (1881—1883) 
von Poincaré und Klein aufgestellten Fundamentaltheoreme bewiesen habe, 
will ich in der vorliegenden Abhandlung nunmehr zeigen, wie diese Theo- 
reme sich durchgingig mit Hilfe der Kontinuitétsmethode erledigen lassen. *) 

Ich betrachte zu dem Ende in einem ersten Teile dieser Abhandlung 
zunichst nur den Fall der Uniformisierung durch automorphe Funktionen 
des Schottkyschen Typus und fiihre in diesem Falle die Untersuchung in 
ausfihrlicher Weise durch, um dann das Hauptkreistheorem im zweiten 
Teile, schlieblich im dritten Teile die allgemeinen Kleinschen Fundamental- 
theoreme zu erledigen, bei welchen das Wertegebiet 7 der uniformisieren- 
den Variablen, allgemein zu reden, ein von unendlich vielen Kreisen be- 
grenztes Gebiet der Ebene ist. Bei diesen Entwicklungen wird aus meinen 
friiheren Abhandlungen lediglich der Unitiitsbeweis fiir die betreffenden 
uniformisierenden Variablen vorausgesetzt, sowie aus unten niiher bezeich- 
neten Griinden (S. 118) der Existenzbeweis der Grenzkreisuniformisierung, 
wie ich denselben in ,U. d. a. K. L“ mittels der Methode der Uber- 
lagerungsflache gegeben habe. 

Die Grundidee der Kontinuititsmethode als eines allgemeinen Beweis- 
prinzipes ist filter als die Arbeiten Kleins und Poincarés. Wir finden diese 
Methode zum Beispiel im Gebiete der konformen Abbildung von Schlifli ver- 


*) Vgl. die ,, Voranzeige“ der vorliegenden Abhandlung in den Gétt. Nachr. 13. Jan. 
1912: ,,Begriindung der Kontinuitiitsmethode im Gebiete der konformen Abbildung 
und Uniformisierung", welche wesentlich die beziiglichen Mitteilungen des Verfassers 
auf der Naturforscherversammlung in Karlsruhe (September 1911, 8. Jahresbericht der 
D. M. V. 1912, 8. 161—163) wiedergibt. S. auch die Note des Verfassers ,,Zur Be- 
griindung der Kontinuitiitsmethode“. Sitzungsberichte Ak. Leipzig 1912, 8. 59ff. 
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sucht.*) Dies kann nicht wundernehmen. Ist doch die Kontinuitiitsmethode 
ihrem Wesen nach zuniichst nichts anderes als die heuristisch so wertvolle 
Methode der Konstantenziihlung zu einem Beweisprinzip erhoben, eine Auf- 
fassung, bei welcher in dieser Allgemeinheit naturgemaiB von einer all- 
gemeinen Begriindung der Kontinuitiitsmethode nicht gesprochen werden 
kann, vielmehr lediglich von einer Begriindung fir jede einzelne Problem- 
gattung. Und hier ist nun zu sagen, da, so einfach und naheliegend der 
Grundgedauke der Kontinuitiitsmethode als solcher ist, so schwierig eine 
tatsichlich exakte und umfassende Begriindung derselben insbesondere in 
der Uniformisierungstheorie sich gestalten sollte. 

Um das Wesen der Kontinuitaitsmethode und gewisse Hauptunter- 
schiede meines allgemeingiiltigen Beweisverfahrens insbesondere gegeniiber 
den auf das Grenzkreistheorem beschrinkten Entwicklungen von Poincaré 
bzw. Kleins allgemein gehaltenen Andeutungen, sowie zwischen diesen 
selbst nebst einigen kritischen Bemerkungen in dieser Einleitung darlegen 
zu kénnen, will ich an ein Beispiel ankniipfen, an welchem auch Poincaré 
seine Methode gelegentlich erliiutert hat. 

Ich betrachte die Fliiche des Einheitskreises der z-Ebene mit viei 
ausgezeichneten Punkten der Peripherie «,, «, @,, @,. Diese Fliche soll 
auf ein Spitzenpolygon TT innerhalb des Einheitskreises der ¢-Ebene ab- 
gebildet werden, welches von vier Orthogonalkreisbiégen des Einheitskreises 
begrenzt wird und auf der Peripherie vier Spitzen mit den ‘uBersten 
Punkten £,, 6,, 8;, 6, bat; und zwar sollen bei der gedachten Abbildung 
die Punkte « bzw. in die Punkte #6 iibergehen. Man normiere zunichst 
vermége linearer Transformation die Punkte @,, «,, «,, a, auf — 1, —i, 
+1, a, ferner B,, B,, B,, 8, auf —1, —i, +1, 6 und denke sich die 
Punkte « und # beide in der oberen Hilfte des Einheitskreises liegend. 
Ist 6B gegeben, so bestimmt man sofort die zu TT gehdrende Greensche 
Funktion und kann damit die Abbildung auf die Fliche des Einheits- 
kreises bewirken, wobei nun £ in einen gewissen Punkt « iibergehen wird: 
(die Grundtatsache). Wird 8 auf dem oberen Halbkreise der ¢t-Ebene 
variiert, so variiert auch « auf dem oberen Halbkreise der z-Ebene. Man 
zeigt, dab a mit B stetig variiert (Stetigkeitsbeweis), ferner, daB zwei von- 
einander verschiedenen # stets auch zwei voneinander verschiedene a ent- 
sprechen. Oder anders gesprochen, dab zu einem « nicht mehr als ein f 
gehéren kann, sofern iiberhaupt ein 6 dazu gehért ( Unitétsbeweis). Hieraus 


*) Schlafli, ,,Uber die allgemeine Méglichkeit der konformen Abbildung einer 
von Geraden begrenzten ebenen Figur auf eine Halbebene“, Journal fiir Math. 78, 
S$. 63—80 (1874). Man lese besonders 8S. 63 u. 68. Noch vor Schliifli sind H. A. Schwarz 
und WeierstraB zu nennen (H. A. Schwarz, Ges. Abh. Bd. II, 8. 77 oben und die Ab- 
handlung iiber Tetraederabbildung Ges. Abh. 8. 84ff.). 
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folgt, dab, wenn # den ganzen oberen Halbkreis durchliuft (mit Aus- 
schluB der Grenzpunkte des Halbkreises), « ein gewisses Stiick seines 
Halbkreises durchlaufen wird, indem bei dieser Zuordnung die vollstindige 
(hier eindimensionale) Umgebung eines jeden Punktes # eineindeutig und 
stetig auf die vollstindige Umgebung des entsprechenden Punktes a iiber- 
tragen wird (wmgebungstreue Abbildung). 

' Die alte Kardinalschwierigkeit des Kontinuititsbeweises ist nun durch 
die Frage nach der vollstiindigen Ausfiillung des z-Halbkreises durch die 
Punkte « bezeichnet ( Vollstdndigkeitsbeweis). 

Um diesen Vollstiindigkeitsbeweis zu fiihren, erfand Poincaré eine Me- 
thode, welche wir im Anschlu8 an Poincaré als Methode der Grenzpolygone 
(,,polygones limites“) bezeichnen kiénnen.*) Das Wesen dieser Methode be- 
steht in Folgendem. Man denke sich, dab 8 in den Punkt + 1 iibergeht. 
Alsdann geht das Polygon TT in das Spitzendreieck —1, —i, +1 als 
Grenzpolygon iiber. D. h.: es entspricht dem Werte 6 = +1 der Wert 
«=-+ 1. Analog entspricht 6 = — 1 der Wert « =— 1. Es kommt nun 
darauf an, den Nachweis zu fiihren, dab die Funktion «(f) auch noch in 
den genannten beiden Grenzpunkten stetig ist. Alsdann ist einleuchtend, 
daB in der Tat jeder Punkt des oberen Halbkreises der z-Ebene als Eck- 
punkt « auftritt, sodaB also die z-Kreisfliche in der Tat bei irgendwelcher 
Wahl von « auf ein Polygon TT_abgebildet werden kann. 


Auf einem wesentlich neuen Gedanken beruht nun die folgende von 
mir gefundene Methode, welche ich passend als Methode des Verzerrungs- 
grundes bezeichnen kénnte. Mein Verzerrungssatz gestattet, auf die oben 
betrachteten Figuren angewendet, den SchluB: wenn « auf ein bestimmtes 
Intervall seines Halbkreises beschrinkt wird, welches nicht bis an — 1 
oder +1 heranreicht, so entspricht dieser Annahme eine analoge Be- 
schriinkung fiir die entsprechenden £, gleichgiiltig ob solche # tiberhaupt 
existieren oder nicht. Derartige Schranken lassen sich mit Hilfe meines 
Verzerrungssatzes explizite berechnen. Es ist klar, da hiermit gezeigt ist: 
wenn # seinen Halbkreis durchliuft, so durchliuft auch notwendig @ seinen 
Halbkreis vollstindig. Dabei sind die Grenzpolygone ganz auber Betracht 
geblieben.**) 


*) Die Methode der ,,polygones limites‘ findet ein Vorbild bei H. A. Schwarz. 
in dessen Abhandlung ,,Konforme Abbildung der Oberfliiche eines Tetraeders auf die 
Oberfliiche einer Kugel. Journal fiir reine und augewandte Mathematik Bd. 70, 1869, 
8. 121ff. Ges. Abh. Bd. II, 8. 84ff. 

**) Vgl. auch meine bereits in ,,U. d. a. K. IL.“ (Einleitung, FuBnote) aufgefiihrten 
Noten: 

,»Begriindung der Kontinuititsmethode im Gebiete der konformen Abbildung und 
Uniformisierung*, Gott. Nachr. 13. Jan. 1912, S. 879—886. 
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Der Unterschied zwischen der Inbetrachtnahme der Grenzpolygone 
einerseits und der vdélligen AuBerachtlassung derselben andererseits ist 
in charakteristischer Weise bezeichnend fiir die Poincarésche Methode 


»4ur Begriindung der Kontinuitiitsmethode“. Sitzungsb. Ak. Leipzig 1912, 
8. 59—62. 

»eferat tiber automorphe Funktionen und Uniformisierung“, der D. M. V. er- 
stattet in Karlsruhe 1911. Jahresb. der D. M. V., 1912, 8. 157—163, insb. S. 162ff. 

Ich beniitze diese Gelegenheit wieder zur Anfiihrung der neu hinzugekommenen 
auf die Uniformisierung Bezug habenden Literatur. 

P. Koebe: I. ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. III. (Erster 
Beweis der allgemeinen Kleinschen Fundamentaltheoreme. Das iterierende Verfahren)“. 
Math. Ann. 72 (1912), S 437—516. 

Il. Diskussionsbemerkungen im Anschlu8 an den Vortrag von D. Hilbert: ,Be- 
griindung der elementaren Strahlungstheorie“, 8. 1054 der Phys. Zeitschrift, Jahr- 
gang 1912. (Betrifft die Beziehung zwischen Uniformisierung und nichteuklidischer 
Geometrie) Vgl. dazu die Abhandlung 

Ill. ,,Das Uniformisierungstheorem und seine Bedeutung fiir Funktionentheorie 
und nichteuklidische Geometrie*. Lagrange-Band (Bd. 21, 8. 57—64) der Annali di 
Matematica 1913. 

IV. ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. IV. (Zweiter Existenz- 
beweis der allgemeinen kanonischen uniformisierenden Variablen: Kontinuititsmethode). 
Math. Ann. 75 (1914), S. 42—129. 

V. ,,Wesen und Ziele der Kontinuitiitsmethode“ (Vortrag, Naturforscherversamm- 
lung Wien, September 1913, erscheint im Jahresbericht der D. M. V.). 

Ebenfalls sei hier von neuem hingewiesen auf den Bericht iiber die Karlsruher 
Verhandlungen, betreffend die automorphen Funktionen, im Jahresbericht der D. M. V. 
21 (1912), S. 153—166, insbesondere auf 

P. Koebe: ,,Referat itiber automorphe Funktionen und Uniformisierung“. Jahres- 
bericht der D. M. V., 21 (1912), S. 157—163. 

Die Lektiire dieses Verhandlungsberichtes eignet sich sehr zur allgemeinen 
Orientierung iiber die um die Uniformisierungsprobleme sich gruppierende neueste 
Entwicklung in der Theorie der automorphen Funktionen. 

Von anderer Seite nenne ich ferner: 

L. Bieberbach: ,,Bemerkungen zu den Mitteilungen iiber automorphe Funktionen“, 
Jahresbericht der D. M. V., 21 (1912), S. 164. 

Derselbe: ,,Uber den Jordanschen Kurvensatz, die SchoenflieBschen Siitze von 
Erreichbarkeit und Unbewalltheit und den Satz von der Invarianz des ebenen Gebiets“, 
Jahresbericht der D. M. V., 22 (1918), S. 144-153. 

L. E. J. Brouwer: ,,Uber die Singularitiitenfreiheit der Modulmannigfaltigkeit. 
Gott. Nachr. 1912, 8. 803—806, auf dessen die Kontinuitiitsmethode betreffende schon 
in ,,U. d. a. K. III‘ aufgefiihrte Noten hier von neuem hingewiesen sei; (Gétt. Nachr. 
1912 und Jahresbericht der D. M. V., 21 (1912), wie auch auf die Kontinuitiitsentwick- 
lungen von Fricke in 

Fricke-Klein ,,Vorlesungen iiber die Theorie der aut. Funkt., Bd. II, 8. 286—488. 

8. Johansson: ,,Herstellung automorpher Potentiale bei beliebigen Hauptkreis- 


gruppen“. Acta Soc. Fenn. 41, No. 2 (1912). Die vom Verfasser in eigenartiger 


Weise behandelte Aufgabe ist implicite bereits in meiner vierten Mitteilung tiber die 
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im Verhiltnis zur meinigen. Man kann diesen Unterschied auch als Be- 
zeichnungsgrund wiihlen und also von einer Methode der abgeschlossenen 
Kontinua einerseits und einer Methode der offenen Kontinua andererseits reden. 

Klein hatte, wie vor ihm Schlafli (l.c.), das Bestreben, einen Kontinuitiits- 
beweis im letzteren Sinne zu versuchen. Das Argument jedoch, auf welches 
Klein sich hauptsichlich stiitzte, niimlich der WeierstraBsche Satz, dab 
eine stetige (,,analytische“) Funktion von einem oder mehreren Argumenten 
in einem Bereich jeden Wert annimmt, dem sie darin beliebig nahe kommt, 
ist hinfillig und seine Heranziehung lediglich auf ein Mifverstiindnis 
zuriickzufiihren, da der WeierstraBsche Satz nur auf abgeschlossene Kon- 
tinua zur Anwendung gelangen kann, wihrend der Bereich, auf welchen 
Klein ihn anwendet, notorisch nicht abgeschlossen ist. Deshalb war die 
Kritik, welche Poincaré 8. 235—236 seiner Abhandlung in den Acta 
Math. 4 (1884) an den Kleinschen Skizzierungen seiner (Kleins) Kon- 
tinuitiitsideen (Math. Ann. 21, 8. 208—212) itibte, berechtigt und hatte 
dann den Erfolg, daB die Idee einer mit den offenen Kontinuen operieren- 


den Kontinuititsmethode iiberhaupt, auch von Klein selbst aufgegeben 
wurde.*) 


Unif. bel. an. K. (Gitt. Nachr. 1909) gelist, insofern als die allgemeinste Hauptkreis- 
gruppe mit endlich oder unendlich vielen Erzeugenden unter den von mir allgemein 
definierten Begriff der ,,Riemannschen .Mannigfaltigkeit* fillt. 

W. F. Osgood: ,,Lehrbuch der Funktionentheorie“ Zweite Auflage, Teubner 
1912; vgl. insbesondere den Abschnitt ,,Das logarithmische Potential. Uniformisierung“, 
8. 598—753. Zu einer von Herrn Osgood 1. c. 8. 753 unten gemachten Bemerkung vgl. 
man eine ven mir stammende Notiz in Study: ,,Vorlesungen iiber Geometrie“, Zweites 
Heft: ,,Konforme Abbildung“, 8. 18. 

Derselbe: ,,On the uniformisation of algebraic fonctions‘. Annals of Mathe- 
matics (2) 14, Nr. 4, 19138, 8. 143—162. 

H. Weyl: ,,Die Idee der Riemannschen Fliche* Leipzig, Teubner 1913. 

J. Plemelj: ,,Uber den Verzerrungssatz von P. Koebe“ (Vortrag, Naturforscher- 
versammlung Wien 1913, erscheint im Jahresbericht der D. M. V.). 

Ein von Herrn Plemelj in seiner Arbeit ,,Die Grenzkreisuniformisierung analytischer 
Gebilde* (Monatshefte Math. Phys. Bd. 23 (1912), 8. 297 ff.) auf S. 302 beniitzter Ansatz 
von Funktionen e"~“"~** findet sich auch in meiner ersten Mitteilung ,,iiber die 
U. bel. an. K.“ (Gétt. Nachr. 1907, 8. 206 unten und 207 oben). 

Von alterer Literatur seien wegen ihrer Beziehung zur Kontinuititsmethode genannt 

E. Ritter: ,,Die Stetigkeit der automorphen Funktionen bei stetiger Anderung 
des Fundamentalbereichs“. Math. Ann. 45 u. 46 (1894 u. 1895). 

*) Man vgl. bierzu Kleins Autographie ,,Uber lineare Differentialgleichungen der 
zweiten Ordnung“ (Leipzig, Teubner, 1894 (Abdruck 1906), insbesondere 8. 499—613). 
Auf Seite 499 unten sagt Klein: ,,Eine allgemeine Beweismethode fiir diese Theoreme 
ist die von mir und Poincaré gleichzeitig gefundene Kontinuitatsmethode, welche ich 
zuerst in Math. Ann. 21 skizzierte, und welche dann Poincaré in Acta Math. 4 niher 
ausgefiihrt hat.“ Auf S, 512 sagt Klein: ,,Insbesondere Poincaré hat dieses Verhalten 
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Hierin wiederum liegt die gewissermaben unberechtigte Seite der Poincaré. 
schen Kritik, nimlich in dem dieser Kritik zugrundeliegenden Vorurteil, dab 
der Weg zu einem exakten Kontinuitiitsbeweise notwendig tiber die ,,polygones 
limites“ fiihren miisse. Wie schwierig eine solche Theorie tibrigens ist, 
kann man aus den beziiglichen Untersuchungen Poincarés L. ¢. 8. 236—240, 
250—276 ersehen, Untersuchungen, welche im Poincaréschen Kontinuitiits- 
beweise als piéce de résistance erscheinen. Mar kann daran die Eigenart 
der von mir gemeinten Wendung in der Auffassung des Kontinuitiitsbe- 
weises erkennen. Sind doch in der Tat diese ganzen komplizierten und 
tiefgehenden Uberlegungen Poincarés, unbeschadet der denselben beizu- 
messenden spezifischen Bedeutung, bei meinem Kontinuititsbeweise entbehr- 
lich, indem dieselben durch ein viel einfacheres, sofort alle Fille*) umspan- 
nendes Argument ersetzt werden. Ubrigens erscheint es geradezu aussichts- 
los, die allgemeineren Fundamentaltheoreme im Sinne Poincarés durch einen 
Kontinuititsbeweis zu erledigen, eine Meinung, die auch Poincaré selbst 
mir gegeniiber in einer gelegentlichen miindlichen Besprechung mit mir 
(Herbst 1910 in Berlin) vertrat, indem er sagte, daB er an einen Kon- 
tinuitiitsbeweis der allgemeinen Fundamentaltheoreme nicht glaube, weil 
die zu betrachtenden Kontinua ,,nicht geschlossen“ seien.**) 

Ich habe es in der vorliegenden Abhandlung gleichwohl nicht fiir 
zweckmaBbig gehalten, dem Grenzkreistheorem einen besonderen Abschnitt 
zu widmen, vielmehr mich auf den Standpunkt gestellt, daB das Grenz- 
kreistheorem mittels der Methode der Uberlagerungsfliiche bewiesen sei 
(,,U. d. a. K. 1“), um von da aus die auch fiir die allgemeineren Funda- 
mentaltheoreme notwendige Einsicht in die Variationsméglichkeit der bei 
der Komposition beteiligten Grenzkreispolygone zu gewinnen. Hiitte ich 
diesen Standpunkt nicht eingenommen, so wiire ich genétigt gewesen, die 
geometrische Theorie der Grenzkreisgruppen bzw. Grenzkreispolygone heran- 
zuziehen, deren ausfiihrliche Begriindung von Herrn Fricke***) gegeben 
der Grenzen der beiden Mannigfaltigkeiten genauer untersucht und darauf hingewiesen, 
daB auch diese einander tatsichlich korrespondieren.“ 

Ubrigens beabsichtige ich (Koebe) meinerseits in spiiteren Aufesiitzen auf die 
Methode der Grenzpolygone zuriickzukommen. 

*) Poincaré verlangt demgegeniiber ,,une dicussion spéciale & chaque cas par- 
ticulier“, S. 236 1. ¢. 

**) Ich habe tiber diese Unterredung mit Poincaré seinerzeit (1910) auch mit 
Herrn Klein in dem hier dargelegten Sinne korrespondiert. Beziiglich seines Kon- 
tinuitiitsbeweises des Grenzkreistheorems erkliirte Poincaré mir, daB er denselben 
grundsitzlich fiir biindig erachte, insofern als man ihn villig streng machen kénne. 
Die Poincarésche, durch die Heranziehung der ,,polygones limites“ bezw. ,.polygones 
limites réduits“ charakterisierte Auffassung der Kontinuitiitsmethode ist nach ihm selbst 
von Schlesinger, Fricke und neuestens Brouwer vertreten und ausgestaltet worden. 

***) Fricke-Klein: ,,Vorlesungen iiber automorphe Funktionen“, Bd. 1. 
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worden ist. Wihrend ich also in der Abhandlung ,,U. d.a K. Il“ den 
Beweis der allgemeinen Fundamentaltheoreme durch die Verbindung: Me- 
thode der Uberlagerungsfliche und iterierendes Verfahren gab, so ist mein 
Standpunkt in dieser Abhandlung durch die Verbindung: Methode der 
Uberlagerungsfliiche und Kontinuitéitsmethode bezeichnet, wobei jene erste 
Methode lediglich fiir den Zweck eines Beweises des Grenzkreistheorems 
bendtigt wird. 

Es ist namentlich gegeniiber Poincaré ein charakteristischer Zug der 
mehr von Riemann beeinfluBten Kleinschen Betrachtungsweisen, Bereiche mit 
analytischer Randerzuordnung auf gleicher Linie mit wirklichen Riemann- 
schen Flichen zu betrachten. So hat Klein insbesondere bei seiner Skizze 
des Kontinuititsbeweises, geleitet durch gewisse von ©. Jordan*) aus- 
gebildete Vorstellungen, die Einheit des Kontinuums der kanonisch auf- 
geschnittenen Riemannschen F lichen von bestimmter Blatterzahl und be- 
stimmtem Geschlecht dadurch erliutert, daB er die zu einfach zusammen- 
hiingenden Bereichen kanonisch aufgeschnittenen Riemannschen Flichen 
auf die Fliche des Einheitskreises konform abgebildet vorstellte und sich 
nun auf die ,anschauungsmiBige Evidenz“ der Einheit (d. i. stetigen Uber- 
fiihrbarkeit je zweier Individua ineinander) der so gefundenen Hilfsbereiche 
(Einheitskreis mit stiickweise analytischer Rinderzuordnung) berief. Dem- 
gegeniiber denke ich mir die durch p getrennte Riickkehrschnitte in 
einen schlichtartigen 2p-fuch zusammenhingenden Bereich verwandelte 
Riemannsche Fliche auf einen schlichten 2p-fach zusammenhingenden Be- 
reich ® mit durchweg regularer analytischer Riinderzuordnung abgebildet 
und kann fiir solche Bereiche dann in der Tat die Einheit derselben 
exakt beweisen. Die allgemein mittels p Riickkehrschnittpaaren und p 
Einschnitten in eine einfach zusammenhiingende Flaiche verwandelte Rie- 
mannsche Fiche aber laBt sich nun sofort auf einen schlichten Bereich © 
der erwihnten Art abbilden, welcher jetzt noch in bestimmter Weise 
zu einem einfach zusammenhingenden Bereiche aufgeschnitten erscheint, 
also einem Bereiche mit p reguliren analytischen Randsubstitutionen und 
2p mit der Identitiéit zusammenfallenden Substitutionen. Fiir Bereiche 
dieser Art ist jetzt die Einheit derselben wirklich evident. Wiinscht man 
nur die Einheit der unaufgeschnittenen Riemannschen Flichen bestimmten 
Geschlechts und bestimmter Blitterzahl festzustellen, was fiir das Grenz- 
kreistheorem geniigt, so kann man sich mit Klein auf den Liirothschen 
Satz tiber Riemannsche Fliaichen berufen. Durch die von uns erwihnte 
Methode der Hilfsabbildung auf Bereiche ® ist der Vorteil geboten, dab 


*) C. Jordan: ,,Sur la déformation des surfaces‘t und ,,Des contours tracés sur 
les surfaces“. Journal de Mathém., (2) 11 (1866). 
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iiberhaupt die ganzen von uns hier mittels der Kontinuitiitsmethode be- 
handelten Uniformisierungsprobleme auf gleicher Linie erscbeinen mit einer 
allgemeinen Klasse von Abbildungsaufgaben, nimlich Abbildunysaufgaben 
iiber schlichte mehrfach zusammenhingende Bereiche, deren Rinder ganz 
oder stiickweise durch analytische Substitutionen aufeinander bezogen sind, 
wobei nun die Aufgabe darin besteht, dieselben auf Bereiche mit linearer 
Randerzuordnung abzubilden. 

Im AnschluB an die vorstehenden Bemerkungen will ich jetzt neben 
den oben aufgefiihrien Beweispunkten als weiteren besonderen Beweis- 
punkt noch den Nachweis der Einheit der abzubildenden Bereiche formu- 
lieren, ein Beweispunkt, welcher an dem obigen Beispiel noch nicht her- 
vortreten konnte wegen der dort vorhandenen unmittelbaren Evidenz dieser 
Tatsache. Dasselbe gilt dort von der Einheit der Spitzenpolygone, d. i. 
der abgebildeten Bereiche. In dem allgemeinen Falle der Uniformisierungs- 
theorie ist dieser letztere Punkt ebenfalls ein besonderer Beweispunkt, 
den wir daher auch besonders formulieren als Beweis der Einheit der ab- 
gebildeten Bereiche (Fundamentalbereiche). Es ist nun wesentlich, dab diese 
Tatsache fiir den Kontinuititsbeweis nicht benétigt wird. Klein, der auch 
die angegebene Stellung dieser Tatsache innerhalb des Kontinuitiitsbeweises 
oder, richtiger gesagt, auBerhalb des Kontinuititsbeweises noch nicht er- 
kannt hatte, glaubte dieselbe als unmittelbar evident (Math. Ann. 21, 
S. 208) bezeichnen zu diirfen. Diese Ansicht diirfte sich allerdings schwer- 
lich aufrecht erhalten lassen. Ich begriinde die angefiihrte Tats.che der 
Kinheit der abgebildeten Bereiche auf Grund des bewiesenen Fundamental- 
theorems durch ein besonderes KontinuitiitsschluBverfahren an der Hand 
der zuvor bewiesenen Einheit der abzubildenden Bereiche ®.*) 

Noch eines anderen Umstandes, dessen Stellung im Rahmen des Kon- 
tinuitiitsbeweises bei mir in neuer Beleuchtung erscheint, will ich hier ge- 
denken. Ich meine die Frage nach der Diskontinuitdét der Modulgruppe,**) 
eine Frage, welche bei den Auffassungen von Poincaré und Klein sowie 
im AnschluB daran bei Fricke als wesentliches Glied im Kontinuitits- 
beweise erscheint. Zu dieser an sich sehr wichtigen Frage nehme ich in 
der Weise Stellung, daB ich sie tiberhaupt vollstiindig aus dem Kontinuitits- 
beweise ausscheide, indem ich zweckentsprechend die 6p — 6 Moduln ver- 
wirkliche durch Ubergang auf die bekannte Riemunnsche mehrbliittrige 
Parallelogrammfigur, welche, bei Fixierung von p Perioden und eines ihrer 
2p — 2 Windungspunkte, von 6p — 6 reellen Parametern abhingt, wobei 
es gleichgiiltig ist, ob hierbei noch die Méglichkeit der birationalen Ver- 


*) Diese Auffassung habe ich bereits 1910 Klein brieflich mitgetelt. Vgl. Fub- 
note **) S. 48. 


**) Vgl. auch die Stellungnahme Brouwers hierzu in seinen 8. 46 zitierten Noten. 
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wandtschaft benachbarter oder nichtbenachbarter Flichen oder auch der 
Transformation von Flichen in sich besteht. 


Ich hatte oben an dem Beispiel auch den Nachweis der umgebungs- 
treuen Abbildung als besonderen Beweispunkt formuliert. In der Tat wird 
diese Frage, auf so selbstverstiindliche Weise sie sich bei dem Beispiele 
selbst erledigt, wegen der Eindimensionalitit der in Beziehung gesetzten 
Kontinua (Kontinwum der a und Kontinuum der £) im allgemeinen Fall 
ein besonderer Gegenstand der Beweisfiihrung. Ich erledige diesen Punkt 
durch den Hinweis auf den neuerdings von Brouwer*) in so einfacher und 
leicht zugiinglicher Weise allgemein bewiesenen Satz, daB das stetige ein- 
eindeutige Abbild eines m-dimensionalen Gebicts im m-dimensionalen Raum 
wieder ein Gebiet ist, ein Satz, auf dessen Wichtigkeit fiir die Kontinuitits- 
methode bereits Fricke in seinem Vortrage auf dem Heidelberger inter- 
nationalen MathematikerkongreB (1904) nachdriicklich hingewiesen hatte. 
Ich zeige jedoch auf der andern Seite und leiste dadurch wiederum auch 
mehr, daB ein rein analytischer Beweis, wie ihn Poincaré und Klein an- 
gestrebt hatten, ebenfalls in allen Fillen méglich ist, d. h. ein Beweis, 
bei welchem die erst zu erweisende Tatsache der analytischen (nicht nur 
stetigen) Abhiingigkeit der zu betrachtenden gleichdimensionalen Kontinua 
zugrundegelegt wird. Ich halte gleichwohl die Beniitzung des genannten 
allgemeinen Stetigkeitssatzes fiir natiirlich und zweckmaBig. Ist doch auch 
die Anwendung dieses Satzes fiir eine Dimension in der Analysis geliufig. 


Erster Teil. 


Die Uniformisierung durch automorphe Funktionen 
des Schottkyschen Typus. 


§ 1. 


Die Einheit der schlichten Bereiche © mit regulirer analytischer 
Rinderzuordnung. 


Die Riemannsche Fliche F' der algebraischen Funktion y(x) vom 
Geschlecht:p > 2 denken wir uns durch p getrennte Riickkehrschnitte in 
eine 2p-fach zusammenhiingende, schlichtartige Fliiche F, verwandelt. Die 
Fliche F, kann dann auf einen schlichten Bereich ® mit reguliirer analyti- 
scher Rinderzuordnung abgebildet werden. Dies erreichen wir unter Be- 


*) L. E. J. Brouwer: ,,Zur Invarianz des n-dimensionalen Gebiets, Math. Ann, 72, 
S. 55—56, und die darin benétigten Entwicklungen Brouwers in Math. Ann. 70, 
8. 161—165; 71, S. 97—106, 326, 598. 
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niitzung eines von mir in einem friiheren Aufsatze*) entwickelten Ge- 
dankens in folgender Weise. Wir denken uns den Bereich F' tiber jede 
seiner 2p Begrenzungslinien hinaus ein Stiick fortgesetzt durch Anhingung 
je eines zweifach zusammenhiingenden Flichenstreifens. Die so erweiterte 
Fliche F, heiBe F,’. Wir haben es nun in der Hand, die Begrenzung 
von F,’ aus einer endlichen Anzahl geradliniger Strecken gebildet zu 
wihlen. Nunmehr denken wir uns jeder Begrenzungslinie von F,' ent- 
sprechend einen Punkt P im Raume gewahlt und mit P als Spitze einen 
Pyramidenmantel konstruiert, welcher die erwaihnte Begrenzungslinie als 
Grundlinie hat. Auf diese Weise wird die Fliche F,’ durch Anfiigung 
von 2p Pyramidenmiinteln in eine geschlossene einfach zusammenhingende 
Fliche F,’ verwandelt, welche nach den Beweisprinzipien von Schwarz 
umkehrbar eindeutig konform auf die schlichte Ebene abgebildet werden 
kann, da dies fiir die Umgebung jedes einzelnen Punktes elementar méglich 
ist, insbesondere auch fiir die durch die angesetzten Pyramidenmintel ge- 
schaffenen Eckpunkte und Kantenpunkte (Faltungspunkte, wenn die Punkte P 
in der Ebene der Fliiche F selbst angenommen werden). Bei dieser Ab- 
bildung der Fliche F,” wird nun F,' offenbar auf ein schlichtes 2p-fach 
zusammenhingendes Gebiet abgebildet und FP, geht in ein Gebiet ® iiber, 
dessen 2p Begrenzungslinien in der Tat durch reguliire analytische Sub- 
stitutionen aufeinander bezogen erscheinen, wenngleich diese Begrenzungs- 
linien selbst nur aus Stiicken reguliirer analytischer Linien zusammengesetzt 
sind. In der Tat haben ja die erwaihnten Substitutionen auf Grund ihrer Ent- 
stehung eine regulire analytische Bedeutung je in einem gewissen Streifen 
zu beiden Seiten dieser Linie. Dieser Streifen ist das bei der Abbildung 
gefundene Bild desjenigen Fliichenstreifens von F, den man erhilt, wenn 
man die dem Riickkehrschnitte entsprechend gewihlten beiden Zusatz- 
flichenstreifen zu einem einzigen Streifen zusammengefiigt denkt. Dieser 
Streifen ist auf der Fliche F,” doppelt vorhanden und wird bei der Ab- 
bildung zweimal dargestellt. 

Es ist nun von Wichtigkeit, eine Modifikation der Begrenzung des 
gefundenen Bereichs ®, den wir jetzt mit ©’ bezeichnen wollen, in der 
Art vorzunehmen, daB die 2p Randkurven des neuen Bereichs, ®, sémt- 
lich geschlossene reguldre analytische Linien werden. Die Begrenzungslinien 
von ® sollen dabei der Bedingung geniigen, durch bloBe Deformation aus 
den entsprechenden Begrenzungslinien des Bereichs ® hervorzugehen, wo- 


*) Meraner Vortrag 1905, abgedr. im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung 1906: ,,Uber die konforme Abbildung mehrfach zusammenh‘ingender 
ebener Bereiche, insbesondere solcher Bereiche, deren Begrenzung von Kreisen ge- 
bildet wird.“ Siehe insbesondere 8. 150ff.; vgl. auch meine Abhandlung ,,U. d. a. K. II“ 
§ 13, Math. Ann. 69 (1910), S. 43. 
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bei wahrend der Deformation die analytischen Randsubstitutionen bestehen 
bleiben. Diese Modifikation kann in folgender Weise ausgefiihrt werden. 

Wir bemerken zuniichst, dab wir, was keine Beschrinkung des Grades 
der Allgemeinheit der Untersuchung bedeutet, den Bereich ®’ als einen 
den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthaltenden Bereich vor- 
stellen. Die Ebene des Bereichs ©’ mége als z-Ebene bezeichnet werden. 
Wir fassen nun ein Paar einander zugeordneter Begrenzungslinen / und I’ 
des Bereichs ® ins Auge und wollen zunichst fiir dieses Paar eine De- 
formation in dem gewiinschten Sinne ausfiihren, von welcher zugleich die 
anderen Paare nicht betroffen werden. Zu dem Zwecke bilden wir das 
ganze einfach zusammenhingende, von | umschlossene Gebiet der 2-Ebene 
vermittelst einer Funktion Z(z) auf das Innere des Einheitskreises ab. 
Diese Abbildung unterliegt bei Zugrundelegung der Schwarz-Neumann- 
schen kombinatorischen Methoden keinen Schwierigkeiten, weil die Linie / 
ihrer Entstehung gemi8 aus lauter reguliiren analytischen Linienstiicken 
gebildet ist. Nunmehr denken wir uns innerhalb des Einheitskreises der 
Z-Ebene einen mit diesem konzentrischen Kreis K konstruiert, dessen 
Radius r hinreichend nahe an 1 gewahlt werden mége. Der Grad der An- 
niherung des zu wihlenden Kreises K an den Einheitskreis bestimmt 
sich aus der Bemerkung, daB das Bild Z von K in der z-Ebene, welches 
jedenfalls eine geschlossene regulire analytische Linie ist, noch in den 
oben betrachteten um / definierten Streifen hineinfallt, in welchem die 
betreffende Randsubstitution eine regulire Bedeutung besitzt und eine 
schlichte und endliche, die andern 2p — 1 Begrenzungslinien von ®’ nicht 
stérende Abbiidung vermittelt, sodaB vermége dieser Substitution die Linie Z 
auch in eine reguliire geschlossene Linie, L’, verwandelt wird. Die gefun- 


denen Linien Z und L’ wihlen wir jetzt an Stelle von 7 und /' als Be- 
grenzungslinienpaar des zu definierenden Bereichs 9. 
Analog verfuhren wir mit den p — 1 iibrigen Begrenzungslinienpaaren 
und erhalten so den Bereich ® mit p Paaren py 
geschlossener, ganz im Endlichen verlaufender WY, 
. as , Yi 
reguliirer analytischer Begrenzungslinien L,, L,’, 7/7. dh) y 
L,, L,,---,L,, L,. Die Figur 1 zeigt einen Tuy yy 
derartigen Bereich schematisch im Falle p= 2. 7 YY ify 
Durch die punktierten Linien sind die Be- - 
grenzungslinien umgebende Streifen angedeutet, a 
welche durch die Randsubstitutionen einein- “”////”” 
deutig regulir aufeinander bezogen werden. 
Diese Streifen mégen mit A,, A,’, A,, A,’,---, A,, A, bezeichnet werden, 
und wir diirfen dieselben, wie in Figur 1, soweit beschriinkt vorstellen, 
daB sie ganz im Endlichen liegen und voneinander véllig getrennt sind. 
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Wir fassen nunmebr die Gesamtheit aller Bereiche der Gattung ® 
bei bestimmtem p ins Auge, d. i. also die Gesamtheit aller den unendlich 
fernen Punkt im Innern enthaltenden 2p-fach zusammenhiingenden, von 
2p geschlossenen, paarweise regulir und eineindeutig mit entgegengesetztem 
Umlaufssinn aufeinander bezogenen reguliiren analytischen Linien begrenzten 
Bereiche. Wir wollen die Einheit des Kontinuums der ® beweisen. D. h. 
fiir uns priaziser folgendes: Wenn ®, und , irgend zwei Bereiche der 
Gattung ® sind, so ist es méglich, durch stetige Veriinderung der Be- 
grenzungslinien und der Randsubstitutionen von dem Bereiche ®, zu dem 
Bereiche ®, zu gelangen, immer im Kontinuum der ® bleibend. Es soll 
also, behaupten wir, in der -Mannigfaltigkeit zwischen ®, und , eine Uber- 
fithrungslinie Q, wie wir uns ausdriicken wollen, existieren. Die Konstruk- 
tion dieser Linie Q zwischen ®, und ®, ist die Aufgabe, mit der wir uns 
jetzt beschiftigen wollen. Bei der Lisung dieser Aufgabe haben wir mit 
Riicksicht auf die spitere Anwendung auch darauf zu achten, daB wir uns 
wihrend der Uberfiihrung in jedem Moment ein Urteil tiber die Breite 
der um die Begrenzungslinien jeweilig existierenden 2p Flichenstreifen A 
bilden, daB wir insbesondere wiihrend der ganzen Uberfiihrung eine dureh- 
gangig giiltige Breite dieser Streifen angeben kénnen. 

Das Verfahren, welches die gestellte Aufgabe list, kann zweckmiBig 
als Methode der Ringverschiebung bezeichnet werden, weil der Hauptgedanke 
der Uberlegung in der Heranziehung der Abbildung zweifach zusammen- 
hiingender Bereiche auf Kreisringfliichen beruht, in welchen der Ubergang 
von der einen zur andern Randlinie stetig mittels der konzentrischen 
Kreise als Zwischenglieder ausgefiihrt wird, wobei zugleich ein sich ahn- 
lich mit sich selbst veriindernder umgebender kreisringférmiger Flichen- 
streifen mitverschoben gedacht wird. 

Es sei B ein von zwei geschlossenen reguliren analytischen Linien 
begrenzter zweifach zusammenhingender schlichter Bereich der z-Ebene, 
in welcher wir unsere Deformation vornehmen wollen. Alsdann wird der 
Bereich B in folgender Weise auf einen Kreisring abgebildet. Man nehme 
der einfacheren Sprechweise halber, was auch im folgenden allein in Be- 
tracht kommt, an, dab der Bereich B den unendlich fernen Punkt weder 
im Inneren noch auf seiner Begrenzung enthilt. Alsdann wird B von einer 
iuBeren Begrenzungslinie s, und einer innereu Begrenzungslinie s, begrenzt. 
Man bestimme nun diejenige in B regulire Potentialfunktion u, welche 
auf s, den Wert — 1 annimmt und auf s, den Wert 0. Bildet man jetzt 


das Integral | ] ow ds, dn in der Richtung der inneren Normalen, d. h. der 


in den Bereich B hineinfihrenden Normalen genommen, so wird sich da- 
fiir ein positiver von 0 verschiedener Wert 2@ ergeben, welcher auf den 
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Wert 22 gebracht wird, indem man an Stelle der Funktion u die Funktion 


“* betrachtet. Es sei » die zu « konjugierte Potentialfunktion. Alsdann 
m(u+iv) 

vermittelt die Funktion e ” , welche in B eindeutig und von 0 und 

oo verschieden ist, eine eineindeutige konforme Abbildung des Bereichs B 

auf einen Kreisring, dessen iiuBerer der Linie s, entsprechender Begren- 

zungskreis der Einheitskreis ist, wihrend der innere, der Linie s, ent- 

sprechende Begrenzungskreis mit dem Einheitskreise konzentrisch ist und 





den Radius e © besitzt. In der Tat ergibt sich der genannte Charakter 
der Abbildung sofort durch Anwendung des Satzes von der Charakteristik 
des Randes, wenn mun beachtet, daB die Begrenzungslinien s, und s, selbst 
in der Tat eineindeutig und mit demselben Umlaufssinn auf die erwihnten 
Kreislinien abgebildet werden. 

Nach diesen Vorbemerkungen gehe ich nun zur Darlegung des Ring- 
verfahrens selbst iiber. Die gestellte Aufgabe der Uberfiihrung des Be- 
reichs ®, in den Bereich ®, wird in drei Schritten gelést. 

Der erste Schritt besteht darin, dab die Bereiche ©, und ®, je in 


einen Bereich ©, und ®, iibergefiihrt werden, deren simtliche Begren- 
zungslinien Vollkreise sind, wobei, allgemein zu reden, die Bezugssubstitu- 
tionen noch allgemein analytisch, noch nicht linear sein werden. Diese 
Uberfiihrung geschieht so. 

Wir nehmen etwa die Begrenzungslinie L des Bereichs 9,. Diese 
Begrenzungslinie umschlieBt ein einfach zusammenhingendes Gebiet der 
z-Ebene. !nuerhalb dieses Gebiets wiihlen wir eine beliebige, geschlossene 
Kreislinie K, welche mit ZL keinen Punkt gemeinschaftlich hat. Die Linien 
L und K begrenzen einen zweifach zusammenhingenden Bereich B, welchen 
wir den obigen Angaben gemiB auf einen Kreisring R einer Z-Ebene ab- 
bilden mit dem Einheitskreis als iiuBerem Begrenzungskreis. Jetzt werde 
in R und dariiber hinaus das System der mit dem Einheitskreise konzen- 
trischen Kreise und das System der dazu orthogonalen geradlinigen Strecken 
der Z-Ebene konstruiert. Wir kénnen dann in der Z-Ebene den iuBeren 
Begrenzungskreis K, von R mit dem Radius 1 allmiblich in den inneren 
Begrenzungskreis K, von R mit dem Radius g tibergehen lassen, indem 
wir ihn unter bestiindiger Verkleinerung eben die erwihnten konzentri- 
schen Kreise zwischen K, und K, durchlaufen lassen. Damit ist ein be- 
stimmter UberfiihrungsprozeB bezeichnet, bei welchem auch die Bewegung 
jedes einzelnen Punktes véllig bestimmt ist, wenn festgesetzt wird, daB 
der einzelne Punkt je auf der auf den Nullpunkt gerichteten geradlinigen 
Strecke gleiten soll. Nunmehr beachten wir, daB der in der Z-Ebene 
definierte UberfiihrungsprozeB sich vermége der durch die Funktion Z(z) 
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definierten konformen Abbildung auf die z-Ebene tibertrigt und dort eine 
ganz bestimmte Deformation der Linie Z in den Kreis K durch den Be- 
reich B hindurch liefert, bei welcher auch die Bewegung jedes einzelnen 
Punktes vorgeschrieben ist. 

Wir itiberlegen noch, ob bei der erwihnten Deformation eine gleich- 
maBige Streifenbreite fiir alle Bereiche ® gewihrleistet ist. Wir betrachten 
in der Z-Ebene irgend einen Kreis K, mit dem Radius r, wobei 9 <r <1 
sei. Alsdann ist K, auf den Einheitskreis der Z-Ebene, genannt K,, durch 
die Substitution Z’=rZ bezogen, welche in der ganzen Z-Ebene reguliir 
erklairt ist. Wir kénnen nun eine positive GréBe 47> 1 so nahe an 1 
wiahlen, daB die Funktion 2(Z) auch noch in dem durch die Ungleichheits- 


bedingungen =< \Z| <1 definierten Ring R regular erklirt ist und eine 
schlichte Abbildung vermittelt, bei welcher insbesondere den begrenzenden 


Kreises K, und K, des Ringes R zwei bezichungsweise L und K in der 


" 
z-Ebene benachbart verlaufende Linien / und k entsprechen, welche ein 
zweifach zusammenhingendes, endliches, den Bereich B enthaltendes Ge- 
biet b begrenzen, das die 2p — 1 weiteren Begrenzungslinien des Bereichs ® 
ausschlieBt. 

Wir bezeichnen mit R, den in der Z-Ebene liegenden Kreisring, 
welcher durch die Ungleichheitsbedingungen = <|Z <r-y erkilirt ist, 


also inbezug auf die Kreislinie K, zu sich selbst spiegelbildlich symmetrisch 
ist. Es ist dann R, auf R, (d. i. R, fiir r= 1), durch die Substitution 
Z =rZ bezogen, eine Beziehung, welche sich auf die z-Ebene tibertrigt, 
wobei der Linie K, und dem Gebiete R, die Linie k, und das Gebiet b,, 
beide in b enthalten, entsprechen. 

Die Linie k, ist auf LZ, welche Linie wir auch mit k, (d. i. k, fiir 
r= 1) bezeichnen kénnen, vermittelst einer im Gebiete b, sicher reguliren 
und dieses Gebiet schlicht auf b, abbildenden, analytischen Funktion be- 
zogen. In véllig tibersehbarer Weise verschiebt sich nun b, stetig, wenn r 
die Werte von 1 bis g@ durchliuft. 

Wie wir soeben mit Linie Z verfahren haben, kénnen wir nachein- 
ander auch mit den iibrigen 2p — 1 Begrenzungslinien des Bereichs 9,, 
danach auch mit den Begrenzungslinien des Bereichs ®, verfahren. Das 
Ergebnis ist, dab wir die Bereiche ©, und ®, in Bereiche ®, und 9, de- 
formiert haben, deren Besonderheit darin besteht, daB die Begrenzungs- 
linien lauter Vollkreise geworden sind. 

Nunmehr vollfiihren wir den zweiten Schriit, welcher darin besteht, 
daB die Bereiche ®, und ®, in Bereiche mit iibereinstimmenden Begrenzungs- 
kreisen, jedoch, allgemein zu reden, noch verschiedenen analytischen Bezugs- 
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substitutionen tibergefthrt werden. Diese Uberfiihrung ist besonders einfach. 
Wir kénnen namlich zunichst eine Deformation vornehmen, bei welcher 
die 2p Begrenzungskreise des einen Bereichs den entsprechenden Begren- 
zungskreisen des zweiten Bereichs gleich groB werden. Wir brauchen dazu 
nur mit jedem der 4p Kreise eine geeignete aihnliche stetige Verkleinerung 
vorzunehmen mit dem Kreismitielpunkte als Ahnlichkeitszentrum. Hierbei 
ist unmittelbar auch die damit verbundene stetige Anderung der analyti- 
schen Bezugssubstitutionen gegeben. Sind ©,’ und ®,’ die nunmehr ge- 
fundenen Bereiche mit entsprechend gleich groBen Begrenzungskreisen, so 
kann man durch Verschiebung der Kreise, wobei man sich die Rand- 
substitutionen auf den Kreisen markiert denken mége, den Bereich ©,’ in 
den Bereich ®,’ als solchen iiberfihren. Nach der Uberfihrung koinzidieren 
natiirlich im allgemeinen nur die Begrenzungskreise als solche, nicht auch 
die auf ihnen erklirten analytischen Bezugssubstitutionen. Wir kénnen 


auch so sagen: die beiden Bereiche ®, und ®, sind in einen und denselben 


von 2p Kreisen begrenzten Bereich ® iibergefiihrt, abgesehen von den 
Randsubstitutionen. Fiir den Bereich ® sind die 2p Begrenzungskreise in 
bestimmter Weise gepaart und fiir jedes Paar auf zwei Weisen die analyti- 


schen Bezugssubstitutionen erklirt, sodaB wir, wenn L,, L,’, L,, Ly’, -- 


-+, L,, 1, die p Paare begrenzender Kreise sind, 2p Substitutionen haben 
Pr» Vi» Par Va ***» Pp» Yp» Von welchen die beiden Substitutionen des a‘ 
Paares die Linie L, in die Linie L,’ tiberfihren. 

Wir haben nun den dritten Schritt auszufiihren. Dieser dritte Schritt 
besteht in der Ausfiihrung einer Deformation der erwihnten analytischen 
Substitutionen in der Weise, daB schlieBlich gp, in w, tibergefiihrt er- 
scheint, wobei wihrend der Uberfiihrung die jeweilige Substitution 7, 
eine eineindeutige regulir analytische Abbildang des Kreises L, auf den 
Kreis L,’ liefern muB, welche beiden Kreise als fest zu denken sind. 

Um diese Uberfiihrung vorzunehmen, bemerken wir, daB fiir das 
Linienpaar L,, L,’ sich die Aufgabe so fassen laBt: es soll die auf der 
Linie L,’ vermége der beiden Beziehungen dieser Linie auf die Linie L, 
erklirte Substitution dieser Linie LZ,’ in sich in die identische Substitution 
iibergeftihrt werden. Entsprechend ist die Aufgabe fiir die tibrigen p — 1 
Kreispaare zu formulieren. Damit sind wir auf eine Fragestellung ge- 
kommen, welche wir nun fiir sich herausstellen, nimlich die folgende: 
Auf einem Kreise, den wir als Einheitskreis wihlen kénnen, ist eine ein- 
eindeutige regulire analytische Verschiebung dieser Linie in sich erklirt. 
Man soll eine einparametrige stetige Veriinderung dieser Substitution, wo- 
bei dieselbe wiihrend der Anderung in jedem Augenblick wieder eine ein- 
eindeutige regulire Verschiebung des Einheitskreises in sich reprisentieren 





58 P. Kogse. 


soll, so vornehmen, da8 schlieBlich die identische Substitution gewonnen 
wird. Die einzelne analytische Verschiebung des Hinheitskreises in sich 
von der betrachteten Art wird natiirlich nicht nur auf der Peripherie des 
Einheitskreises als solcher existieren, sondern sie wird stets in einem ge- 
wissen, den Einheitskreis selbst enthaltenden Ringgebiete regulir erklirt 
sein, sodaB sie eine durchaus schlichte und endliche Abbildung dieses 
Rings liefert. Fiir die Behandlung der Frage kann man iibrigens die 
Beschriinkung auf Substitutionen, die den Einheitspunkt fest lassen, ohne 
weiteres einfihren. 

Wir bezeichnen den Einheitskreis der z-Ebene mit K, und einen mit 
ihm konzentrischen Kreis vom Radius r allgemein mit K,. Ferner mége 
die als gegeben vorausgesetzte analytische Substitution auf dem Einheits- 
kreise mit ¢ = S(z) bezeichnet werden. Wir wiihlen eine GréBe 7 > 1 so 
nahe an 1, daB auch noch in dem von K, und K, begrenzten Kreisringe R,, 

y 


die Funktion S(z) reguliir erklirt ist und eine schlichte und endliche Ab- 
bildung dieses Kreisrings auf einen endlichen Ring r, (allgemein zu reden 
nicht Kreisring) vermittelt, dessen beide Begrenzungslinien mit k, und k, 


4 
bezeichnet werden mégen. Wir denken uns diesen Ring noch in einer be- 
sonderen £-Ebene gezeichnet. Die Substitution = S(z) kann nun geradezu 
erklirt werden durch die Linie k, in folgender Weise: Die Linie k, be- 
grenzt mit dem Einheitskreise der £-Ebene einen Ring. Dieser Ring kann 
nur auf eine Weise dergestalt auf einen den Einheitskreis der 2-Ebene 
als inneren Begrenzungskreis enthaltenden Kreisring abgebildet werden, 
daB dabei der Einheitspunkt selbst wieder in den Einheitspunkt tibergeht. 
Insofern kann also die Linie k, aur Definition der Substitution ¢ = S(z) 
dienen. Wir konstruieren nun in der €-Ebene einen Kreis k, mit dem 
Radius # und wihlen # so groB, dab k, die Linie &, vollstiindig um- 
schlieBt. Den zweifach zusammenhingenden, von k, und k, begrenzten 
Bereich der -Ebene denken wir uns auf einen Kreisring abgebildet und 
vermége dieser Abbildung gemi8® unserem Prinzip der Ringverschiebung 
eine stetige Uberfiihrung der Linie /, in den Kreis k, vorgenommen. Ist 
k, (yn<.4<#) eine wihrend der Uberfihrung auftretende Linie, so gehért 
zu k, eine bestimmte Substitution S,(z), durch welche der vom Einheits- 
heelee der zEbene und von K, (= Kreis mit dem Radius 2) begrenzte 
Ring der z-Ebene auf den ¢-Ring zwischen i, und k, unter Festhaltung des 
Einheitspunktes abgebildet wird. Es ist klar, dab, wenn k, in den 
Kreis k, tibergegangen ist, die Substitution s, die identische Substitution 
geworden ist. 

Es bleibt noch zu untersuchen, ob die Substitution S,(z) sich stetig 
mit k, iindert und auch die Breite des um den Einheitskreis herum be- 
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stehenden jeweiligen Abbildungsstreifens zu beurteilen. Beide Fragen er- 
ledigen sich aus der Konstruktion der Bezugssubstitutionen S,(z). Be- 
zeichnen wir zu dem Zwecke mit u, diejenige in der €-Ebene erklirte 
Potentialfunktion, welche auf dem Einheitskreise k, den Wert 0, auf der 
Linie k, den Wert 1 hat und in dem Ring zwischen k, und k, regular 
und eindeutig ist, so wird die GréBe 2 des Radius, welchen bei der 
mit S,(z) bezeichneten konformen Abbildung der k, in der z-Ebene 


entsprechende Kreis A, besitzt, durch das Integral 2@ = { on ds in der 
i 


Gestalt 4 =” ausgedriickt. Da nun u, <u, <uy, weil k, a2wischen k, 
und k, liegt, so ergibt sich 7 << A<@. D.h.: Die Substitutionen S,(z), 
die sich bei der Deformation ergeben, sind alle in dem Kreisring R, der 
z-Ebene regular erkliirt, weleher durch die Ungleichheitsbedingungen 


<\z| <y definiert ist. Hiermit ist zunichst ein Urteil tiber die Streifen- 
‘ 


breite der analytischen Substitutionen S,(z) gewonnen. Es handelt sich 
jetzt noch um den Nachweis der stetigen Anderung der Substitution S,(z) 
wihrend der Uberfiihrung. Fiir diesen Nachweis geniigt es, die stetige 
Anderung des Potentials u, zu beweisen, wenn k, die vorgeschriebene 
stetige Variation ausfiihrt. Es seien zu dem Zwecke i, und k,, zwei be 
nachbarte Kurven, die bei der Wberfiihrung vorkommen, und zwar mége 
k,, die Kurve k, umschlieBen. Zur Beurteilung der GréBe der Differenz 
u, —u, ist nur erforderlich die Abschiitzung dieser Differenz auf der 
Linie k,. Auf k, hat u, den Wert 1, u, jedoch hat auf k, Werte, die 
sich von dem auf k, angenommenen Werte 1 um einen beliebig klein 
werdenden Betrag unterscheiden, wenn /,, und k, hinreichend nahe an- 
einander liegen, weil alle Funktionen «, eine angebbar endliche Steilheit 
des Abfalls besitzen. Das ergibt sich sofort, wenn wir die Funktionen*) u, 
auf die Z-Ebene tiberpflanzt denken, auf welche der Ring zwischen k, 
und k, als Kreisring abgebildet worden ist, um von da aus zur Definition 
der Linien k, zu gelangen. Man beachte einerseits die vorstehenden Entwick- 
lungen, andererseits den Satz, daB fiir eine Potentialfunktion, welche in 
einem Kreise dem absoluten Betrage ihrer Werte nach unterhalb einer 
endlichen Schranke M bleibt, vermége des Poissonschen Integrales auch 
Schranken fiir den absoluten Betrag der Ableitungen hergeleitet werden 
kénnen in einem zu dem ersteren konzentrischen Kreise, Schranken, welche 
nur durch die Radien der genannten beiden Kreise und durch die ange- 
nommene Schranke M bestimmt werden. Auf Grund dieses Satzes ge- 


*) Der Ausdruck ,,Funktionen uw,“ statt ,,Funktion u,“ soll bedeuten, da8 wir 
uw in seiner Abhiingigkeit von dem Parameter 4 betrachten, also eine Funktionenschar. 
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langen wir sofort zum Ziele, wenn wir, wie gesagt, die Betrachtung in 
die Z-Ebene verlegen und dort das iiberpflanzte Potential u, tiber den der 
Linie k, entsprechenden Kreis x, der Z-Ebene analytisch fortsetzen, wobei 
dann u, in einem bestimmten Bezirke unterhalb 2 bleibt, welcher Bezirk 
als ein x, einbettender konzentrischer Kreisring gewahlt werden kann, 
der in bezug auf x, zu sich selbst spiegelbildlich symmetrisch ist und 
dessen Radienverhiltnis fiir alle k, fest gewaihlt werden kann. 

Hiermit ist vollstiindig der Weg gezcichnet, um den Bereich ®, in 
den Bereich ©, innerhalb des ®-Kontinuums tiberzufiihren, da beide Be- 
reiche in einen und denselben ®-Bereich iibergefiihrt worden sind. Wir 
bezeichnen die gefundene Uberfiihrungslinie von ©, nach ®, hin als die 
Uberfiihrungslinie Q im Kontinuum der ©. 

Wir hatten bereits oben bemerkt, daB es von Wichtigkeit sei zu 
konstatieren, daB wir auf Grund des Uberfihrungsmodus imstande sind, 
lings der ganzen Uberfiihrungslinie Q mittels bestimmter Abschiitzungs- 
formeln die GréBe und Gestaltsverhiltnisse aller der Uberfiihrungslinie an- 
gehérenden Bereiche ® zu beschreiben. In der Tat sehen wir ohne weiteres, 
daB lings der ganzen Linie Q die Begrenzungslinien siimtlicher Bereiche ® 
in einem endlichen, direkt bestimmbaren Bezirke bleiben. Wir bemerken 
ferner sofort die Méglichkeit der unmittelbaren Angabe einer oberen und 
unteren Schranke fiir die Distanzen der 2p Begrenzungslinien unterein- 
ander, sowie fiir ihre gréBten Durchmesser (Spannweiten). SchlieBlich be- 
merken wir noch folgendes: Wir kinnen jede der Linien f Aa ™, -++, Lo 
das sind die p ersten Begrenzungslinien des Bereichs ®,, je in ein 
ringartiges Gebiet (Grundring) so einbetten, daB nicht nur die Linien 
um, } af ety psf und damit die analytischen Bezugssubstitutionen des 
Bereichs ®,, sondern auch alle 2p Begrenzungslinien jedes Bereichs ® 
der Uberfiihrungslinie Q nebst den Bezugssubstitutionen aus jenen p Grund- 
ringen dadurch entstehen, dab dieselben in ihrer Vollstindigkeit gewissen 
schlichten reguliren Abbildungen unterworfen werden, woraus unmittelbar 
die gewiinschten generellen Schranken mittels des Verzerrungssatzes her- 
geleitet werden kénnen, so namentlich eine allgemein giiltige Streifenbreite 
fiir die Bezugssubstitutionen (welche iibrigens auch direkt durch das Prinzip 
der Ringverschiebung, wie wir dasselbe zur Anwendung gebracht haben, 
gewihrleistet wird). Wir wollen in dieser Beziehung folgende Folgerung 
aus dem Verzerrungssatze nennen. 

Satz (Folgerung aus dem Verzerrungssatze): Es sei B ein 
schlichter endlicher zweifach zusammenhiingender Bereich, innerhalb dessen 
eine ihn in zwei zweifach zusammenhiingende Bereiche 6, und #, zer- 
legende geschlossene Linie L verliuft. Der Bereich B werde irgend einer 
schlichten eineindeutigen endlichen konformen Abbildung unterworfen, bei 
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welcher B, L, 6,, B, in B’, L’, B,’, B,’ tibergeht. Es sei d’ der kiirzeste 
Abstand der Linie ZL’ von der Begrenzung des Bereichs B’, ferner s’ der 
Umfang oder auch die Spannweite der Linie L’. Alsdann bleibt das Ver- 


hiltnis . zwischen zwei von 0 und oo verschiedenen endlichen Schranken 
d 
qa< y < Q, 


welche von der Wahl der Abbildungsfunktion unabhingig sind. 

Der Beweis ergibt sich mit wenigen Strichen aus dem Verzerrungs- 
satze. Denkt man sich die Linie Z in einen zweifach zusammenhiingenden 
Flichenstreifen 6 eingebettet, dessen beide Begrenzungslinien mit der Be- 
grenzung von B keinen Punkt gemeinschaftlich haben, so besagt der Ver- 
zerrungssatz, daB der Quotient |f’(z’) : |f’(2”)|, unter f’ die Ableitung der 
Abbildungsfunktion, unter 2’ und 2” irgend zwei Punkte des Bereichs p 
verstanden, zwischen zwei von 0 und oo verschiedenen endlichen Schranken 
bleibt, die von der Wahl der Abbildungsfunktion unabhingig sind: 
If@)| Uz 
if e")| <@. 
Hieraus ist der obige Satz zu entnehmen. 


q< 


. ga 
Die stetige Anderung der zu © gehérenden Abelschen Integrale 
erster Art in Abhiingigkeit von 9%. 


Wir haben in § 1 nur die Bereiche ® selbst untersucht. Nunmehr 
wollen wir unsere Aufmerksamkeit den zu ® gehérenden Funktionen zu- 
wenden, insbesondere den Abelschen Integralen erster Art. Fiir diese 
Integrale wollen wir die Stetigkeit ihrer Anderung beweisen, wenn ® 
stetig abgeiindert wird, also z. B. wenn ® die Uberfiibrungslinie Q von dem 
Bereiche ®, zu dem Bereiche ®, durchliuft, oder wenn © unter der Vor- 
aussetzung speziell linearer Rinderzuordnung dadurch modifiziert wird, 
daB man die p linearen Substitutionen von einem Ausgangssystem aus frei 
variiert. Wir werden unten die stetige Anderung der Abelschen Integrale 
gerade mit Bezug auf die genannten beiden Variationsméglichkeiten be- 
niitzen. 

Wir erinnern zunichst an die Bezeichnungen. Die 2p paarweise ein- 
ander zugeordneten Begrenzungslinien des Bereichs ® bezeichnen wir mit 
L,, L,', L,, L,’, +++, L,, L,. Der unendlich ferne Punkt ist innerer Punkt 
des Bereichs ®. Die erwahnten Linien sind lauter geschlossene regulire 
analytische Linien. Die p analytischen Bezugssubstitutionen mégen mit 
S,(2), S,(2), ---, S,(¢) bezeichnet werden. 
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Nach den Schwarz-Neumannschen kombinatorischen Methoden laBt 
sich entsprechend dem a" Begrenzungslinienpaare eine in ® reguliire und 
eindeutige Potentialfunktion u, finden, welche gegentiber den Substitutionen 
S,, S,, +++, Seis» Sagay +++, S, ungeiindert bleibt, gegeniiber der Substitu- 
tion S, hingegen eine Vermehrung um den konstanten Wert 1 erfahrt. 
Das erwihnte Verhalten gegeniiber den Bezugssubstitutionen wird dabei 
so verstanden, daB dasselbe nicht nur lings der Begrenzungslinien selbst 
statt hat, sondern dariiber hinaus in gewissen Streifen A (vgl. 8. 53), in 
welchen die Substitutionen erklirt sind. Die Funktion u, ist demnach 
gemiB diesen Substitutionen ein Stiick tiber die 2 Begrenzungslinien 
hinaus analytisch fortsetzbar. Wird fiir ~, noch die Bedingung gestellt, 
daB der Wert dieses Potentials im unendlich fernen Punkt null sein soll 
so ist w, durch seine angegebenen Eigenschaften vollstiindig bestimmt, 
weil die Annabme zweier derartiger Funktionen eine Differenzfunktion w 
liefern wiirde, welche gegeniiber allen p Substitutionen ungedndert bleibt, 
dazu in ® eindeutig ist und im Unendlichen verschwindet. Fiir diese 
Funktion w ergibt sich aber, wenn jetzt und im folgenden allgemein mit 
D(f) das iiber einen Bereich A erstreckte Dirichletsche Integral 
A 


7, Of 9 2 2 
Dif) =f ((% + (4)")dady 
A 
bezeichnet wird, daB 


D(w) -> fe ~ ds -> fot as =0 


v=1 L, v=i L’ 


ist, weil wi" ds fiir zugeordnete Randelemente denselben Wert ergibt. 


Damit ist gezeigt, dab w konstant, also = 0 ist, weil dieser konstante 
Wert im Unendlichen 0 ist. 


Zu u, gehért ein konjugiertes Potential v,. Um die p konjugierten 
Potentiale v, zu normieren, denken wir uns, wie in Figur 2 angedeutet, 


eT eee eee hnitte -++, Q, konstruiert, d 
eae, eT naka ten aie oon eee 


Yi 
yy, Uy Uy, «** eine Verbindung zwischen zwei zugeord- 
YY ly ‘ V4 ly 
Sie et 
Wiss y Wf) hy} sammenhingende Fliche verwandelte Fliche ® 
miert, daB man festsetzt, es soll v, im unend- 
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Uy q ly neten Punkten des a" Randkurvenpaares her- 
y] iy y y Yy, Hp stellt. Die auf diese Weise in eine p-fach zu- 
y Y yy Uf , 

Wy yy 1), , . 

YY 4 (///, mige mit g bezeichnet werden. Die Funk- 
Yi ; Yj 7 yi) tion v, ist nun in @ dadurch eindeutig nor- 


lich fernen Punkte verschwinden. Die Funk- 


tion v, ist in ® sicher nicht eindeutig, vielmehr besitzt sie mindestens 
lings eines der p Querschnitte einen von 0 verschiedenen Periodizitits- 
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modul. In der Tat wiirde andernfalls u, + iv, eine in ® eindeutige Funk- 
tion W sein, welche sich gegeniiber den Substitutionen nur um gewisse 
additive Konstanten fandert. Man hiitte nun 


D(u,) = > fe dv, — > [u,de, 
‘ L, Li 


oder, wie sich bei Vergleichung zugeordneter Randelemente ergibt, 


D(u,) =f 1dv, = 0. 
D>  « 


Wir bemerken jetzt weiter, daB auch keine lineare homogene Kombination 
der v,, etwa .Sc,v,, eine in ® eindeutige Funktion liefern kann, da als- 
dann die Funktion S(c,u, + ic,v,) eine in ® eindeutige analytische Funk- 
tion W wiire, welche sich nur gegeniiber den Randsubstitutionen und zwar 
um additive Konstanten aindert. Es ergibt sich hieraus, daB die Deter- 
minante A der p Systeme von je p Periodizitétsmoduln, welche den 
p Funktionen v, mit Bezug auf die p Querschnitte Q@ zukommt, von 0 
verschieden ist. Wir bemerken nun weiter, daB die 2p Funktionen u,, - - -, u,, 
Uj, > *, Up, Welche in @ jedenfalls siimtlich eindeutig sind, in reellem Sinne 
genommen, linear unabhingig sind. In der Tat wiirde das Bestehen einer 
linearen Gleichung bedeuten, daB fiir die betreffende lineare Verbindung 
sowohl die Periodizititsmoduln an den @ als auch die den Bezugssubsti- 
tutionen entsprechenden Periodizitiitsmoduln verschwinden. Hieraus aber 
folgt bei Betrachtung der Q, daB die eingehende Kombination der v fiir 
sich verschwinden muB, also die Koeffizienten derselben alle 0 sein miissen. 
Darnach ist dann auch klar, daB die Koeffizienten der wu simtlich ver- 
schwinden miissen. 
Nunmebhr ergibt sich, daB die p Integralfunktionen 
J, =u, + iv, [w= 1,2,---,p], 
die im unendlich fernen Punkte siimtlich verschwinden und in @ eindeutig 
sind, im komplexen Sinne linear unabhiingig sind. Denn die Annahme 
einer Relation der Form (c,+ic,’)J,=0 wiirde bei Trennung des 
Reellen und Imaginiiren das Verschwinden aller Gréfen ¢ und ¢ zur Folge 
haben. Jeder Funktion J, entspricht ein System von p Periodizitaétsmoduln, 
die den Querschnitten Q zugeordnet sind. Die Determinante A’ dieser 
p Systeme von GréBen ist von 0 verschieden, da sonst eine nicht ver- 
schwindende lineare Verbindung der J existieren wiirde, die in ® ein- 
deutig ist. 
Ist jetzt J irgend ein zu ® gehérendes Integral erster Art, das im 
Unendlichen verschwindet und in @ selbstverstindlich eindeutig ist, so 
laBt sich dasselbe als lineare homogene Verbindung der J, darstellen, 
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wobei die Koeffizienten aus der Vergleichung der Perioden von J an den 
Querschnitten Q mit denen der J, durch lineare Gleichungen mit der nicht 
verschwindenden Determinante A’ ermittelt werden. Wir bemerken auch 
auf Grund derselben Uberlegungen, daB nach Vorgabe eines Systems von 
p komplexen endlichen GréfSen, die nicht alle 0 sind, ein und nur ein im 
betrachteten Sinne zugehérendes Integral J vorhanden ist, welches nim- 
lich liings den p Querschnitten Q die genannten p GréBen als Periodizi- 
taitsmoduln besitzt. Indem wir ein solches Integral durch die genannten 
p festgewiihlten GréBen normiert denken, kénnen wir J als eine Funktion 
von ® betrachten und demgemai8 mit J(®) bezeichnen. Eine derartige 
Fixierung hiitte zweckentsprechend auch dadurch stattfinden kénnen, dab 
die 2p reellen Periodizititsmoduln des reellen Teiles von J am Rande 
von @ festgehalten werden. Wir wollen jedoch die vorher genannte 
Fixierung fiir die Folge zugrunde legen. Alsdaon gehen wir jetzt dazu 
iiber nachzuweisen, daB J(®) sich mit ® stetig dndert. 

Auf Grund der vorhergehenden Bemerkungen, die wir, obwohl die- 
selben nichts grundsiitzlich Neues enthalten, hier im Zusammenhange 
zweckmaBig vorzubringen glaubten, schlieBen wir, daB der erwihnte, von 
uns jetzt zu fiihrende Nachweis der Stetigkeit von J(®) als erbracht 
gelten kann, wenn es gelungen ist, die stetige Anderung der p Potentiale 
u, nachzuweisen, da ihre stetige Anderung die stetige Anderung der v, 
und damit auch die stetige Anderung aller Perioden sowie der Deter- 
minanten A und A’ bedingt. Es geniigt dazu wiederum die Beschriinkung 
auf eine der Funktionen u,, da der Nachweis fiir die anderen in gleicher 
Weise méglich sein wird. Wir wihlen u, und bezeichnen es fiir diese 
Untersuchung einfach mit w oder u(). 

Wir machen zuniichst eine Abschiitzung der GréBe D(u); und zwar 


ist das Wesentliche, eine Schranke zu ermitteln, welche bei gewissen nicht 

zu groBen Veriinderungen des Bereichs © bestehen bleibt, d. h. eine gleich- 

miBige Abschitzung der GréBe D(u) fiir veriinderlich vorgestelltes . 
© 


Diese Schranke ergibt sich mittels der Minimaleigenschaft der Funktion u 
in folgender Weise. Es werde um L,’ ein Ring R konstruiert, begrenzt 
von den beiden Linien 4 und 2. Die Fliiche dieses Rings soll, wie in 
der schematischen Figur 3 angedeutet ist, keine 
der Begrenzungslinien L treffen und alle Be- 
grenzungslinien auBer L,’ ausschlieBen. Wir be- 
zeichnen nun mit h=w-+w diejenige in ® ein- 
deutige, stiickweise potentialartige Funktion, 
welche erstens in dem Gebiete R” zwischen 2’ 
und LZ,’ den konstanten Wert 1 hat, zweitens in 
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Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. IV. 65 


dem Ring R zwischen 2’ und 4 mit derjenigen Potentialfanktion identisch 
ist, welche in R eindeutig und regular ist, auf 4 den Wert 0 und auf 2’ 
den Wert 1 hat, drittens in dem Restgebiete R’ =  — (R+ RP’) identisch 
gleich 0 ist. Man hat nun 


Dw +w) = D(u) a D(w) + aff (1. + 4) dzdy. 


Das letzte Integral gibt, durch partielle Integration umgeformt, den 


Wert D f w = ds, die Summe erstreckt tiber simtliche 2p Begrenzungs- 


linien von ®. Dieser Wert ist also 0, weil entsprechende Integralelemente 
sich fortheben. Demnach ist 


D(u+w) = D(u) + D(w), 
© © oo 


also 


D(u) < Dh). 
a 
Der Wert der GréBe D(h) ist aber gleich D(h), also vermége partieller 
ce a) R 
Integration gleich { > ds = M. Hiermit ist fiir D(w) eine obere Schranke 
a 
i 


M gefunden, welche bei nicht zu starker Anderung des Bereichs ® giiltig 
bleibt. 


Aus der Abschiitzung des Integrals D(u) wollen wir nun eine Ab- 
Y 


schiitzung des Maximalwertes des absoluten Betrages der Funktion u selbst 
im Gebiete ® herleiten. Zu dem Zwecke denken wir uns jeder der 2p Be- 
grenzungslinien benachbart innerhalb ® eine entlang der betreffenden Linie 
laufende zweite Linie gezogen. Diese Linien bezeichnen wir mit 1,, l,’, -- 
--, L,1,. Wir gewinnen so 2p zweifach zusammenhingende F'lichen- 
streifen /,, /,',---, f,,f,- Die GréBen dieser 2p Flichenstreifen wollen 
wir so weit einschriinken, daB auf f, die Substitution S, und auf f,’ die 
inverse S~' angewandt werden kann und zu einer schlichten Nebenlage- 
rung des Bildes neben den Bereich ® fiihrt. Wir erhalten dadurch 2p 
Bildstreifen auBerhalb , jedoch jeder an eine Begrenzungslinie von ® 
anschlieBend. Diese Bildstreifen mégen mit g,, 9,',--*, 9p, 9, bezeichnet 
werden, und zwar sollen allgemein f,, und g,’, sowie f,’ und g, Bilder von- 
einander sein. Es wird dann g, nach aufen von der Linie L, und g’ 
nach auBen von der Linie L,’ begrenzt. 

Die Funktion « kann auf Grund des Prinzips der analytischen Fort- 
setzung auch in den genannten 2p Filichenstreifen erklirt werden, Wir 
bemerken, daB D(u) = D(u) und De) = Dis) ist. Diese Werte sind 

9a Ne Se 


«a 
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demnach zusammen kleiner als der Wert D(u), welcher seinerseits kleiner 
® 


als M abgeschiitzt wurde. Bezeichnen wir nun mit ®, den Bereich 9, 
vergréBert um die 2p Flichenstiicke g, und g,’, so hat man 


D(u) << 2M. 
P+ 


Jetzt mége mit B ein 2p-fach zusammenhiingendes Teilgebiet von , 
bezeichnet werden, welches den Bereich © vollstindig enthilt und dessen 
Begrenzungslinien je in einem der 2p Zusatzstreifen verlaufen, ohne je- 
doch die Begrenzung dieser Zusatzstreifen zu treffen. Fiir diesen Bereich B 
kénnen wir eine obere Schranke der Funktion u(®) herleiten, welche, wie 
wir sofort bemerken, beim Ubergange von ® zu einem hinreichend be- 
nachbarten Bereiche ’ erhalten bleibt, wobei B nicht mit verindert 
werden soll. Um diese Abschiitzung zu gewinnen, dient uns folgender, 
auch von Herrn Courant (Diss. Gétt. 1910)*) gefundener Hilfssatz, welchen 
ich in derselben Weise in meiner ,,4. Mitteilung iiber die Uniformisierung 
beliebiger analytischer Kurven“ (Géttinger Nachrichten 1909) und in der 
Abhandlung ,,tiber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven 
I, Teil* (Journal fiir Mathematik 138, S. 222) entwickelt habe und 
welcher wegen seiner Einfachheit und Wichtigkeit auch hier entwickelt 
werden mdge. 

Hilfssatz: Es sei g(x, y) irgend eine innerhalb eines Kreises K 
vom Radius R reguliir und eindeutig erklirte Potentialfunktion, fiir welche 
der Wert D(q) des Dirichletschen Integrals kleiner als G ist. Alsdann 

kK 


bleibt, wenn & ein mit K konzentrischer Kreis mit dem Radius r ist, die 
Wertschwankung der Funktion in k& unterhalb einer nur von r, R und 
G abhingenden Schranke g. Als Wertschwankung einer Funktion in 
diesem Bereiche bezeichnen wir dabei den Unterschied zwischen dem alge- 
braisch gréBten und kleinsten Werte, welchen die Funktion in dem Be- 
reiche annimmt. 

Beweis: Zum Beweise ist erforderlich zu zeigen, daB in — die in irgend 


einer Richtung genommene Ableitung # der Funktion g unterhalb einer 


Schranke y bleibt, welche nur von r, R, G abbiingt. Man hat fiir irgend 
eine Stelle (x, y) in K den Satz, daB der Wert p(x, y) das arithmetische 
Mittel der von der Funktion m auf jedem Kreise mit dem Punkte (2, y) 
als Mittelpunkt angenommenen Werte ist, also auch das flichenhaft er- 
streckte arithmetische Mittel der von der Funktion im Innern jedes der- 
artigen Kreises angenommenen Werte. Wihlen wir fiir jeden Punkt (2, y) 


*) Mit geringen Veriinderungen, u. a. auch an der hier in Betracht kommenden 
Stelle, abgedruckt in Math. Ann. 71 (1911). 
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in k den zugehérenden Kreis als einen Kreis vom Radius a=", so liegt 


dieser Kreis fiir alle Punkte von & innerhalb des Kreises K. Die GriBe 
* ist bei festgehaltener Differentiationsrichtung auch eine Potentialfunk- 


tion. Indem wir auf dieselbe den letzterwaihnten Mittelwertsatz anwenden 
in. Erstreckung tiber den gewiihlten Kreis und bemerken, daB die unter 
dem Integralzeichen stehende GréBe 
7, os ee cos (2, v) + io cos (y, v) 

dem absoluten Betrage nach abschitzungsweise kleiner gesetzt werden kann 
als |p,|?+ 1+ |,|?+ 1, da der absolute Betrag der Kosinusse kleiner als 
1 ist und auBerdem stets |a|<a*+ 1 ist, ergibt sich sofort die gewtinschte 
Schranke y und damit g.*) 

Der soeben bewiesene Hilfssatz liefert jetzt eine obere Schranke fir 
den absoluten Betrag der Funktion u im ganzen Bereiche B. Um diese 
Schranke zu gewinnen, haben wir nur nétig, den Bereich B durch end- 
lich viele Kreisfliichenstiicke vollstiindig soweit zu tiberdecken, daB jeden- 
falls alle Punkte des Bereichs B als innere Punkte solcher Kreisfliichen 
erscheinen. Wir brauchen dann nur unsern Hilfssatz kettenfoérmig zur An- 
wendung zu bringen, um, ausgehend von dem unendlich fernen Punkte, 
in welchem die Funktion « den Wert 0 hat, die gewiinschte im ganzen 
Bereiche B giiltige Schranke zu erhalten, unter Bezugnahme auf die vorher 
bewiesene Tatsache, daB innerhalb aller dieser Kreisflichen, die ja nur 
Teile des Bereichs ®, sind, der Wert des Dirichletschen Integrals unter- 
halb der oben gefundenen GréBe 2M bleibt. Die fiir |u()| innerhalb B 
gefundene Schranke mige mit N bezeichnet werden. Wir bemerken noch- 
mals, daB diese Schranke bei hinreichend kleiner Veriinderung des Be- 
reichs ® in Kraft bleibt. 

Sei nun ’ ein Nachbarbereich des Bereichs 9, u’ die an Stelle von 
u tretende Potentialfunktion. Dann wollen wir jetzt schlieBlich zeigen, 
daB die Differenz u’— u im Bereiche B eine gleichmaBig unendlich klein 
werdende GréBe wird, wenn ®’ sich dem Bereiche © unbegrenzt nihert. 

Es ist auf Grund unserer Begriffsbestimmung ganz klar, was wir 
unter unbegrenzter Anniiherung des Bereiches ©’ an ® zu verstehen haben. 
Wir werden diesen Begriff unten nur in den oben 8. 61 hervorgehobenen 
zwei Fallen gebrauchen, in welchem er quantitativ genau priazisiert ist. 


*) Selbstverstiindlich kann iibrigens g als eine nur von G und R 
GréBe bestimmt werden, weil eine Potentialfunktion ihre Eigenschaft als solche bei 
Ahnlichkeitstransformation der (x, y) Ebene wie bei jeder konformen Transformation 


behilt und auch der Wert des Dirichletschen Integrals dabei ungeiindert bleibt. 
5* 


abhiingende 
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Um zu einer Abschiitzung der GréBe u’—u zu gelangen, bemerken 
wir, daB auf Grund unseres Hilfssatzes 5. 66 die Méglichkeit besteht, eine 
solehe Abschiitzung dann auszufiihren, wenn eine Abschiitzung fiir den 
Wert des Dirichletschen Integrals der Funktion u’—wu gefunden ist. 
Schreiten wir daher zunichst zu einer solchen Abschitzung. Es ist 


D(w' —u) => fw —u) 9 de, 


wobei die Summe 2 eine Summe von 2p Randintegralen bedeutet, die 

iiber die 2p Begrenzungslinien des Bereichs ® erstreckt sind. Fiir uns 

kommt es darauf an, zu zeigen, dab D(u’—u) eine GréBe ist, welche un- 
© 


endlich klein wird, wenn ®’ sich unbegrenzt ® nihert. Dies wiederum 
ist auf Grund der Darstellung durch die Summe 2 dann erwiesen, wenn 
gezeigt ist, daB die GriBe (w—u)*“—" de eine fiir alle Randlinien- 
elemente im Verhiiltnis zur GréBe do gleichmaBig unendlich klein werdende 
GréBe ist, sofern man immer je zwei vermége der Randsubstitutionen ein- 
ander entsprechende Integralelemente der erwihnten Form vereinigt. Be- 
zeichnen wir zu dem Zwecke mit P einen Randpunkt von ®, mit P’ den 
Bildrandpunkt auf der zugeordneten Begrenzungslinie von ®, so hat man 


u(P’)=u(P)+1 oder u(P’)=u(P), 


je nachdem P auf dem ersten oder einem der weiteren p — 1 Randlinien- 
paare angenommen ist. Ferner hat man entsprechend 
u(P’)=u(P)+1+e oder w(P)=—w(P)+.e, 

wobei mit « eine GréBe bezeichnet ist, welche gleichmiBig fiir alle P un- 
endlich klein wird, wenn ©’ sich ® unbegrenzt nihert. In der Tat be- 
stehen fiir «’ ja dieselben Relationen wie fiir u, sofern man unter P’ den- 
jenigen Bildpunkt versteht, welcher dem Punkte P vermége der betreffenden 
Randsubstitutionen des Bereichs ©’ entspricht. Dieser neue Punkt P’, den 
wir fir den Augenblick etwa mit P” bezeichnen wollen, liegt nun dem 
erstgenannten Punkte P’ gleichmiibig infinitesimal benachbart, wie un- 
mittelbar aus unserem Begriff der infinitesimalen Anniherung des Be- 
reichs ©’ an den Bereich ® folgt. Der Wertunterschied zwischen u’(P”) 
und u’(P’) ist aber eine gleichmibBig infinitesimale GréBe fir die betrachtete 
Anniherung, weil die Funktion uw’ in dem ganzen Bezirke B unterhalb 
der oben gefundenen festen Schranke N bleibt, sodaB, wie aus dem Poisson- 
schen Integral geschlossen werden kann, die Ableitungen der Funktion w’ 
in B, insbesondere in der Umgebung der 2p Begrenzungslinien des Be- 
reichs ® dem absoluten Betrage nach unterhalb einer fiir alle Nachbar- 
bereiche gleichmaSig bestimmbaren festen Schranke bleiben. 
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Aus den oben aufgestellten Gleichungen folgt nun durch Subtraktion 
(+) (w — u)p— (w—u)p—e, 
giiltig lings allen p Randlinienpaaren des Bereichs 9. 

Wir bemerken weiter, dab die soeben mit Bezug auf P als Rand- 
punkt gemachten Bemerkungen ohne weiteres in Kraft bleiben, wenn wir 
P- und entsprechend P’ in der Nachbarschaft der Randlinien des Bereichs ® 
variabel denken. Die GréBe ¢ bekommt dann eine noch weitere Bedeutung, 
insofern sie nun eine fiir die erwihnte Nachbarschaft der Begrenzungslinien 
des Kereichs ® gleichmaBig unendlich klein werdende GréBe ist. Wir 
haben dann wieder die Relationen (+), wobei ¢ als eine Potentialfunktion 
des Punktes P aufgefaBt werden kann, welche eben gleichmibig unendlich 
klein wird in der genannten Nachbarschaft der Begrenzungslinie. Hieraus 
folgt nun aber sofort die Gleichung 


V(u’ — , aw’—w 
diu -*) a6 _ aw ")j6 = *% de 


(+*) dy’ dy dy ? 


wenn mit dv’ und do’ die vermége der Randsubstitutionen den Elementen 


dy und do entsprechenden Elemente bezeichnet werden. Die GréBe “do 
kann aber jetzt gesetzt werden 


(+*) af do = yds, 


wobei mit 7 eine fiir alle 2p Begrenzungslinien gleichmiBig unendlich 
klein werdende GréBe bezeichnet ist. Auf Grund der gefundenen Formeln 
(+) und (**) finden wir unter Benutzung der friiher aufgestellten Ab- 
schittzung |u’— wu < N, daB in der Tat 

D(uw' —u) = 

. 


gesetzt werden kann, unter # eine bei infinitesimaler Anniiherung des Be- 
reichs ©’ an ® unendlich klein werdende GréBe verstanden. 

Jetzt ergibt sich wieder durch kettenférmige Anwendung des Hilfs- 
satzes 8. 66, daB ju’ — u| zuniichst im Gebiete ®_ eine gleichmibig infini- 
tesimale GréBe ist, wenn mit ®_ ein nicht bis an die Begrenzung von ® 
sich erstreckendes Teilgebiet von ® bezeichnet wird. Um fiir das ganze 
Gebiet ® and dariiber hinaus den SchluB zu machen, bemerken wir, dab 
die Funktion «’—w in den Bereichen 9,, 91’, 92, 92) °°") Jpr Jp ‘ieselben 
Werte annimmt wie in den Bereichen f,, f,',---,/,,f,, abgesehen von 
einer gleichmiBig bestimmbaren infinitesimalen GréBe. Daraus ergibt sich, 
daB die Werte D(w' —u), (die Integrale erstreckt tiber die Flichen g,, 9,’), 


jedesmal einen Wert liefern, welcher sich von dem entsprechenden Werte 
des Integrales erstreckt tiber f,’ und f, um eine infinitesimale GréBe 
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unterscheidet. Diese letzteren Integralwerte sind aber jeder kleiner als 
Dw —#), welcher Wert ja bewiesenermaBen eine infinitesimale GréBe ist. 


Daraus folgt, dab 
D(u' —u) = # 
B 


gesetzt werden kann, unter #’ eine infinitesimale GréBe verstanden. Aus 
dieser Gleichung nun wiederum folgt, da 


Max w—u =" 
B 


gesetzt werden kann, unter #” eine infinitesimale GréBe verstanden. D. h. 
also: Der Uniterschied |u’— u| wird im ganzen Gebiete B gleichmiBig un- 
endlich klein, wenn ®’ sich unbegrenzt ® niahert. 

Stetigkeitsbeweis mittels des allgemeinen Konvergenzprin- 
zips. Es ist instruktiv zu sehen, wie der im vorhergehenden mit Hilfe 
der Minimaleigenschaft gefiihrte Stetigkeitsbeweis mittels des allgemeinen 
Konvergenzprinzips ohne Hinzunahme sonstiger Hilfssiitze erbracht werden 
kann. Dieser neue Stetigkeitsbeweis verliiuft indirekt. 

Wir wollen zuniichst dartun, daB das Maximum der Funktion u() 
in ©, welches wir mit uw bezeichnen wollen, unterhalb einer endlichen 
Schranke bleibt, wenn ® sich stetig iindert. Zu dem Zwecke werde an- 
genommen, daB dem nicht so sei. Alsdann kénnten wir eine Folge von 
Bereichen ® bestimmen, sie mégen mit 


ov’, o”, o”, 


bezeichnet werden, welche gegen den Ausgangsbereich ® konvergieren und 
fiir welche die beziiglichen Maxima 


“nr 


ww, wy 

d. s. die Maxima des absoluten Betrages der zugehérenden Funktionen 
u’, u”, rs eel 

bezw. innerhalb 0’, ®”, ©”, -.- gegen co konvergieren. Wir bemerken, dab 


innerhalb B die Maxima derselben Funktionen beziiglich unterhalb w’ + 1, 
we’ +1, w” +1, --- bleiben. Die Funktionen 


, 
i: 








itl iS. IS... 
lei jewel? je |? 
haben jetzt als Maximalwerte simtlich den Wert 1, jedoch die Periodizitits- 
moduln + A A , ‘++. Dieselben Funktionen besitzen in B, (B>®), 
an an 


Maximalwerte, die beziiglich unterhalb 1 + na 1+ - i 7 , +++ bleiben. 
Da die letztgenannten Werte selbst unterhalb einer festen Schranke bleiben, 
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ergibt sich mithin aus dem allgemeinen Konvergenzprinzip, daB man aus 
der Reihe der Funktionen 7 ; > ,*** eine innerhalb B gleichmiBig kon- 


vergente Folge auswihlen kann, welche gegen eine Grenzfunktion @ mit 
folgenden Eigenschaften konvergiert: # ist eine innerhalb B_ regulire 
Potentialfunktion, die gegeniiber simtlichen p Randsubstitutionen von ® 
ungeindert bleibt und deren absoluter Betrag in ® das Maximum 1 be- 
sitzt. Das ist aber unméglich, weil auf Grund der erstgenannten Eigen- 
schaft die Funktion @ eine Konstante sein muB, welche Konstante nur 
den Wert 0 haben kann, weil # wie alle betrachteten Potentiale im Un- 
endlichen verschwindet. Wir sind also auf einen Widerspruch gefiihrt, und 
folglich mu fiir alle Funktionen u, die zu Bereichen © einer gewissen 
Nachbarschaft des Ausgangsbereichs ® gehéren, eine obere Schranke des 
absoluten Betrages dieser Funktionen innerhalb ®, daher auch innerhalb 
B existieren. 

Nunmehr kénnen wir leicht den Nachweis fiihren, daB u’— wu inner- 
halb B gleichmiBig unendlich klein wird, wenn ©’ gegen © konvergiert. 
Wir nehmen zu dem Zwecke wieder das Gegenteil an; d. h. wir nehmen 
an, daB in einem in B enthaltenen Bezirk 6 die Funktion u’— u, welche 
im Punkte co verschwindet, ein Maximum des absoluten Betrages besitzt, 
welches oberhalb einer von 0 verschiedenen positiven GréBe y bleibt, wie 
nahe auch ©’ an ® liege. Alsdann lieBe sich wieder eine gegen ® kon- 
vergierende Folge von Bereichen bestimmen, die wir mit 0’, ®”, 0”, .-. 
bezeichnen kénnten, sodaB stets |u”)—u| in 6 ein Maximum des abso- 
laten Betrages > y hiitte. Hieraus miiBte sich, da alle Funktionen der Folge 
in B bewiesenermafen unterhalb einer festen endlichen Schranke bleiben, 
eine Teilfolge ®™), O), . . . bestimmen lassen, sodaB eine bestimmte Grenz- 
funktion lim w«) zustande kiime, fiir welche nun natiirlich auch der Unter- 


schied gegen « in 6 ein Maximum des absoluten Betrages > y besitzen 
miiBte und die daher jedenfalls keine Konstante sein kénnte. Andererseits 
miiBte jedoch diese Grenzfunktion wie alle Funktionen w’, wu”, u’’,-- + einen 
Periodizitiitsmodul 1 besitzen und zwar entsprechend derselben Rand- 
substitution, in bezug auf welche wu selbst den Periodizitiitsmodul 1 be- 
sitzt. Hieraus folgt, dab die erwihnte Grenzfunktion mit w identisch sein 
muB, daB also ihr Unterschied gegen u innerhalb 6 identisch 0 ist, wihrend 
derselbe soeben > y gefunden wurde. 
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§ 3. 
Einfiihrung von Riemanns (6 p—6)-parametriger Parallelogrammfigur. 
Stetige Anderung derselben in Abhingigkeit von ©. 


Wir betrachten wieder unsern Bereich ® mit den p Randkurven- 
paaren L,, L,’ [«=1,---,p|. Indem wir in diesem Bereiche, wie oben, 
die p Querschnitte Q, ziehen, erhalten wir den oben mit @ bezeichneten 
p-fach zusammenhiingenden Bereich. Ist J irgend ein zu ® gehérendes 
Abelsches Integral erster Art, so besitzt das Differential dJ gemiB einem 
bekannten Satze der Theorie der Abelschen Integrale 2» — 2 Nullsteilen, 
wobei jede eventuell mit der richtigen Multiplizitét zu zihlen ist. Es ist 
beme:kenswert, daB dieser Satz direkt am Bereiche ® demonstriert werden 
kann. Zu dem Zwecke erstrecken wir das Integral 


ga fe log J’ (2) 


iiber die vollstiindige Begrenzung des Bereichs ®. Dieses Integral ist naim- 
lich gleich der zu bestimmenden Anzahl der Nullstellen des Differentials 
dJ, vermehrt um zwei Einheiten, die von dem unendlich fernen Punkte 
herriihren. Wir bezeichnen mit dz und dz’ zwei zugeordnete Randelemente 
des Bereichs ®, welcher, was stets erreichbar ist, der Bedingung geniigen 
mége, daB der unendlich ferne Punkt nicht eine der betrachteten Null- 
stellen ist und daS auch auf seiner Begrenzung keine Nullstelle liegt. 
Werden mit z und ¢# die betrachteten zugeordneten Randpunkte selbst 
bezeichnet, so kénnen wir in dem auszuwertenden Integrale je zwei Ele- 
mente in der Form vereinigen 
dig (1) — ag (24) — a (8), 

da dJ(z’) = dJ(z) ist. Hierdurch ergibt sich fiir das einzelne Randlinien- 
paar als Wert des zu untersuchenden Integrales der Wert 2. Denn die 


Amplitude der GréBe vd vermehrt sich bei Durchlaufung der das Diffe- 


rential dz enthaltenden Linie L um 42, weil die Amplitude von dz den 
Zuwachs — 22 erfaihrt, wihrend die Amplitude von dz den Zuwachs 
+ 2a erfahrt. 

Das Integral J ist in @ jedenfalls eindeutig, und wir kénnen vermige 
einer geringen Abinderung der Begrenzung unter Aufrechterhaltung der 
analytischen Randsubstitutionen annehmen, daB keine der 2p — 2 Null- 
stellen des Differentials dJ auf der Begrenzung von @ liegt. Alsdann ver- 
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mittelt die Funktion J eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Be- 
reichs gm auf eine mehrblattrige Figur mit 2p — 2 Windungspunkten im 
Innern, begrenzt von p parallelogrammartigen Rahmen, deren je vier 
Seiten paarweise durch euklidische Parallelverschiebungen aufeinander be- 
zogen sind. Es ist dies die bekannte mehrblittrige Parallelogrammfigur, 
welche Riemann in seiner Abhandlung iiber Abelsche Funktionen § 12*) 
betrachtet und mit Bezug auf welche Riemann eine Reihe von Bemerkungen 
macht, welche fiir seine Ideengiinge iiberhaupt sehr bezeichnend sind. 

Wir wollen nun, bevor wir von der soeben erwihnten Riemannschen 
Normalfigur planmaBigen Gebrauch machen, noch einige unseren Zwecken 
dienliche Spezialentwicklungen geben. Es kommt uns wegen einer ein- 
heitlichen Behandlung darauf an, den Satz zu haben, daB, wie auch  ge- 
geben sein mége, es stets méglich ist, J so zu wiihlen, daB die 2p — 2 
Nullstellen des Differentials dJ simtlich einfache Nullstellen sind und dab 
auch keine der Nullstellen auf der Begrenzung von g, wie dies nun einmal 
begrenzt ist, liegt. Selbstverstiindlich wiirde dann das allgemeine Abelsche 
Integral erster Art die genannten Eigenschaften ebenfalls besitzen. 

Wir formulieren zuniichst den der ersten Forderung entsprechenden Satz. 

Satz:**) Auf jeder Fliche ® vom Geschlecht p > 1 existiert ein Abel- 
sches Differential erster Art, dessen simtliche 2p — 2 Nullstellen ein- 
fach sind. 

Zum Beweise dieses Satzes benétigen wir einige bekannte Tatsachen 
aus der Theorie der Abelschen Integrale, an welche wir hier mit direktem 
Bezug auf die Fliiche ® erinnern unter Angabe auch der sehr einfachen 
Beweishilfsmitte!, die unmittelbar auf den Bereich © zur Anwendung ge- 
langen. 

Wir definieren zuniichst fiir den Bereich m die p Normalintegrale 
erster Art J,(2),---, J,(2), von welchen J,(2) durch die Kigenschaft defi- 
niert sein soll, fiir ¢=—oo zu verschwinden, lings den Querschnitten 
Qi °°» Qe-s» Qears ***» Q, den Periodizitiitsmodul 0 und lings Q, den 
Periodizititsmodul 2a zu besitzen. Nunmehr normieren wir das zu ® 
gehérende Normalintegral zweiter Art mit der Unendlichkeitsstelle z, als 
dasjenige Integral, welches in ® eindeutig ist und nur im Punkte 4, un- 


stetig wird, nimlich wie — ;, Plus reguliire analytische Funktion. Wir 


bezeichnen dasselbe mit J(z,, 2). Die Existenz desselben ergibt sich mit 
Hilfe der kombinatorischen Methoden sofort, wenn man zuniichst die- 
jenige in ® eindeutige, gegeniiber den Randsubstitutionen ungeiindert 
*) Riemann, Ges. Werke Nr. VI. 


**) Dieser Satz iibertriigt sich natiirlich auf jede Riemannsche Fliche vom Ge- 
schlecht p> 1. 
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bleibende Potentialfunktion konstruiert, welche im Punkte z, unendlich 
wird wie der reelle Teil von = te Ist U diese Potentialfunktion, so be- 


sitat U + iV bereits die gewiinschte Unstetigkeit und fiihrt nach Sub- 
traktion einer linearen homogenen Verbindung der J, sofort zur Funktion 
J(%, 2). Die Funktion J(z,, 2) erleidet gegeniiber den analytischen Rand- 
substitutionen des Bereichs ® gewisse additive Zuwiichse, die Perioden 
des Normalintegrals zweiter Art. Um die a Periode zu bestimmen, er- 


streckt man das Integral | { a dJ, iiber die vollstindige Begrenzung des Be- 
reichs ® und findet dadurch fiir die a Periode 2, den Wert J,'(z,). 
Nunmehr kénnen wir die bekannte Bedingung dafiir aufstellen, dab es 
eine von einer Konstanten verschiedene, in ® eindeutige, gegentiber den 
Randsubstitutionen ungeindert bleibende Funktion geben soll, welche an 
p voneinander verschiedenen Stellen z,,---, 2, des Bereichs © von der 
ersten Ordnung unendlich wird, sofern sie an den betreffenden Stellen 
iiberhaupt unendlich wird. Eine solche Funktion wiirde nach Substraktion 
einer gewissen linearen homogenen Verbindung der zu 4,,---, 2, ge- 
hérenden Normalintegrale zweiter Art in eine in ® eindeutige Integral- 
funktion erster Art tibergehen, bei der notwendig auch die gegeniiber den 
Randsubstitutionen auftretenden Perioden verschwinden wiirden. Das gibt 
p lineare homogene Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten jener 
linearen Verbindung, welche dann und nur dann eine von dem Systeme 
0, ---, 0 verschiedene Lésung gestatten, wenn die Determinante 

(+) \J,(,)| = 0 

ist. 

Anmerkung. Bei den vorstehenden Betrachtungen spielte der unend- 
lich ferne Punkt eine in gewissem Umfange ausgezeichnete Rolle. Man 
kann jedoch zweckmiBig den Bereich ® fiir die Zwecke dieser Auf- 
stellungen durch eine lineare Transformation in einen ganz im Endlichen 
liegenden Bereich verwandeln, wobei dann eine der 2p Begrenzungslinien 
umschlieBende Begrenzungslinie wird. An dieser Vorstellung mége auch 
im folgenden bei der Herleitung des Hilfssatzes festgehalten werden. 

Auf der gegenwirtigen Grundlage gewinnen wir nun folgenden Brill- 
Noetherschen*) Satz: Es gibt fiir die Gesamtheit der zu ® gehérenden 
Differentiale erster Art keine allen gemeinschaftliche Nullstelle in ®. — 
Nehmen wir in der Tat eine solche gemeinschaftliche Nullstelle a in ® 
an. Wir wihlen dann p—1 von a und von einander verschiedene, sonst 


willkirliche Stellen 2,,---, ¢,_, in ® und bestimmen, was sicher méglich 


*) Brill-Noether: ,,Uber die algebraischen Funktionen usw. Math. Ann. 7, 8. 285. 
Unsere Beweisfiihrung folgt Picard, Traité d’Analyse Bd. II, 8. 449 (2. Aufl.). 
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ist, ein solches Differential erster Art dw,, welches in 4,,---, 4,_, ver- 
schwindet. Dasselbe verschwindet dann auch in a@ und auBerdem noch in 
p—2 weiteren Stellen, welche auch mit den genannten p Stellen zusam- 
menfallen kénnen. Nun gibt es aber noch ein zweites Differential dw, 
von der ersten Art, welches ebenfalls in den letztgenannten p— 2 Stellen 
verschwindet und sich von dem Differential dw, nicht nur durch einen 


konstanten Faktor unterscheidet. Der Quotient ose wire eine von einer 
1 


Konstanten verschiedene Funktion, welche in ® eindeutig ist und gegen- 
iiber den p Randsubstitutionen ungeiindert bleibt, dazu nur in 4,,-- -, 2 


p-t 
unendlich werden kann und zwar von der ersten Ordnung. Demnach wiire 
es méglich, fiir willkiirlich gewihltes z,, ---, 2, _, eine zugehérende Funk- 


tion zu finden, was mit dem vorher gefundenen Satze im Widerspruch 
steht, nach welchem je p Punkte der Bedingung (*) unterworfen sein 
miissen, damit eine zugehérende Funktion existiert. 

Nunmehr gehen wir zum Beweise des von uns oben 8. 73 aufge- 
stellten Satzes iiber. Wir stellen uns, wie gesagt, vor, daB der Bereich ® 
ganz im Endlichen liege. Angenommen, es sei jedes zu ® gehérende Dif- 
ferential erster Art mit einer mindestens zweifachen Nullstelle behaftet, 
so wiirde dies bedeuten, daB es miéglich ist, fiir jede Wahl der Konstanten 
C,,°*+, ¢ die beiden Gleichungen 


(*) CJ,’ (2) + CgJy(2) + -+- + ¢,J, (2) = 0, 
(+*) €,J," (4) + @d,"(2)+ +--+ ¢,5,"(2)= 0 


gleichzeitig durch passende Wahl von z zu befriedigen. Daraus erhalten 
wir durch Elimination von ¢, die neue Gleichung 

(+#*) 6 (I, I,” —J,"Jy) + ++ + 6S I," —Jyd,') = 9. 

Diese Gleichung wiirde demnach fiir dasselbe z befriedigt werden. Das 
wiirde besagen, daB die GréBe z, welche nun eben auch durch die Gleichung 
(+**) bestimmt gedacht werden kann, nicht von ¢, abhingt. Ebenso kénnen 
wir schlieBen, daB sie nicht von ¢, abhiingt, usw. bis ¢,, d. h., daB sie eine 
fiir alle ¢ feste GréBe ist, entgegen dem Brill-Noetherschen Satze. 

Um den soeben gegebenen Beweis im einzelnen noch etwas zu priizi- 
sieren, seien folgende Bemerkungen gemacht. Die durch die Gleichungen 
(+) und (++) bestimmte GréBe z kann, wenn man ¢,,---,¢, frei variieren 
laBt, nicht an einer und derselben Stelle verharren, weil dadurch diese 
Stelle eine feste Nullstelle fiir p unabhingige Differentiale erster Art 
wiirde und daher eine feste Stelle fiir alle Differentiale erster Art. Ferner 
sei bemerkt, daB die in (*+*) auftretenden p Klammergréfen Funktionen 
ihres Argumentes sind, deren keine verschwindet. In der Tat wiirde das 
Verschwinden einer solehen KlammergriéBe besagen, daB die betreffenden 
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in der Klammer auftretenden Normaldifferentiale erster Art sich nur um 
konstante Faktoren unterscheiden. 


Wir wollen nunmehr zeigen, wie auch der weiteren oben (S. 73) an 
ein Differential erster Art dW gestellten Forderung geniigt werden kann. 
Wir formulieren folgenden Zusatz. 


Zusatz: Das Differential dW erster Art in ® kann noch der weiteren 
Bedingung gemi® bestimmt werden, dab keine der 2p —2 Nullstellen 
auf einer der Begrenzungslinie des Bereichs ® oder auf weiteren in ® 
etwa angenommenen Linien liegt. 

Zum Beweise des Zusatzes gehen wir von einem dW aus, welches 
bereits 2p — 2 voneinander verschiedene einfache Nullstellen hat, jedoch 
etwa noch nicht der erwihnten weiteren Bedingung geniigt, von welcher 
im Zusatze die Rede ist. Es seien dJ,,---, dJ, die oben bereits betrach- 
teten p linear unabhingigen Differentiale erster Art, die zu ® gehdren. 
Alsdann bilden wir das Differential 


dW =dW + cdJ,+ edd, +---+edd,, 


mit ¢ einen variablen komplexen Parameter bezeichnend, welcher auf die 
Umgebung des Wertes c = 0 beschriinkt werde. Bei Beschriinkung von ¢ 
auf eine hinreichend kleine Umgebung des Wertes 0 unterscheidet sich 
dW von dW so wenig, daB die 2p — 2 Nullstellen von dW ebenfalls 
noch einfach sind, da sie jedenfalls mit ¢ sich stetig aindern. Diese 
Anderung muB nun aber fiir jede einzelne Nullstelle sogar eine analytische 
sein, d. h.: Wir sagen, da die einzelne Nullstelle z des Differentials dW 
eine in der Umgebung der Stelle ce = 0 reguliire analytische Funktion des 
Parameters ¢ ist. Dies ergibt sich sofort aus der bekannten Formel fiir 
die Nullstelle § einer Funktion f(z), nimlich 


1 "(2 

si 1G ds, 
eine Formel, welche giiltig ist, sofern lings einer geschlossenen, den 
Punkt ¢ einfach umschlieBenden Linie integriert wird, welche keine weiteren 
Nullstellen umschlieBt. In unserm Falle wird auf diese Weise die Null- 
stelle € durch ein Integral dargestellt, welches von dem Parameter ¢ ab- 
hiingt, nach welchem man unter dem Integralzeichen unbedenklich dif- 
ferentiieren kann. Ist somit € als reguliire analytische Funktion von ¢ fir 
die Umgebung der Stelle c= 0 erwiesen, so bleibt jetzt nur noch fest- 
zustellen, daB € in Abhiingigkeit von ¢ nicht eine Konstante ist. Diese 
Méglichkeit wird mit Hilfe des Brill-Noetherschen Satzes folgendermaBen 
ausgeschlossen. Wiire € eine Konstante,so wiirde € fiir p verschiedene Wahlen 
von ¢, etwa ¢,, ¢,---, ¢,, stets denselben Wert erhalten. Die sich so er- 
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gebenden Differentiale erster Art sind aber jedenfalls linear unabhingig 
wegen des Nichtverschwindens der Determinante 


of | [e=1,--,p; B=1,--+,p]. 
Demnach wiirde tiberhaupt jedes Differential erster Art die Nullstelle ¢ 
besitzen, entgegen dem Brill-Noetherschen Satze. 


Hiermit ist klar, daB die Nullstellen des Differentials dW bei frei 
variablem ¢ die vollen Umgebungen der Ausgangsstellen beschreiben und 
daB es mithin méglich ist, durch beliebig kleine Modifikation zu erreichen, 
daB keine der Nullstellen auf einem gegebenen Liniensystem liegt. 


Nachdem der oben formulierte Hilfssatz und Zusatz bewiesen ist, 
kénnen wir also jetzt ein in m eindeutiges Abelsches Integral W auffinden, 
fiir welches die 2» — 2 Nullstellen von dW alle voneinander verschieden 
und also alle einfache Nullstellen sind. Die erwihnte Eigenschaft bleibt 
auch aufrecht erhalten, wenn wir zu W irgend eine lineare homogene 
Verbindung der Normalintegrale erster Art mit hinreichend klein gewihlten 
Koeffizienten hinzufiigen. Wir kénnen daher, um auf eine normale Vor- 
stellung zu kommen, dem zu wihlenden Integral W auch noch die Be- 
dingung auferlegen, daB die 2p Periodizitiitsmoduln simtlich von Null 
verschieden sind. Weiter kénnen wir durch eine eventuelle Modifikation 
der Begrenzung des Bereichs m oder direkt unter Bezugnahme auf den 
»Zusatz erreichen, daB keine der Nullstellen des Differentials dW auf 
einer Begrenzungslinie des Bereichs m liegt. Ein so gewihltes Integral 
wollen wir mit W(®) bezeichnen, wenn wir jetzt schlieBlich noch vor- 
schreiben, daB dieses W an einer der 2p — 2 Nullstellen von dW den 
Wert Null annehmen soll, wodurch auch itiber die additive Konstante 
verfiigt wird. Das Integral W(®) besitzt lings den p Querschnitten ( 
p Perioden. Durch diese Perioden in Verbindung mit der Bedingung des 
Verschwindens von W an der gewihlten Nullstelle von dW ist W in » 
eindeutig definiert, und wir kénnen, indem wir die genannten p Perioden 
ihrem Werte nach festhalten, W(®) als eine von ® selbst abhiingige 
GréBe betrachten, die sich nun beim Ubergange zu einem Nachbarbe- 
reiche ©’ in ganz bestimmter Weise fndert. Dabei hat man sich natiir- 
lich die Querschnitte Q auch stetig mitgeindert zu denken, eine Anderung, 
die man itibrigens nur an den Endstiicken der @ vorzunehmen braucht, 
wo diese Querschnitte in die Begrenzungslinien von ® miinden. 

Wir machen nun die wichtige Bemerkung, daB W() unter den ge- 
nannten Normierungsbedingungen eine stetige Funktion von ® ist. Fiir 
den Nachweis bedarf auf Grund der vorangegangenen Entwicklungen nur 
noch derjenige Punkt einer Erledigung, der durch die Normierung der 
additiven Konstanten gegeben ist, insofern als die Stellen a und a’, an 
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welchen W und W’, unter W’ das zu einem benachbarten Bereiche 0’ 
gehérende Integral verstanden, der Normierung gemaB verschwinden, all- 
gemein zu reden nicht zusammenfallen. Dieser Nachweis ergibt sich jedoch 
unmittelbar, wenn man folgendes beachtet. Es méige mit W* diejenige 
zu ® gehérende Integralfunktion bezeichnet werden, welche sich von W’ 
nur dadurch unterscheidet, daB sie nicht in a’, sondern in a verschwindet, 
also von W’ nur durch eine additive Konstante, nimlich den Wert W’(a), 
verschieden ist. Der Wert dieser Konstanten ist nun in der Tat eine 
infinitesimale GréBe, weil einerseits a’—a eine infinitesimale GréBe ist, 
andererseits die Ableitungen der Funktion W’ ebenso wie W’ selbst unter- 
halb einer festen Schranke bleiben, gemi® den Untersuchungen des § 2. 
Die Untersuchung ist hierdurch auf die Betrachtung der Differenz W* —W 
reduziert, welche in a verschwindet und daher nach friiheren Entwick- 
lungen gleichmibig in dem oben 8.66 mit B bezeichneten Bereiche un- 
endlich klein wird, wenn ®’ in ® iibergeht. 

Die Funktion W(®) oder W, wie wir sie abgekiirzt bezeichnen, leistet 
eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung des Bereichs p auf eine 
gewisse mehrblittrige, p-fach zusammenhingende Fliche N, welche 2p — 2 
innere Windungspunkte erster Ordnung besitzt, von welchen der eine mit 
dem Nullpunkte der W-Ebene koinzidiert. Die Begrenzung wird von p 
parallelogrammartigen Rahmen gebildet, deren je vier Seiten tiber Kreuz 
durch p feste (entsprechend den p Querschnitten Q) und p mit ® ver- 
iinderlich zu denkende euklidische Parallelverschiebungen aufeinander be- 
zogen sind. Die Fliche N als solche hingt noch von 3p — 3 komplexen 
Konstanten ab, welche wir, da fiir die Anwendung nur die nachbarlichen 
Variationen in Betracht gezogen werden, ohne dab der eigentliche Rie- 
mannsche Klassenbegriff als solcher in unsere Betrachtung hineinspielen 
wird, als die 3»—3 komplexen Parameter von N bezeichnen. Wir kénnen 
statt dessen auch von 6p — 6 reellen Parametern reden, indem wir uns 
fiir jeden der 3p — 3 beweglichen Windungspunkte und jeden der p be- 
weglichen Verschiebungsvektoren (das sind die 3p —3 Parameter) die Zer- 
legung im reellen und imaginiiren Teil vorgenommen denken. 

Wir kénnen uns die einzelne Fliche NV dadurch erweitert denken, dab 
wir entsprechend der Randerzuordnung die analytische Fortsetzung der- 
selben betrachten, d. h. zuniichst 8p kongruente Exemplare N an dieselbe 
angesetzt denken, an jeden Rahmen einen ihn umschlieBenden Kranz. Die 
von uns in der Folge zu betrachtenden Variationen der Fliche N werden 
stets in solcher Beschriankung vorgenommen, daB eine Kollision nament- 
lich zwischen den Windungspunkten und Begrenzungslinien sowie auch 
zwischen den Windungspunkten untereinander nicht méglich ist. In der 
Tat wird es fiir die folgenden Betrachtungen gleichgiiltig sein, welchen 
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Grad der Beschriinkung wir der Fliche N hinsichtlich ihrer 6p — 6 dimen- 
sionalen Variabilitit auferlegen, wesentlich wird immer nur sein, daB die 
Méglichkeit der Bewegung mit 6p —6 reellen Freiheitsyraden gegeben 
ist, wobei fiir die Begrenzungslinien selbst auch ein beliebig kleines Feld 
ihrer Beweglichkeit zugelassen werden kann. 


§ 4. 


Einfiihrung des (6p —6)-parametrigen Fundamentalbereichs ¥. Die 
umgebungstreue Abbildung seines Parametergebiets auf das 
Parametergebiet der Riemannschen Parallelogrammfigur. 


Mit Y werde im folgenden ein Fundamentalbereich des Schottkyschen 
Typus bezeichnet, d. i. ein Bereich der Gattung ®, jedoch mit p linearen, 
nicht mehr nur regular analytischen Randsubstitutionen. Diesen Bereich ¥ 
stellen wir uns dabei noch in bestimmter Normierung vor. Wir denken uns 
nimlich von den 2p Fixpunkten der p Randsubstitutionen die beiden ersten 
nach 0 und oo verlegt, den dritten nach 1, eine Normierung, welche 
durch eine einzige lineare Substitution erreicht wird. Der so normierte 
Bereich ¥ wird von der Linie ZL,’ umschlossen, welche ebenso wie die 
Linie Z, den Nullpunkt einfach umschlingt. Auch jetzt kénnen wir, ob- 
wohl dies nicht unbedingt erforderlich sein wird, fiir die Begrenzung des 
Bereichs ¥ vorschreiben, daB alle 2p Begrenzungslinien geschlossene reguliire 


analytische Linien sind. Die Randsubstitutionen stellen sich der Reihe 
nach in der Form dar 


e—1 z—1 2’—a, z—4a, 


= p,°8, 7—t, ~*5-k"*? v—b, Me 2—), [a= 3,--+,p). 





Die 3p —3 GréBen m,, +--+, My, Mg, **%) Gy by, ---, b, bilden ein System 
von 3p —3 komplexen GréBen, welche man im komplexen Gebiet frei 
variieren kann. Diese Konstanten nennen wir kurz die Parameter des 
Gebietes ¥ (Y-Parameter). Entsprechend der Veriinderung dieser Parameter 
wollen wir uns die stetige Veriinderung von Y so vor sich gehend denken, 
daB die p Begrenzungslinien L,, ---, L, festgehalten werden, wodurch jedes- 
mal die Bildkurven J,’,---,Z,’ nach Angabe des Parametersystems voll- 
stindig bestimmt werden. Bei dieser stetigen Verainderung wird es uns 
immer nur auf nachbarliche Verinderungen ankommen, wobei Kollisionen 
von selbst ausgeschlossen sind. 


Wir bestimmen nun zu einem Bereiche Y, von welchem ausgegangen 


wird, gema8 den Bestimmungen des § 4 eine zugehdrende Integralfunktion 
erster Art W, wobei wir auch hier durch eine eventuelle geringe Modi- 
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fikation der Begrenzungslinien*) oder unter Bezugnahme auf den Zusatz 
8. 76 erreichen, daB W auf den Begrenzungslinien von Y und y, d. i. die 
mit p Querschnitten ausgestattete p-fach zusammenhingend gemachte 
Fliche Y, keine Nullstelle seiner Ableitung besitzt. Durch Vermittlung 
der Funktion W wird die Fliche » auf die Normalfliche N abgebildet, 
und es ergeben sich 3p —3 Werte fiir deren Parameter (N-Parameter). 
Nunmehr lassen wir Y und damit zugleich y stetig variieren mit den 
6p — 6 oben genannten reellen Freiheitsgraden. Dabei veriindert sich die 
Fliche N stetig, d. h. sowohl die inneren Windungspunkte als auch die 
verinderlichen Perioden als auch die Begrenzungslinien selbst variieren 
stetig. 

Es ist nun der Nachweis zu fiihren, daB die bei der genannten Varia- 
tion sich ergebenden Wertsysteme fiir die N-Parameter die (6p—6)-dimen- 
sionale Umgebung des Anfangswertsystems vollstiindig erschépfen, wie 
klein auch die um das Ausgangswertsystem der -Parameter gewihlte 
Umgebung sein mag. Dieser Nachweis beruht erstens auf der Tatsache 
des Bestehens des Unititssatzes fiir die uniformisierenden Variablen des 
Schottkyschen Typus, zweitens auf der Tatsache, daB das stetige ein- 
eindeutige Bild eines -dimensionalen Gebietes im n-dimensionalen Raum 
wieder ein n-dimensionales Gebiet ist oder, anders ausgedriickt, daB eine 
solche Abbildung stets wmgebungstreu ist, d. h. den Charakter eines Punktes 
als innerer Punkt aufrecht erhilt. Innerer Punkt eines Bereichs wird 
hierbei ein Punkt genannt, von welchem eine volle Umgebung auch noch 
dem Bereiche angehért. 

Im Einzelnen verliiuft die Beweisfiihrung folgendermaBen. 

Es mégen mit 4, das Ausgangssystem der Y-Parameter, mit m, das 
System der entsprechenden N-Parameter, mit # und i”, m’ und m” 
-Parametersysteme beziehungsweise N-Parametersysteme in der Nachbar- 
schaft der Ausgangssysteme bezeichnet werden. Wir kiénnen dann zuniichst 
um i eine Umgebung U im Gebiete der Y-Parameter so klein abgrenzen, 
daB die im Bezirke U sich ergebenden Flichen N und N von der Aus- 
gangsfliche N, und N,(N und N, sind die gemi8 dem oben genannten 
Prinzip durch p Krinze erweiterten Flichen N und N,) sich so wenig 
unterscheiden, daf folgenden Bedingungen geniigt wird: Innerhalb N, 
werde um jeden inneren Windungspunkt herum ein kleines Kreisflichen- 
stiick K abgegrenzt, ebenso werde jede der p Begrenzungslinien von 
N, in einen auf N, konstruierten Rahmen eingebettet, der weder mit 
den genannten Kreisflichenstiicken noch auch ihren Wiederholungen auf 


*) Vgl. unten 8. 96. 
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N,, kollidiert, (vgl. die schematische Figur 4); schlieBlich werde in diesem 
Rahmen fiir die vier Eckpunkte des Parallelogramms je ein viereckartiger 
Bezirk in der in Figur 4 angedeuteten Weise abgegrenzt. Die erwihnte 
Umgebung JU soll nun so klein gewiahlt sein, dab — 
jedes der angeftihrten Sticke (Windungspunkte, (22a 
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kann sicher geniigt werden wegen der friiher be- ae 
bewiesenen Stetigkeit der Funktion W=W(®). Wir kénnen und wollen 
die Schranken von U noch enger ziehen, indem wir jetzt verlangen, dab 
insbesondere die Anderung der Begrenzungslinien von N, welche ent- 
sprechend dem Bezirke U statthaben kann, so klein sei, daB, sobald gleiche 
Periodensysteme fiir zwei verschiedene Flichen N, etwa N’ und N”, vor- 
handen sind, die betreffenden Begrenzungslinien dadurch zur Deckung 
miteinander gebracht werden kénnen, dah man, ohne sonstige Kollisionen 
hervorzurufen, erstens die vier Eckpunkte durch kongruente Parallelver- 
schiebung zur Deckung bringt und dann die Begrenzungsseiten einzeln 
deformiert, und zwar alles dies, ohne daB das oben definierte Feld der 
Variabilitiit verlassen wird. 

Nachdem U so bestimmt ist, kénnen wir behaupten, dab zwei ver- 
schiedenen in U gewihlten Systemen i’ und i” notwendig zwei verschiedene 
Systeme m’ und m” entsprechen. Nehmen wir in der Tat an, dab 7 und 7” 
voneinander verschieden sind und trotzdem m’ und m” einander gleich, so 
wiirden die Flachen N’ und N” dieselben Randsubstitutionen und dieselben 
Windungspunkte haben und sich nur hinsichtlich der Lage ihrer Be- 
grenzungslinien voneinander unterscheiden. Die zu 7 und é” gehérenden 
Schottky-Bereiche Y’ und Y” liegen in einer zEbene. Die beiden Inte- 
gralfunktionen, welche beziehungsweise Y’ und Y” auf N’ und N” abbilden, 
mégen mit W’ und W” bezeichnet werden. Betrachten wir dann die 
Funktion z(W’) einerseits und z(W”) andererseits. Wir behaupten von 
diesen beiden Funktionen, daB es dieselben Funktionen sein miissen. Gehen 
wir etwa aus von der Funktion z(W’). Diese Funktion ist in bezug auf 
die Fliche N’ auf Grund des Unititssatzes vollstiindig charakterisiert durch 
die Eigenschaft, eine eineindeutige konforme Abbildung der Fliiche N’ 
auf einen Bereich der Gattung Y zu leisten in der Weise, daB von den p 
linearen Substitutionen die drei ersten Fixpunkte mit 0, oo, 1 zusammen- 
fallen. Dieselben Bemerkungen gelten nun aber auch von der Funktion 
z(W”), wenn diese Funktion als Funktion in N” betrachtet wird, welche 
letztere Fliche sich von N’ nur durch eine Deformation der Begrenzung 
unterscheidet. Demnach ist die Funktion 2( W’) mit der Funktion 2( W”) 
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identisch, womit nun selbstverstindlich auch gesagt ist, dab W’— W” ist. 
Vor allem aber machen wir jetzt den SchluB, daB die p linearen Substi- 
tutionen, welche die Funktion z(W’) erleidet, d.s. die Randsubstitutionen 
des Bereiches Y’ mit den Randsubstitutionen des Bereiches Y” identisch 
sind. Damit ist gezeigt, daB das Wertsystem 7 mit dem Wertsystem i” 
zusammenfiallt, entgegen der Voraussetzung. 

Demnach wird das Gebiet U der Parametersysteme i stetig und ein- 
eindeutig im Parametergebiet der N abgebildet. Diese Abbildung muB dann 
auch einem allgemeinen Satze zufolge (,,Satz von der Invarianz des Ge- 
bietes“ bei stetiger eineindeutiger Abbildung eines m-dimensionalen Ge- 
bietes im n-dimensionalen Raume) wmgebungstreu sein, d. h. im Gebiete 
der m wird jedes Wertsystem einer gewissen Umgebung um das Aus- 
gangswertsystem m, auch wirklich angenommen. 

Der Beweis dieses Satzes, dessen Gebrauch fiir eine Dimension in 
der Analysis ganz geliufig ist, ist erst ktirzlich von Herrn Brouwer (Zitat 
S. 51 unten) allgemein geliefert worden. 

Bemerkung: Man kann mit Klein (Math. Ann. 21, S. 211) den 
Wunsch haben, die Beweisfiihrung fiir die umgebungstreue Abbildung ir 
unserem Falle der Abbildung des GréBengebietes der i auf das Gréfen- 
gebiet der m auf die analytische Natur der Abhingigkeit zu griinden. 
Dazu wiirde, nachdem die umkehrbare Eindeutigkeit und Stetigkeit der 
Beziehung und damit jedenfalls die Unméglichkeit identischen Verschwin- 
dens der Funktionaldeterminante festgestellt ist, wesentlich geniigen, den 
analytischen Charakter der Beziehung festzustellen. Dies ist in der Tat 
auch méglich. Es sind nimlich im vorliegenden Falle (Schottky-Typus) 
die Poinearéschen Reihen offenbar analytische Funktionen der GréBen i, 
da diese GréBen frei komplex variiert werden kénnen und da die in be- 
kannter Weise mit dem Fliicheninhalte operierende Abschiitzung zum 
Zwecke des Konvergenzbeweises offenbar auch in bezug auf die angegebene 
Parametervariabilitaét gleichmiBig ausgefiihrt werden kann. Man kann nun 
zwei Quotienten von Poincaréschen Reihen gleicher Dimension so wihlen, 
daB dieselben zwei Funktionen X und Y definieren, zwischen denen eine 
algebraische, fiir den betreffenden Fundamentalbereich charakteristische 
Gleichung entsteht, die nun von den erwihnten Parametern analytisch ab- 
haingt. Alsdann sind aber auch die Abelschen Integrale erster Art, die 
aus dieser Gleichung algebraisch hergeleitet werden kénnen, analytische 
Funktionen dieser Parameter. Mithin sind auch die Konstanten m analy- 
tische Funktionen der Konstanten i. 
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§ 5. 
Der Limessatz. 


Von besonderer Wichtigkeit fiir die im nichsten Paragraphen folgende 
Durchfiihrung des Kontinuititsbeweises ist nun der folgende Limessatz. 

Limessatz: Es sei F' die Riemannsche Fliche einer algebraischen 
Funktion y(z) vom Geschlecht p > 1, und es mégen alle Windungspunkte 
der Fliche F im Endlichen liegen. Die Fliche F sei durch p Riickkehr- 
schnitte, deren keiner durch einen Windungspunkt oder unendlich fernen 
Punkt der Fliche F hindurchgehen mége, in eine 2p-fach zusammen- 
hiingende Fliche f verwandelt. Es sei ferner bekannt, daB in jeder be- 
liebigen Nahe der Fliche F' noch eine Flaiche F” bzw. f’ mit denselben 
(koinzidierenden) Riickkehrschnitten existiert, fiir welche die auffassungs- 
maBig zugehérende uniformisierende Variable des Schottkyschen Typus 
auch wirklich existiert. Alsdann existiert auch die auffassungsmaBig zu f 
gehérende uniformisierende Variable des Schottkyschen Typus.*) 

Zur Erlaiuterung des vorstehenden Satzes bemerken wir noch folgen- 
des. Der Ausdruck ,,F” soll beliebig nahe an F liegen“ soll bedeuten, 
daB die Windungspunkte der Fliche F’ von den Windungspunkten der 
Fliche F' beliebig wenig entfernt sind, wobei im Falle des Vorkommens 
eines Windungspunktes héherer Ordnung der Flaiche F fiir F” die Auf- 
lésung eines derartigen Windungspunktes in Windungspunkte niederer 
Ordnung zugelassen wird. 

Wir gehen nun zum Beweise des Limessatzes iiber. Zu dem Zwecke 
bemerken wir zuniachst, daB es auf Grund der gestellten Voraussetzungen 
natiirlich in jeder Nahe von F' noch unendlich viele Flichen mit den 
Kigenschaften der Fliche F’ gibt. Wir nehmen an, es seien F” und F” 
zwei voneinander verschiedene Flaichen, welche von F um weniger als 
é entfernt sind. Das soll heiBen: Die einzelnen Windungspunkte der 
Flichen F” und F” sollen von den beziiglichen Windungspunkten der 
Fliche F um weniger als ¢ entfernt sein. Wir denken uns um jeden der 
Windungspunkte der Fliche F' auf dieser Fliche je einen Kreis vom Ra- 
dius ¢ konstruiert. Wir nennen diese Kreise die Kreise K,. In derselben 
Weise konstruieren wir noch fiir spitere Zwecke die Kreise K, und K,, 
wobei « < &, < & gedacht wird. Wir bezeichnen gelegentlich auch mit 
K, usw. nicht die Kreislinien, sondern die durch diese Kreise auf F' ab- 
abgegrenzten kreisférmigen Windungsflichenstiicke. Die GréBen ¢, &,, &, 


*) Diesen Satz und meine erste, unten 8S. 87, niiher bezeichnete, auf dem Ver- 
zerrungssatze und allgemeinen Konvergenzprinzipe fubende Beweisidee desselben 
habe ich zuerst Anfang August 1911 (d. i. vor der Karlsruher Versammlung Sept. 1911) 
Herrn L. Bieberbach in Leipzig vorgetragen. 
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mégen von vornherein so klein angenommer werden, daB die von den 
verschiedenen Windungspunkten herriihrenden erwahnten Kreisfliichenstiicke 
weder gegenseitig noch mit den Begrenzungslinien von f kollidieren. Nun 
wahlen wir in dem Gebiete f— 2K,, d.i. die Fliche f vermindert um 
simtliche Kreisflichenstiicke K, , einen endlichen Punkt x, und einen davon 
verschiedenen Punkt z,, welch letzterer auch mit dem unendlich fernen 
Punkt zusammenfallen kann. Diese Punkte gehdren ebenso den Flichen f’ 
und f” an, welche ja mit f das Stiick f— 2K, gemeinschaftlich haben. 

Zu f und f” existiert nach Voraussetzung die auffassungsmaBig zu- 
gehérende uniformisierende Variable des Schottkyschen Typus. Wir be- 
zeichnen dieselben mit ¢ bzw. ¢”. Diese GréBen sind zuniichst nur bis 
auf lineare Substitutionen im Gebiete /’ bzw. f” definiert. Wir normieren 
sie jedoch durch die Bedingung, daB ¢’ und ¢”, welche in dem Gebiete 
f und f” als eindeutige Zweige erkliirt zu denken sind, an der Stelle x, 
beide unendlich werden sollen wie 


1 
aoa? (0), 


unter (0) eine im Punkte x, verschwindende, regulire analytische Funktion 
verstanden. Nach Einfiihrung dieser Normierung wollen wir nunmehr zur 
abschiitzungsweisen Berechnung des Wertes ¢’(x,) — ¢”(x,) iibergehen. 
Dazu denken wir uns iiber F’ und F’” die der uniformisierenden Varia- 
blen ¢’ bzw. ¢” entsprechende Uberlagerungsfliche ©’ bzw. ®” gebildet. 
Aus diesen beiden Uberlagerungsflichen wollen wir uns in allen relativen 
Blattern derselben diejenigen Teile ausgeschnitten vorstellen, welche auf 
F’ baw. F” durch die Kreislinien K, begrenzt werden. Hierdurch ent- 
stehen aus ® und ©” zwei Flichen ©,’ und ®,”, welche miteinander 
identisch sind und iibereinstimmend mit , bezeichnet werden kénnen. 
Diese Flaiche ®, ist zugleich der analog gebildete Teil der zu F' selbst 
gebildeten Uberlagerungsfliche © der auffassungsmiBig dazu gehdrenden, 
jedoch noch nicht als existierend festgestellten uniformisierenden Varia- 
blen ¢. Zur Berechnung der Differenz ¢’(7,) —¢”(z,) betrachten wir jetzt 
t’ als Funktion von ¢’. ¢’(z) und ¢”(x) liefern je eine ein-eindeutige 
konforme Abbildung der Fliche ®, auf ein schlichtes Gebiet 7,’ bzw. 7,”. 
Die Funktion ¢”(¢’) verhilt sich im Unendlichen wie t” = t’ + (0). 

Dem Werte z, mégen die Werte ¢,° und ¢,” entsprechen. Alsdann 
ergibt sich, wenn wir die Methode des Cauchyschen Integrals und die 
Prinzipien des Verzerrungssatzes gemaB unseren Entwicklungen beim Uni- 
tiitsbeweise anwenden, fiir den Wert ¢,”, d.i. der zu ¢,’ gehérende Wert 
der Funktion ¢”(t’), der Ausdruck 


t’ i 
(*) +s) Poe 
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die Integrale erstreckt tiber die unendlich vielen Begrenzungslinien x, 
des Bereiches 7',’, Begrenzungslinien, welche nichts anderes sind als die 
unendlich vielen bei der Abbildung der Fliche © mittels der Funktion 
t'(x) sich ergebenden Bilder der Kreise K, . 

Die Formel (+) dient uns nun zur Abschiitzung der GréBe ¢”(x,) — ¢’(a,), 
welche GréBe eben durch die Integralsumme selbst auf der rechten Seite 
der Formel (+) dargestellt wird. Die Abschiitzung dieser Integralsumme 
gelingt nach unserer alten Methode. Um sie gleichmibig fiir variables x, 
und so ausfiihren zu kénnen, daB die AbschititzungsgréBe eine zugleich 
mit ¢, unendlich klein werdende GréBe wird, wollen wir fiir ¢, jetzt den Wert 
2e, fiir «, den Wert 4¢ wahlen. Ferner wollen wir noch einen von ¢ un- 
abhiingigen Wert « >4¢ und einen ebenfalls von ¢ unabhingigen Wert 
«, >« wihlen und diesen Werten entsprechend die Kreise K, und K,, 
auf F, F’, F” gezogen denken. x, und 2, werden jetzt auBerhalb der 
Kreisflichenstiicke K, liegend vorgestellt, x, wie gesagt, fest, 2, jedoch 
in diesem Bezirke frei variabel. Zur Abschiitzung bemerken wir zuniichst, 
daB einerseits erfordert wird die Angabe einer positiven von null ver- 
schiedenen unteren Schranke fiir den Nenner ¢’ —?,’, andererseits eine 
obere Schranke fiir die Ziihlersumme. Beide Schranken werden durch den 
Verzerrungssatz geliefert. 

Was zuniichst die untere Schranke fiir ¢’ — ¢,’ anbetrifft, so erwahnen 
wir unter Riickbeziehung auf die entsprechenden Entwicklungen beim 
Unitiitsbeweise, dab der Zweig ¢’(x), welcher im Punkte 2 unendlich 
wird, eine Abbildung der zwischen den einzelnen K, und K, enthaltenen 
Ringe auf schlichte Gebiete entwirft, deren jedes eine Minimaldistanz 
seiner Begrenzungslinien besitzt, die sich nach den Grundsiitzen des Ver- 
zerrungssatzes in Verbindung mit dem Vorbereitungssatze S. 87 in ,,U. 
d. a. K. Il* abschiitzen liBt. Diese Minimaldistanz ist jedenfalls gréBer 
als der absolute Betrag der GréBe ¢ —¢,’ wihrend der Integration. Zur 
Abschiitzung der Ziihler aber bemerken wir, daB dieselbe nach unseren 
Abschiitzungsprinzipien auf die Abschiitzung der Summe der Quadrate der 
Umfinge aller K;, und aller KY, hinausliuft, deren erstere in der ¢’-Ebene, 
letztere in der ¢’-Ebene liegen. Nun hat der einzelne Ring zwischen XK, 
und K,, eine von der GréBe von ¢ unabhiingige Gestalt. Er kann durch 
Vermittlung einer Wurzeloperation auf einen schlichten Kreisring abge- 
bildet werden, welcher durch Ahnlichkeitstransformation noch so abgeiindert 
werden kann, daB der dem Kreise K,, entsprechende Kreis der Einheitskreis 
wird und dann die beiden anderen Kreise ganz bestimmte von ¢ unabhiingige 
Kreise werden. Hieraus schlieBen wir, daB alle Kurven Kj, und Ky’, 
sofern sie eben in schlichte eineindeutige Bildbereiche der erwihnten 
Kreisringe eingebettet sind, den Prinzipien des Verzerrungssatzes unter- 
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worfen sind. Die Summe der Quadrate der Umfinge steht dann zur 
Summe der von allen diesen Linien umschlossenen Flicheninhalte J,, in 
einem endlichen von ¢ unabhingigen Verhiltnis, und es bleibt also die 
Summe dieser Flicheninhalte abzuschitzen. Um nun diese Flicheninhalte 
abzuschiitzen, bemerken wir zunichst, daB dieselben kleiner sind als die 
Flacheninhalte J,, welche von den Kurven XK,’ und K,,” umschlossen 
werden, die in der ¢’- und ¢”-Ebene den Kreisen K, entsprechen. Die Summe 
dieser Flicheninhalte ist selbstverstindlich endlich und unterhalb einer 
von der Wahl von F’ und F” unabhingigen Schranke enthalten gemab 
dem Vorbereitungssatze des Verzerrungssatzes. Wir zeigen nun, daB das 
Verhiltnis J,,: J, zugleich mit « unendlich klein wird, wenn mit J,, und 
J, irgend zwei der erwihnten Flicheninhalte bezeichnet werden, von 
welchen J,, in J, enthalten ist. 

Wir denken uns zim Zwecke dieses Nachweises auBer den Kreisen 
mit den Radien ¢, 2¢, 4¢ noch die weiteren Kreise mit den Radien 
82, 16¢,-- -, 2"e konstruiert, wobei v die griéBte ganze Zahl sei, fiir welche 
noch 2’ <a ist. Auf diese Weise haben wir innerhalb jedes Kreises K, 
im ganzen v Ringe von gleichem Radienverhiiltnis konstruiert. Von diesen 
v Ringen mége der erste und letzte auBber Betracht gelassen werden; als- 
dann gilt fiir die tibrigen » — 2 Ringe der Satz, daB jeder derselben nach 
auBen und innen von einem der » Ringe gewissermaBen umsiumt wird. 
Die so in K, entstehenden vy — 2 Ringe mit dem Radienverhiiltnis 1:8 
sind untereinander ahnlich, und es finden daher auf die Abbildungen dieser 
Ringe in der ¢’-Ebene und ¢”-Ebene die gestaltlich beschriinkenden Ge- 
setze des Verzerrungssatzes Anwendung. Bezeichnen wir die den genannten 
Kreisen in der ¢’-Ebene und ¢”-Ebene entsprechenden Linien oder viel- 
mehr die von diesen Linien umschlossenen einzelnen Flicheninhalte mit 
Jy, Ig ++ Jer, 80 gibt es auf Grund des Verzerrungssatzes eine von 
der Wahl von « und von 4 unabhingige Konstante Q@ < 1, sodaB man hat 

an < QW. << VPI. <2 SO, <-+ SQ dy», 
wobei noch 
Jy, < J, 


Js, < Q’-'d,. 
Dies gilt fiir jedes einzelne J,, im Verhiltnis zu J,, also auch fiir die 
zu betrachtenden Summen von Fliicheninhalten. Die Summe aller J,, ist 
mithin in der Tat eine mit ¢ unendlich klein werdende Grife. 

Nachdem nunmehr feststeht, daB die GriBe ¢,”—t,’ im Gebiete 
(f—2K,) gleichmaBig unendlich klein wird, wenn nur « unendlich klein 
wird, ist damit gezeigt, daB eine Grenzfunktion 

t= lim ¢’ 


ist, also 


e=0 





exis 
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und 
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existiert, welche als Resultat einer gleichmaBigen Konvergenz im Gebiete 
(f—2K,) erscheint. Die Grenzfunktion ¢ ist in diesem Bezirke eindeutig 
und regular, sie wird in x unendlich wie 

+ _4 (0), 


x2— 2, \ 


t 


l 


d. h. genau so wie ¢’, und sie vermittelt eine eineindeutige konforme Ab- 
bildung des Gebietes ((— 2K.) auf einen schlichten Bereich mit linearer 
Rinderzuordnung. Diese Funktion ¢ existiert nun aber auch im ganzen 
Gebiet f. In der Tat kann man ja die Kreise K, beliebig klein wihlen, 
und immer bleibt unser Konvergenzbeweis giiltig. Demnach existiert 
jedenfalls die Funktion ¢ auch noch in beliebiger Nihe des Windungs- 
punktes der Filiiche f, und da sie nun in dieser beliebigen Nihe jeden- 
falls auf Grund des schlichten Abbildungscharakters beschriinkt bleibt, so 
muB sie sich auch in den Windungspunkten selbst noch reguliir verhalten, 
d. h. in der Weise, daB sie auch die Umgebung dieser Windungspunkte 
durchaus schlicht und stetig abbildet bis in die Windungspunkte selbst 
hinein. 

Die Funktion ¢(x) ist mithin die zu f gehérende uniformisierende 
Variable, deren Existenz jetzt bewiesen ist. 

Es ist ebenso wie oben in § 2 von Interesse, den nunmehr bewie- 
senen auf S. 83 formulierten Limessatz auch mit Hilfe des allgemeinen 
Konvergenzprinzips darzutun. 

Wir haben einerseits die mit p Riickkehrschnitten aufgeschnittene 
Fliche F, welche in der Aufschneidung oben mit f bezeichnet wurde, 
ferner F’, der Fliche F benachbart mit denselben (koinzidierenden) Riick- 
kehrschnitten, nach der Aufschneidung bezeichnet mit f’. Die zu f’ ge- 
hérende uniformisierende Variable ¢’ wird im Punkte 2, unendlich wie 


1 
L— Ly 


+ (0). 


Dabei dachten wir uns den Punkt x, fest, wenn F” gegen F' konvergiert. 
Es werde nunmehr um den Punkt 2 ein Kreis Kz vom Radius R be- 
schrieben, welcher auf F und F” ein gewéhnliches Kreisflichenstiick Kp 
begrenzt. Alsdann wird das Maximum des absoluten Betrages der Funk- 
tion ¢’(z) in dem Gebiete (f’ —Kpz) wegen des Abbildungscharakters dieser 
Funktion offenbar auf der Linie Kz angenommen, und wir wollen beweisen, 
daB dieses Maximum M’ unterhalb einer endlichen von der Wahl von F” 
unabhingigen Schranke bleibt. Fiir diesen Nachweis kénnten wir uns 
auf den in ,,U. d. a. K. IL“ (Math. Ann. 69, S. 46) bewiesenen Hilfssatz 
(Vorbereitungssatz des Verzerrungssatzes) berufen. Wir kénnen aber diesen 
Nachweis auch aus dem allgemeinen Konvergenzprinzip selbst gewinnen. 
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Dazu nehmen wir an, daB M’ beliebig grob werden kénnte. Alsdann giibe 
es eine Folge von Flichen F”, die gegen F' konvergieren und zugehérende 
Funktionen ¢’, fiir welche das betrachtete Maximum M’ in der Grenze 


unendlich groB wird. Die Funktionen - der Folge wiirden dann auf der 


Kreislinie Kp als Maximum des absoluten Betrages simtlich den Wert 1 
haben. Andererseits wiirden diese Funktionen im Punkte z, unendlich wie 


1 

M’ 
z—a + (0). 
- eine innerhalb f— Kp 
nach vorliufigem Ausschlu8 der Windungspunkte selbst gleichmiBig gegen 
eine Grenzfunktion t konvergierende neue Folge herausgreifen. Diese 
konvergente Folge wiirde aber auch auf Ky selbst, sowie innerhalb des 
Kreises Ky gleichmaBig konvergieren, weil sie jedenfalls auf einer Kreis- 
linie Ky konvergiert, wenn R’> R gewahlt wird, und weil die Funk- 

1 


Wir kénnten nun aus der Folge der Funktionen 


tionen 7 _ =~ innerhalb Ky: regulir sind und im Punkte x, verschwin- 
0 


den. Daraus folgt, daB die genannte Grenzfunktion + die Eigenschaften 
besitzt, auf Ky den Wert 1 als Maximum des absoluten Betrages zu haben 
und in 2, zu verschwinden, ferner die Eigenschaft, dab das Maximum des 
absoluten Betrages der Funktion tr im Gebiete f— Ky auf der Kreislinie Ky 
erreicht wird. Hieraus ergibt sich ein Widerspruch, weil tr nun eine 
Funktion wire, welche nicht konstant ist und doch an einem reguliren 
Punkte ein Maximum ihres Betrages erreicht.*) 

Nachdem somit feststeht, da8 die Funktionen ¢’ im Gebiete f — Kp 
unterhalb einer festen Schranke bleiben, kann man nunmebhr eine gleich- 
maBig konvergente Folge von Funktionen ¢’ bestimmen, gleichmabig kon- 
vergent zuniichst innerhalb f— Kz, dann aber auch auf Kp und inner- 
halb Kp, weil jedenfalls auf Ky (R’>R) gleichmiBige Konvergenz statt- 


findet und weil ¢’ — a innerhalb Ky regular ist und im Punkte 2, 


o 


verschwindet. Die Funktion 
t = lim ¢’ 
FF 
besitzt offenbar die Eigenschaften der fiir / zu bestimmenden uniformi- 
sierenden Variablen. Man bemerke, um dies einzusehen, daf ihre Existenz 
natiirlich auch tiber die Begrenzung von f hinaus als erwiesen zu be- 
trachten ist, weil ja die Funktionen ¢’ auch iiber die Begrenzung von /” 


*) Vgl. hiermit eine Entwicklung 8. 235 meiner Abhandlung in J. f. Math. 138. 
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hinaus existieren und nur Werte annehmen, welche dem absoluten Be- 
trage nach kleiner sind als das Maximum des absoluten Betrages der in 
f — Kp angenommenen Werte. 


§ 6. 
Durchfihrung des Kontinuititsbeweises. 


Wir gehen nunmehr nach den vorbereitenden Entwicklungen der 
§§ 1—5 zur Durechfiihrung des Kontinuititsbeweises iiber. 

Es soll gezeigt werden fiir eine gegebene Riemannsche Fliiche F’ vom 
Geschlecht p > 2,.daB zu derselben nach ihrer Aufschneidung zu einer 
2p-fach zusammenhiingenden Fliche F, mittels p getrennter Riickkehr- 
schnitte eine uniformisierende Variable des Schottkyschen Typus ¢=¢(z, y) 
gehért, durch deren Vermittlung F/, umkehrbar eindeutig konform auf 
einen schlichten Bereich mit linearer Randinderung abgebildet wird. Dab 
die gestellte Aufgabe nicht mehr als eine Lésung gestatten kann, ist das 
Ergebnis des in der Abhandlung ,,U. d. a. K. IL“ gefiihrten Unitiitsbe- 
weises. Die tatsiichliche Exsitenz der GréBe soll nun eben gezeigt werden. 

Zu dem Zwecke denken wir uns die Fliche F, in der schon oben 
§ 1 angewandten Weise auf einen schlichten Bereich ®, mit regulir ana- 
lytischer Rinderzuordnung abgebildet. Die 2p Begrenzungslinien des Be- 
reiches ®, modifizieren wir unter Aufrechterhaltung der analytischen Rand- 
substitutionen nach der Methode des §1 so, daB dieselben siimtlich 
geschlossene reguliire analytische Linien sind. Der unendlich ferne Punkt 
wird iibrigens als innerer Punkt des Bereiches 9, gedacht. 

Wir stellen jetzt neben den Bereich ®, irgend einen Bereich ®, von 
der Gattung der oben betrachteten Bereiche ®, welcher zudem lineare 
Riinderzuordnung besitzt. Einen solchen Bereich erhalten wir sofort, wein 
wir bei einem von 2p Vollkreisen begrenzten schlichten Kreisbereich die 
2p Kreise irgend wie paarweise durch lineare Substitutionen aufeinander 
beziehen unter richtiger Beachtung des Umlaufssinnes. 

Das Uniformisierungsproblem, welches wir behandeln, ist durch deu 
Ubergang zum Bereiche ®, in ein Abbildungsproblem fiir diesen Bereich 
verwandelt, niimlich das Problem der konformen Abbildung des Bereiches 
®, mit analytischer Randerzuordnung in einen Bereich der Gattung ® mit 
linearer Rianderzuordnung in der Art, daB bei der Abbildung zugeordnete 
Randpunkte wieder in zugeordnete Randpunkte iibergehen. Diese Ab- 
bildungsaufgabe wird fiir den Bereich ©, durch die identische Abbildung 
gelést. Da die Aufgabe nur abgesehen von einer linearen Substitution 
bestimmt ist, fiihren wir vorteilhafterweise fiir den abgebildeten Bereich 
die Normierung des § 4 ein. D. h. wir normieren ihn so, daB die drei 
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ersten Fixpunkte der linearen Randsubstitutionen mit 0, co, 1 zusammen- 
fallen. Nennen wir die solcherweise normierten Bereiche Y, so haben wir 
entsprechend ® einen durch eine lineare Substitution aus ®, hervorgehen- 
den Bereich Y, und entsprechend , einen zu bestimmenden Bereich Y,. 

Der Beweis fiir die Existenz des Bereiches Y, zerfallt nun in folgende 
Beweisschritte. 

1. In der Mannigfaltigkeit der © lift sich von , nach ®, eine 
Uberfiihrungslinie Q konstruieren. 

2. Ist ®* irgend ein © der Uberfiihrungslinie, fiir welches das zu- 
gehérende Y, zu bezeichnen mit *, existiert, so existiert auch fiir die 
auf der Uberfiihrungslinie Q dem Bereiche ©* benachbarten Bereiche 
jedesmal ein zugehérendes Y, sofern man sich nur auf eine hinreichend 
kleine Nachbarschaft beschrinkt. 

3. Ist ©* irgend ein © der Uberfiihrungslinie Q, in dessen beliebiger 
Nihe auf Q noch Bereiche ® existieren, fiir welche das zugehérende ¥ 
vorhanden ist, so gibt es auch zu ®* noch ein zugehérendes ¥. 

In der Tat kénnen wir aus den vorstehenden drei Siitzen folgern, 
daB auch zu ®, ein zugehérendes Y, vorhanden ist. Denn da zu 9, ein 
Y, existiert, so kann man auf der Uberfiihrungslinie Q nach Satz 2 ein 
Stiick weitergehen mit der GewiBheit, daB dabei zu jedem ® ein zuge- 
hérendes Y existiert. Nehmen wir nun an, daB zu ®, kein zugehérendes 
Y, vorhanden wire, so miibte es auf Q ein ®* geben, das sicher von 9, 
verschieden ist, jedoch mit ®, zusammenfallen kann, von der Art, daB fiir 
alle ® der Linie 2 von ®, bis ®* (®* exkl.) jeweilig ein zugehdrendes 
Y existiert, wihrend hinter ®* in beliebiger Nahe von * selbst stets 
noch ein ® gefunden werden kann, fiir welches es ein zugehdrendes Y 
nicht gibt. Ein solehes ®* kann nun aber andererseits nicht existieren; 
denn dieses ®* miiBte wegen Satz 3 jedenfalls selbst noch ein zugehéren- 
des ¥ besitzen, und dann miiften wegen Satz 2. auch nach * in einer 
gewissen Nihe von * noch alle ® ein zugehérendes Y haben, was der 
Definition von * widerspricht. Also ergibt sich in der Tat fiir ®, ein 
zugehérender Bereich ¥,. 

Wir hiitten uns sonach zu iiberlegen, inwiefern die drei Sitze 1, 2,3 
gelten. 

Satz 1 ist unmittelbar bewiesen durch die Entwicklungen des § 1. 

Satz 2 finden wir aus den Entwicklungen des § 2—4 in folgender 
Weise. Wir bestimmen zu * ein Differential erster Art dW*, dessen 
siimtliche Nullstellen einfach sind, so, daB keine der Nullstellen auf einer 
Begrenzungslinie von ®* noch auch auf einem der p Querschnitte liegt, 
durch deren Einfiihrung die Fliche %* in eine p-fach zusammenhingende 
Flaiche g* verwandelt wird. Durch W* wird g* abgebildet auf die Normal- 
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fliche N* mit einem gewissen Parametersystem m*. Indem wir von 0* 
zu solchen ® iibergehen, die ®* auf der Linie Q hinreichend benach- 
bart sind, wird die zugehérende Funktion W eine Abbildung von ® auf 
eine Fliche N liefern, deren Konstantensysteme m sich beliebig wenig 
von dem Konstantensystem m* unterscheidet, und es werden die p Be- 
grenzungslinien der Fliiche N sich beliebig wenig von den entsprechenden 
Begrenzungslinien der Fliche N* unterscheiden. Gehen wir nun anderer- 
seits von Y* aus und denken uns auf Y* das Differential dW* tiber- 
pflanzt, so wird Y* durch W* auf dieselbe Fliiche N* abgebildet. LaBt 
man jetzt Y die (6p—6)-dimensionale Umgebung von ¥* beschreiben, 
indem man das Parametersystem i die volle Umgebung des zu Y* ge- 
hérenden Invariantensystems i* beschreiben laBt, so wird dabei nach 
Friiherem die zugehérende Fliiche N eine Variation ausfiihren, bei welcher 
die ganze Umgebung des Konstantensystems m* in erschépfender Weise 
ausgefiillt wird. Darin liegt der Beweis des Satzes 2. Denn man kann 
jetzt auf Q die Nachbarschaft von ©* soweit einschriinken, daB man beim 
Ubergange von einem ® dieser Nachbarschaft zu dem entsprechenden N 
in dem sicher voll ausgefiillten Bezirk der Konstanten m um m* herum 
bleibt. Der Umstand, daB hier in der Regel zwar ein Zusammenfallen der 
Konstantensysteme m fiir ein Y und ein ® bewirkt wird, nicht jedoch 
auch ein Zusammenfallen der Begrenzungslinien der beiden betreffenden 
Figuren N, gibt nicht zu Bedenken AnlaB, weil wir gemi® den genaueren 
in § 4 gegebenen Priizisierungen die zu betrachtenden nachbarlichen Va- 
riationen jedenfalls soweit einschriinken kénnen, da eine Identitit der 
Konstanteusysteme fiir zwei Flichen N unmittelbar auch die deforma- 
torische Aquivalenz der betreffenden Begrenzungslinien zur Folge hat. 
Es bleibt somit nur noch Punkt 3. zu erledigen. Der Satz 3. ist 
wesentlich eine Folge des in § 5 bewiesenen Limessatzes. Zum Beweise 
bestimmen wir zu * wie vorher ein Differential dW*. Es gibt dann, 
wie aus dem Zusatz S. 76 sofort ersichtlich ist, ein von dW* verschie- 
denes Differential dW*, welches allen Bedingungen des Differentials d W* 
geniigt und auBerdem so beschaffen ist, dab es mit dW* keine Nullstelle 
gemeinschaftlich hat. Der Quotient owe ist eine in * eindeutige Funk- 
tion mit 2p — 2 einfachen Unendlichkeitsstellen und vermittelt eine kon- 
forme Abbildung des Bereiches ®* auf eine lings p Riickkehrschnitten 
aufgeschnitten zu denkende und als solche mit /* bezeichnete Fliche F*, 
deren simtliche Windungspunkte im Endlichen liegen. Der analog ge- 
bildete Quotient fiir die auf Q vorbenachbarten Bereiche ® liefert eine 
Abbildung dieser Fliichen auf Flichen J’ bzw. f, welche sich von F’* im 
Sinne der in § 5 S. 83 eingefiihrten Terminologie beliebig wenig unter- 
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scheiden, da der Quotient ebenso wie die Differentiale selbst stetige Funk- 
tionen in Abhingigkeit von ® sind, soda$ insbesondere auch die Win- 
dungspunkte der Fliche F beliebig wenig von den entsprechenden 
Windungspunkten der Fliiche F'* entfernt sind. Es kann der Fall ein- 
treten, daB jetzt die Begrenzungslinien der Fliche f durch die Windungs- 
punkte selbst hindurchgehen. In diesem Falle ist aber sofort eine Abhilfe 
méglich, dadurch, daB man ein durch einen Windungspunkt gehendes 
Linienstiick, von welcher Ordnung auch der betreffende Windungspunkt 
sein mag, ersetzen kann durch ein diesen Windungspunkt umkreisendes 
Linienstiick.*) Auf diese Weise ist es stets méglich, auf die Voraussetzungen 
des Beweises unseres Limessatzes in § 5 zu kommen. Der Umstand, dab 
fiir die verschiedenen Fliichen F’ die Begrenzungslinien von f sich nicht 
decken, wie in § 5 beim Beweise des Limessatzes angenommen wurde, ist 
ebenfalls belanglos, da jedenfalls alle diese Linien durch Deformation 
gleichwertig sind, wenn wir uns nur auf hinreichend dem Bereiche 0* 
benachbarte Bereiche ® beschriinken. Jetzt haben wir in f* eine Fliche, 
fiir welche die Existenz der uniformisierenden Variablen noch nicht be- 
kannt ist, andererseits in beliebiger Nahe Flichen /, fiir welche die Existenz 
bekannt ist. Nach dem Limessatze existiert daher auch zu f* die uni- 
formisierende Variable, d. h.: Es gehért zu ®* auch ein Bereich Y*. 

Wir haben im Vorhergehenden den Satz 3 durch Bezug auf den § 5 
fiir Riemannsche Flichen F' bewiesenen Limessatz erledigt. Wollen wir 
von dem allgemeinen Konvergenzprinzip Gebrauch machen, so kénnen wir 
eine direkte, nur die Flichen ® und Y¥ selbst in Betracht nehmende Er- 
ledigung geben. 

Zu dem Zwecke denken wir uns die Funktion, welche ® auf Y ab- 
bildet, als eine Funktion in * betrachtet, was bei hinreichender Nahe 
des Bereiches ® an * keine Schwierigkeit darbietet. Die Funktion ¢(z), 
welche diese Abbildung vermittelt, liefert eine schlichte Abbildung des 


Bereiches ®* auf einen Bereich Y* mit noch nicht linearer Rianderzu- 
ordnung. Die Abbildung erstreckt sich dabei ein Stiick tiber den Be- 
reich ©* hinaus auf ein Gebiet, das wir mit ®, bezeichnen kénnen. Wir 


sind daher in der Lage, fiir den Bereich Y*, da die Abbildungsfunktion 
¢t(z) sich im Unendlichen verhilt wie 

=2+(0), 
auf Grund des Verzerrungssatzes Abschiitzungen anzugeben, welche unab- 
hiingig von der Wahl des ©* benachbarten Bereiches ® sind, insbesondere 
kénnen wir behaupten, daB die Begrenzungslinien des Bereiches * alle 


*) Vgl. auch das analoge Vorkommnis in § 7. 
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in einem endlichen Bezirk bleiben (vgl. den mehrfach erwihnten Hilfssatz 
in ,,U. d. a. K. IL“ 8.46 und die Entwicklungen in der vorliegenden 
Abhandlung S§. 87ff., welche gestatten, diesen Satz selbst mit Hilfe des all- 
gemeinen Konvergenzprinzips zu beweisen). Man ist nun im Stande, eine 
gleichmaBig konvergente Folge von Funktionen ¢(z) der genannten Art 
zu bilden, welche zu Bereichen ® gehéren, die ihrerseits gegen ®* kon- 
‘vergieren. Die Grenzfunktion, die sich ergibt, vermittelt dann offenbar 
eine Abbildung des Bereiches ®* auf einen Bereich Y* mit linearer Riinder- 
zuordnung, wie verlangt wird. 


§ 7. 
Die Einheit der Fundamentalbereiche Y. 


In § 1 haben wir die Einheit der Bereiche ® mit analytischer Rinder- 
zuordnung dargetan. Dieser Beweis in Verbindung mit dem nunmehr be- 
wiesenen Fundamentaltheorem gestattet uns jetzt den Nachweis des analogen 
Satzes von der Einheit der Bereiche Y mit linearer Rianderzuordnung 
zu fiihren. 

Wir priazisieren zuniichst den von uns zu beweisenden Satz. Wir 
verstehen unter ¥ einen Bereich mit 2p reguliren analytischen Randkurven, 
die paarweise durch lineare Substitutionen aufeinander bezogen sind. Der 
unendlich ferne Punkt sei innerer Punkt des Bereiches ¥Y. Mit ¥, und ¥, 
mégen irgend welche speziell gewiihlte Bereiche der Gattung Y bezeichnet 
sein. Alsdann wird behauptet, daB es méglich ist, in der Mannigfaltigkeit 
der ¥ eine Uberfiihrung des Bereiches Y, in den Bereich Y, vorzunehmen. 
Ahnlich, wie wir in § 1 von einer Uberfiihrungslinie Q in der ©-Mannig- 
faltigkeit sprachen, wollen wir jetzt von einer Uberfiihrungslinie @ in der 
¥-Mannigfaltigkeit sprechen. Die Linie @ verliuft natiirlich auch im Ge- 
biete der Bereiche ©. Die Bedingung der bestiindig linearen Rianderzu- 
ordnung bedeutet insofern eine Erschwerung der urspriinglichen in § 1 be- 
handelten Aufgabe, eben vermége der genannten Nebenbedingung. 

Wir gehen zur Bestimmung der Linie @ von einer Linie Q aus, 
welche im Gebiete der Bereiche © den Ubergang von ¥, nach ¥, dar- 
stellt. Auch die Bereiche ® enthalten siimtlich den unendlich fernen 
Punkt in ihrem Innern. Es gehért nun zu jedem Bereiche ® der Linie 
Q ein ganz bestimmter Bereich Y auf Grund des bewiesenen Fundamen- 
taltheorems. Um diesen Bereich Y zu einem véllig normierten zu machen, 
stellen wir die determinierende Bedingung, daB ® auf Y in der Weise 
abgebildet sein soll, daB die Abbildungsfunktion ¢(¢) im Unendlichen in 
der Form 


t=2 + (0) 
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entwickelbar ist. Die Linie @ wird nun direkt erklirt als Bild der Linie 
Q, d. h. wir ordnen jedem Bereiche ® der Linie Q den zugehérenden Be- 
reich Y zu. Dabei werden die Bereiche ©, = Y, und ®, = ¥, sich selbst 
zugeordnet. Es kommt nur darauf an zu zeigen, dab ¥ sich stetig ‘ndert, 
wenn ® auf der Linie Q stetig fortschreitet. 

Fiir diesen Stetigkeitsbeweis dienen uns die Entwicklungen des § 2 
als Grundlage. Vorweg kénnen wir tiber die Beziehung der Bereiche ® 
zu den Bereichen ¥ lings der ganzen Linie Q einige Bemerkungen machen, 
deren Giiltigkeit unmittelbar durch den Verzerrungssatz gewiihrleistet 
wird: Alle Bereiche Y der Uberfihrungslinie @ besitzen die Eigenschaft, 
daB die zugehérenden Begrenzungslinien in einem gewissen endlichen Be- 
zirke B bleiben, der fiir die ganze Uberfihrungslinie gleichmaBig bestehen 
bleibt. Fiir die Begrenzungslinien der Bereiche Y existiert ferner eine 
lings der ganzen Linie @ gleichmaBig bestimmbare MinimalgréBe derselben 
usw. Vgl. die entsprechenden Bemerkungen in § 1, 8S. 60. 

Gehen wir nun zu dem Stetigkeitsbeweise selbst tiber. 

Wir wihlen irgend einen Bereich ®* der Linie 2 mit den zuge- 
hérenden Y*. Mit ® bezeichnen wir jetzt einen auf 2 dem Bereiche o* 
benachbarten Bereich, mit Y den zugehérenden Bereich mit linearer Rander- 


zuordnung. Wir konstruieren wie oben 8.91 einen Quotienten ws =2*(2) 


im Bereiche ®*, welcher in %* eine Funktion mit 2p — 2 einfachen Un- 
endlichkeitsstellen definiert. Wir nehmen zuniichst an, daB keine der Un- 
endlichkeitsstellen dieser Funktion im unendlich fernen Punkt der z-Ebene 
liegt und daB keine Nullstelle der Ableitung dieser Funktion auf einer 
der 2p Begrenzungslinien von * liegt, schlieBlich, daB auch der unend- 
lich ferne Punkt bei der Abbildung auf einen gewéhnlichen endlichen 
Punkt der als Bild von ®* sich ergebenden Riemannschen Fliche F’* ab- 
gebildet wird. (Fiir die hierdurch ausgeschlossenen Fille vgl. die weiter 
unten gemachten Bemerkungen.) Dieser endliche Punkt heiBe z,*; die 
Ebene des Bereiches /’* bezeichnen wir als z-Ebene. Die Funktion 2(2*), 
welche die konforme Abbildung der Fliche F* oder f*, d. i. die lings 
den hier in Betracht kommenden p Riickkehrschnitten aufgeschnittene 
Fliche F*, auf den Bereich ®* vermittelt, verhilt sich im Punkte x,* wie 


i*(e*) =~, + B* + (0), 


unter A* und B* gewisse Konstanten verstanden, von welchen A* jeden- 
falls von © verschieden ist. Betrachten wir jetzt die Abbildung von /* 
auf die Fliche Y*, so ergibt sich fiir die Abbildungsfunktion *(*) eine 
Entwicklung in derselben Gestalt mit denselben Konstanten A* und B*. 
In der Tat muB ja die Differenz # — 2* im Punkte z,* gemaB der oben 
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fiir die Abbildung von * auf Y* gestellten Normierungsbedingung ver- 
schwinden. 

Nunmehr gehen wir von ®* zu dem Nachbarbereiche ® iiber. Die 
Funktion 2*(z) andert sich stetig beim Ubergang von * zu , wobei 
an Stelle von z*(z) die neue Funktion z(z) tritt. Daraus ergibt sich, dab 
die Funktion g(x) auf der Fliche F (Abbild von ®) sich verhiilt wie 

ao tae tay + (BY +4) + (0), 
unter ¢,, &, &, drei GréBen verstanden, welche simtlich unendlich klein 
werden, wenn ® sich auf 2 dem Bereiche ©* unbegrenzt nihert. Es ist 
ferner x eine GréBe, welche sich ebenfalls der GréBe 2* unbegrenzt niihert 
bei der erwihnten Anniherung. Man beachte iibrigens, daB wir unsere 
Aufmerksamkeit besonders auf das Verhalten der Funktionen auf den Be- 
grenzungslinien der Fliche f zu richten haben. Die Stetigkeit in der Um- 
gebung dieser Linie ist das uns eigentlich Interessierende. Es sei deswegen 


die Tatsache hervorgehoben, daf fiir die Ableitungen | ie und | a 
QO und co verschiedene obere und untere Schranken bestimmt werden 
kénnen, welche fiir eine gewisse um die Begrenzungslinien von f* abge- 
grenzte Umgebung derselben giiltig sind und von der Wahl des Bereiches 
®, sofern derselbe nur geniigend nahe an * liegt, unabhingig sind. Diese 
Schranken werden wieder durch den Verzerrungssatz in Verbindung mit 
dem ,,Vorbereitungssatz“ desselben geliefert. Wir kénnen nun von der Funk- 
tion 2(x) zu einer Funktion 7(Z) iibergehen, welche aus 2(7) durch eine 
mittels einer infinitesimalen Abnlichkeitstransformation in der x-Ebene 
ausgefiihrte Werteiiberpflanzung entsteht. Die Abhnlichkeitstransformation 
soll diejenige ahnliche Abianderung der Fliche F in eine Flache F’ defi- 
nieren, durch welche, wenn dabei z in Z iibergeht, die Funktion 7(%) an 
der Stelle = z,* dieselbe Entwicklung bekommt, wie 2(z*). Nachdem 
diese Uberpflanzung ausgefiihrt ist, ergibt sich nunmehr, daB die Differenz 
¢ — ¢* insbesondere in der Umgebung der Begrenzungslinien von /* eine 
stetige infinitesimale GréBe ist, und zwar wesentlich nach derselben Methode, 
nach welcher wir in § 5 den Limessatz bewiesen haben. 

Hiermit ist dann aber auch in Anbetracht der allgemeinen Vorbe- 
merkungen auf S. 93 der gewiinschte Nachweis des stetigen Ubergangs 
des Bereiches Y in den Bereich Y* bei unbegrenzter Anniherung des 
Bereiches ® an den Bereich ®* erbracht. Die Konstanten des Bereichs ¥ 
erscheinen somit als stetige Funktionen des Uberfiihrungsparameters, wenn 
wir uns so ausdriicken diirfen. Insofern nun bei allen Y der gewonnenen 
Uberfiihrung generell eine Streifenbreite um die Begrenzungslinien von ¥ 
herum existiert, in welcher die Randsubstitutionen von Y ohne stérende 


von 
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Kollisionen ausfiihrbar sind, ergibt sich, daB der Ubergang von ¥, nach 
Y, im endlich vielen Schritten ausgefiihrt werden kann, deren einzelner 
entweder eine bloBe Parameterinderung der Substitutionen ist, die im Ge- 
biete dieser Parameter geradlinig erfolgt, wobei von den p Begrenzungs- 
linienpaaren je eine Linie festgehalten wird, oder aber bloBe erlaubte Ab- 
ainderungen der Begrenzungslinien bei festgehaltenen Substitutionen. 

Wir haben fiir den soeben gefiihrten Nachweis einige Annahmen in 
bezug auf die Funktion 2*(z) gemacht. Sind diese Annahmen nicht er- 
fiillt, so gelangen wir in jedem Falle durch geringe Modifikationen des 
Beweisverfahrens zu dem gewiinschten Ziele. Diese Modifikationen wollen 
wir jetzt bezeichnen. Die im folgenden getrennt betrachteten Méglich- 
keiten kénnen auch kombiniert auftreten, die Art der vorzunehmenden 
Beweismodifikation wird jedoch auch dann sofort klar sein. 


Betrachten wir etwa den Fall, daB die Funktion : es = 2*(e) auf 
der Begrenzung des Bereiches ©* eine Nullstelle ihrer Ableitung besitzt. 
In diesem Falle kénnte man daran denken, dieser Unbequemlichkeit durch 
eine geringe Modifikation der Differentiale oder eines derselben aus dem 
Wege zu gehen. Wir kénnen indes diesen Fall auch durch eine Modi- 
fikation der Begrenzungslinien selbst auf den allgemeinen vorher betrach- 
teten Fall zuriickbringen in folgender Weise. Es seien etwa L,* und L,*’ 
die zwei betroffenen Begrenzungslinien des Bereiches ®*. Alsdann kénnen 
wir L,* durch eine benachbarte, ebenfalls geschlossene regulire Linie L,* 
ersetzen und entsprechend L,*’ abaindern. Hierdurch ist ®* durch einen 
Bereich ©* mit denselben Randsubstitutionen ersetzt. Ist nun ® der be- 
trachtete, ®* benachbarte Bereich, so kénnen wir diesem ® einen ®* wieder 
benachbarten Bereich ® dadurch entsprechen lassen, daB wir die Begrenzungs- 
linien L, und LZ,’ ersetzen durch Z,* und L,*”, indem wir unter L,*” 
diejenige geschlossene regulire Linie verstehen, welche vermége der zu ® 
gehérenden Randsubstitution der Linie L,* entspricht. Der gefundene 
neue Bereich ® liegt natiirlich jetzt nicht mehr auf der Linie Q, er ist 
vielmehr der Linie Q benachbart und bestimmt im Gebiete der Bereiche 
der Gattung © ein Linienstiick Q, welches insofern als Linienstiick be- 
zeichnet wird, als es nur fiir ein gewisses Stiick der Linie Q um %* 
herum erklirt ist. Jetzt zeigen wir nach der vorher dargelegten Methode, 
daB bei ® einer stetigen Begrenzung auf Q eine stetige Bewegung auf 
entspricht, wobei @ ein Linienstiick der Y-Mannigfaltigkeit ist, welches @ 
benachbart verliuft. Dann ist aber nun auch die stetige Bewegung auf 2 
selbst an der Stelle ®* klar, weil die entsprechenden Bereiche auf Q und Q 


einfach durch gewisse kleine und genau zu iibersehende Deformationen 
der Begrenzungslinien entstehen. 
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Betrachten wir weiter den méglicherweise vorkommenden Fall, da8 
die Abbildung, welche die Funktion 2*(z2) leistet, im Unendlichen nicht 
schlicht ist, sodaB die Umgebung des Punktes z= co auf ein Windungs- 
flichenstiick der Flache F* abgebildet wird. Alsdann wenden wir folgen- 
des SchluBverfahren an. Wir wihlen einen endlichen Punkt a der z-Ebene, 
den wir dem unendlich fernen Punkt beliebig nahe nehmen kénnen. Die 
Wahl des Punktes a soll jedoch der Bedingung unterliegen, daB die 
Funktion «*(¢) die Umgebung dieses Punktes auf die z-Ebene schlicht 
abbildet oder, anders ausgedriickt, daB die Ableitung dieser Funktion in 
a einen von Null verschiedenen endlichen Wert hat. Wir denken uns 
nun mit den Bereichen ®* und 9, die wir betrachten, eine Transforma- 


tion durch reziproke Radien £ = 





- +. vorgenommen, sodaB der Punkt a 


in co transformiert wird. Dadurch gewinnen wir aus dem betrachteten 
Linienstiick auf Q ein Linienstiick 2, welches jetzt nach dem zuerst be- 
trachteten allgemeinen Fall behandelt werden kann, weil der fir ®* auf- 
gestellte Quotient der beiden Differentiale erster Art nach der Uberpflanzung 
auf ®* die allgemeinen Voraussetzungen erfiillt. Wir finden so, daB Q 
ein Linienstiick @ von Bereichen ¥ stetig entspricht, welche durch Funk- 
tionen t(€) aus ® hervorgehen. Andererseits entspricht jedem Bereiche ¥ 
auf @ ein Bereich Y auf @ vermége einer linearen Substitution wegen 
des Unititssatzes. Der Beweis, dab die Menge @ auch einen stetigen Zug 
im Gebiete der Gattung Y repriisentiert, erfordert demnach nur den Be- 
weis, daB die erwahnte lineare Substitution sich stetig andert. Dies aber 
ergibt sich daraus, daB die erwihnte lineare Substitution sich aus den 
Anfangsgliedern der Entwicklung der Funktion t(¢) fiir z = co bestimmt, 
eine Entwicklung, welche von der Form 


r(e) = A+ 2454... 


sein muB, wobei B von 0 verschieden ist. Dabei andern sich A, B, C, 
stetig mit ®, da sie ja durch bestimmte Integrale aus dem sich stetig 
imdernden r(z) dargestellt werden kénnen. Die Funktion ¢(z) wird nun 
als diejenige lineare Funktion von r(z) zu bestimmen sein, welche sich 
im Unendlichen wie z + (0)) verhilt. Diese lineare Funktion fndert sich 
aber in der Tat stetig mit A, B, C. 

Es ist wiederum von Interesse festzustellen, daB der nunmehr be- 
wiesene Satz von der Einheit der Bereiche Y sich auf Grund des be- 
wiesenen Fundamentaltheorems verhiltnismaBig einfach mit Hilfe des all- 
gemeinen Konvergenzprinzips beweisen laBt, aus der Einheit der Bereiche 
® direkt. In der Tat ergibt sich die Stetigkeit der Anderung von ¥ bei 
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Anderung von ® ganz ihnlich, wie der Stetigkeitsnachweis der Abelschen 
Integrale erster Art auf Grund der Bemerkung, daB einerseits fiir die bei 
stetiger Anderung von ® in Betracht kommenden Bereiche Y durch den 
Verzerrungssatz bestimmte Schranken geliefert werden, welche die An- 
wendung des allgemeinen Konvergenzsatzes unmittelbar auf ¢(z) ermég- 
lichen, daB andererseits der Unititssatz gilt. Es eriibrigt sich auf Grund 
friiherer Bemerkungen und Entwicklungen hierauf noch niher einzugehen. 

Es sei schlieBlich noch auf eine dritte Méglichkeit der Beweisfiihrung 
hingewiesen, welche auf dem iterierenden Verfahren beruht. In der Tat 
kann man bemerken, daB die Konvergenzabschitzung fiir das iterierende 
Verfahren gleichmiBig fiir alle ® der Uberfiihrungslinie Q ausgefiihrt 
werden kann, woraus dann die stetige Abhingigkeit der Funktion ¢(z) in 
Abhingigkeit von ® folgt mit Riicksicht auf die entsprechende stetige 
Abhiingigkeit der beim iterierenden Verfahren auftretenden Niherungs- 
funktionen in Abhiingigkeit von ®. Hiermit aber ist wieder ein Beweis 
fiir die Einheit der Bereiche Y gegeben. 


Zweiter Teil. 


Die Uniformisierung reeller algebraischer Kurven: 
Das Hauptkreistheorem. 


§ 8. 
Problemstellung und Unitiitssatz. 


Es sei nunmehr (z, y) eine reelle algebraische Kurve mit mindestens 
einem wirklich vorhandenen reellen Zuge. Wird entsprechend der in ,,U. 
d. a. K. 1“ gewihlten Bezeichnung mit F, die zu y(x) gehérende Riemann- 
sche Fliche bezeichnet, welche in bezug auf die Achse des Reellen zu 
sich selbst symmetrisch ist, so hat F’, entsprechend den reellen Ziigen der 
algebraischen Kurve ein System geschlossener und voneinander getrennt 
verlaufender Symmetrielinien (Riickkehrschnitte), deren Anzahl héchstens 
p +1 ist, wenn p das Geschlecht der Riemannschen Fliche F, ist. Um- 
gekehrt kann man sich auch eine in bezug auf die Achse des Reellen zu sich 
selbst symmetrische Riemannsche Fliche F, gegeben denken, fiir welche 
die zu betrachtende Symmetrie auf der Riemannschen Fliche mindestens 
einen festen Punkt und daher auch feste Linien aufweist, die sich not- 
wendig als ein System voneinander voéllig getrennt verlaufender geschlossener 
Riickkehrschnitte darstellen; es ist dann gemi$ den von uns in ,,U. d. a. 
K. L“ §. 184 ff. (Math. Ann. 67) gegebenen Entwicklungen stets méglich, zu F, 
eine zugehérende irreduzible reelle algebraische Kurve (x, y) vermége einer 
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Funktion y(z) zu konstruieren, welche zur Fliche F, eigentlich gehért 
und auf den genannten Symmetrielinien reelle Werte annimmt, woraus 
sich dann von selbst weiter ergibt, daB diese Funktion an keiner weiteren 
reellen Stelle der Fliche F, einen reellen Wert annimmt. Wir bemerken, 
daB F, durch das System der Symmetrielinien entweder in zwei zueinander 
symmetrische Hiilften zerlegt wird (orthosymmetrischer Fall in Kleins Be- 
zeichnungsweise) oder ein Ganzes bleibt (diasymmetrischer Fall). 

Wir formulieren nun das folgende Problem 

Uniformisierungsproblem: Es soll eine relativ zur Fliche F, 
unverzweigte uniformisierende Variable ¢=¢(x, y) bestimmt werden, welche 
die Eigenschaft besitzt, daB die von ihr auf den reellen Ziigen der Kurve 
(a, y) oder, was dasselbe ist, auf den erwiihnten Symmetrielinien der 
Fliche F, angenommenen Werte reell sind. (Die Forderung, daB die 
GréBe t(z, y) linear-polymorph sein soll, wird nicht gestellt, wird sich 
jedoch als eine Folge der bereits angefiihrten Bedingungen herausstellen.)*) 

Wir analysieren jetzt das gestellte Problem und suchen insbesondere 
bis zu der Einsicht zu gelangen, daB es nicht mehr als eine uniformi- 
sierende Variable mit den gewiinschten Eigenschaften geben kann, und 
daB diese uniformisierende Variable notwendig linear-polymorph sein mub, 
sofern sie tiberhaupt existiert. 

Zu dem Zwecke machen wir zunichst die Bemerkung, dab die GréBe 
t(x, y) auf Grund ihrer vorausgesetzten Eigenschaften an einer Stelle (2, y), 
die nicht einem reellen Zuge der Kurve (x,y) angehért, keinen reellen 
Wert haben kann. Wiire dies nimlich der Fall, so miiBte ¢(2, y), weil 
auf den reellen Ziigen reell, aus Griinden der analytischen Symmetrie auch 
an dem zu (x,y) konjugierten Kurvenpunkte (%, 7) denselben reellen 
Wert annehmen. Das widerspricht jedoch der Uniformisierungseigenschaft 
der GréBe t(z, y). 

Es werde jetzt im orthosymmetrischen Falle die eine Hilfte der 
Fliche F,, im diasymmetrischen Falle jedoch die lings den Symmetrie- 
linien aufgeschnittene Fliche F, mit [F,] bezeichnet. Die Fliche [F,] 
werde wie in ,,U. d. a. K. I.“ durch Q**) Querschnitte in eine einfach zu- 
sammenhingende Fiche [F,] verwandelt. Wird [F,] durch Vermittlung 
der Funktion ¢(x, y) konform abgebildet, so ergibt sich als Bild von [F)] 
ein schlichtes einfach zusammenhingendes Flachenstiick g,, welches die 
Achse des Reellen nicht durchsetzt, jedoch in 2Q getrennt liegenden 
Strecken an die Achse des Reellen anstéBt. Betrachten wir diese konforme 


*) Diese Formulierung habe ich bereits 1907 in meiner Gétt. Nachr.-Note ,,iiber 
die Uniformisierung reeller algebraischer Kurven* gewiblt. 

**) Q ist im orthosymmetrischen Falle gleich py, im diasymmetrischen Falle 
gleich 2p. 
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Abbildung in ihrem weiteren Verlaufe, wenn wir die Uberschreitung der 
Q Querschnitte, jedoch noch nicht die Uberschreitung der Symmetrielinien 
gestatten, so werden offenbar die verschiedenen sich ergebenden Zweige 
der Funktion ¢(z, y) lauter verschiedene Bilder der Fliche [/,| entwerfen, 
welche in ihrer Gesamtheit sich notwendigerweise zu einem einfach zu- 
sammenhiingenden Gebiet y oberhalb der Achse des Reellen zusammen- 
schlieBen, welches nunmehr offenbar nicht mehr nur in endlich vielen, 
sondern allgemein zu reden, in unendlich vielen getrennten Stiicken an 
die Achse des Reellen anstéBt. Gestatten wir nunmehr auch die Uber- 
schreitung der Symmetrielinien, so wird der Effekt aus Griinden der 
analytischen Symmetrie nur der sein, daB wir ein zu y symmetrisches 
Gebiet y erhalten, welches mit y zusammen ein, allgemein zu reden, un- 
endlich-vielfach zusammenhingendes Gebiet 7’ bildet, das in bezug auf die 
Achse des Reellen zu sich selbst symmetrisch ist und welches durch ana- 
lytische Transformationen vermége der Nebeneinanderlagerung von lauter 
Bildern eines Bereiches ® entsteht, der seinerseits von gm, und seinem 
Spiegelbilde g, gebildet wird und Q analytische Randsubstitutionen auf- 
weist. Hieraus ergibt sich die Méglichkeit, auf die erwihnten unendlich 
vielen Bilder des Bereiches ® den Verzerrungssatz zur Anwendung zu 
bringen und zwar in folgender Gestalt: Wird fir irgend einen der er- 
wihnten Bildbereiche von ® mit r die Summe der Lingen der in ihm 
enthaltenen reellen Strecken bezeichnet, mit « der Umfang der vollstin- 
digen Begrenzung desselben Bereiches, so hat das Verhiiltnis r: einen 
Wert, der zwischen zwei von 0 und oo verschiedenen endlichen Schranken 
bleibt, die nicht von der Wahl des genannten Bildbereiches abhingen. 
Beachtet man nun, daB offenbar die Summe aller r, d. h. die Gesamt- 
linge der reellen Strecken, welche der Bereich 7 enthilt, endlich ist, 
wenn man, was unwesentlich ist, von der einen durchs Unendliche gehend 
gedachten, in ® selbst enthaltenen reellen Strecke absieht, so ergibt sich 
hieraus, daB die Summe aller w konvergent ist. Wenn man also den Be- 
reich 7’ nach und nach durch Niherungsbereiche ausschépft, indem man 
immer mehr Bilder von ® hinzunimmt, so wird der nicht reelle Be- 
grenzungsteil des Niherungsbereiches eine Gesamtlinge besitzen, welche 
schlieBlich unendlich klein wird. Das heiBt aber, daB der Bereich 7 die 
ganze Ebene ausfiillt und daB folglich exklusive von, allgemein zu reden, 
unendlich vielen diskreten reellen Punkten die einzelne analytische Rand- 
substitution des Bereiches ®, welche offenbar 7’ in sich selbst transfor- 
miert, eine reelle lineare Substitution ist, namlich eine Substitution, 
welche die obere Halbebene eineindeutig in sich transformiert, wobei zu 
beachten ist, daB dieser Satz in der Tat ja nur voraussetzt, daB die Ein- 
deutigkeit der Abbildung fiir alle nicht reellen Punkte der oberen Halb- 
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ebene feststeht. Es versteht sich nun von selbst, dab tiberhaupt alle rela- 
tiven Zweige der Funktion ¢(z,y), gleichgiiltig, ob man zu denselben 
lediglich durch Uberschreitung von Querschnitten oder auch durch Zu- 
hilfenahme von Uberschreitungen der Symwmetrielinien gelangt sei, durch 
reelle lineare Substitutionen verkniipft sind, da der Uberschreitung einer 
Symmetrielinie in der z-Ebene ja stets nur eine Spiegelung an der Achse 
des Reellen entspricht. Auch ist jetzt klar, daB die GréBe ¢(z,y) durch 
ihre Eigenschaften bis auf eine lineare Substitution vollstindig bestimmt 
ist, weil die Annahme der Existenz zweier verschiedener derartiger GréBen, 
etwa ¢, und #,, zu einer konformen Peziehung der beiden Ebenen auf- 
einander fiihren wiirde, bei welcher die obere Halbebene der einen Ebene 
eineindeutig konform auf die cbere, eventuell untere, Halbebene der anderen 
Ebene bezogen wird. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen werde noch darauf hingewiesen, 
daB der Unititsbeweis in dem Umfange, wie wir ihn hier gefiihrt haben, 
sich einfacher fiihren léBt, insbesondere ohne Bezugnahme auf den allge- 
meinen Verzerrungssatz, wenn man die lineare Abhiingigkeit der Zweige 
untereinander zuniichst mit in die Voraussetzung aufnimmt. Ist dann der 
Existenzbeweis dieser uniformisierenden Variablen ¢* gefiihrt, so kann 
man die allgemeinere postulierte GréBe ¢ in Abhingigkeit von ¢* durch 
das Cauchysche Integral darstellen, wobei man in der ¢*-Ebene wegen der 
Linearitét der Substitutionen die Endlichkeit des Verhiiltnisses r: uw unter 
alleiniger Bezugnahme auf den Verzerrungssatz fiir lineare Funktionen 
erkennt. Damit ist aber fiir unsere Abschiitzungsmethode das Erforder- 
liche erreicht. Es ergibt sich, daB ¢ eine lineare Funktion von ¢* sein muBb. 


§ 9. 
Auffassung der gesuchten uniformisierenden Variablen als einer 
uniformisierenden Variablen des Schottkyschen Typus und damit 
zusammenhiingender Existenzbeweis. 


Die von uns zu bestimmende linear-polymorphe Uniformisierungs- 
transzendente ¢(z,y) laiBt sich leicht als eine uniformisierende Variable 
des Schottkyschen Typus, wie wir sie im ersten Teile vorliegender Ab- 
handlung betrachtet haben, charakterisieren. Das ist zunichst unmittel- 
bar einleuchtend in dem Falle, dab F, eine orthosymmetrische Riemann- 
sche Fliche ist. In der Tat brauchen wir in diesem Falle nur die beiden 
zueinander symmetrischen Hilften [/'], aufgeschnitten lings den p Quer- 
- schnitten, lings den Symmetrielinien wieder zusammenzuheften, so haben 
wir wieder F, nunmehr aufgeschnitten lings p die Fliche F, nicht zer- 
stiickenden Riickkehrschnitten, deren jeder einzelne zu sich selbst sym- 
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metrisch ist und die Symmetrielinien in zwei Punkten durchsetzt. Nennen 
wir diese 2p-fach zusammenhiingende Fliche f, und denken uns zu f, die 
zugehdrende uniformisierende Variable ¢ des Schottkyschen Typus nach 
der im ersten Teile entwickelten Methode bestimmt, so liBt sich nun von 
dieser uniformisierenden Variablen zeigen, daB die Werte, welche dieselbe 
auf den Symmetrielinien annimmt, siimtlich auf einem und demselben 
Kreise der ¢-Ebene liegen, welcher Kreis vermége einer linearen Trans- 
formation in die Achse des Rellen verwandelt werden kann. 

Der Beweis wird folgendermaBen gefiihrt. Man denke sich neben der 
in der angegebenen Weise bestimmten Funktion ¢(z, y) die Funktion 
t’ (x, y) =t(%,%) gebildet, indem man mit #(#,7) den zu ¢(Z,9) kon- 
jugiert-komplexen Wert bezeichnet. Alsdann ist unmittelbar einleuchtend, 
daB die GréBe t'(z, y) ebenso wie ¢(x, y) eine zu f, gehérende uniformi- 
sierende Variable des Schottkyschen Typus darstellt. Zwei derartige uni- 
formisierende Variable miissen nun gemiif dem fiir die uniformisierenden 
Variablen des Schottkyschen Typus geltenden Unitiitssatze durch eine 
lineare Substitution ineinander tibergehen. Es seien jetzt ¢,, t,, t,, t, irgend 
vier Werte, welche die GréBe ¢ auf dem Symmetrieliniensystem der Fiche 
F, annimmt, alsdann sind ¢,, ¢,, ¢;, ¢, die entsprechenden Werte, welche 
die Funktion ¢’ auf dem Symmetrieliniensystem an denselben Punkten an- 
nimmt. Diese vier Werte gehen nun aus den erstgenannten vier Werten 
vermége der oben erwiihnten linearen Substitution hervor. Dabei bleibt 
das Doppelverhiltnis ungeiindert. Dieses Doppelverhiiltnis geht anderer- 
seits in seinen konjugierten Wert iiber. Diesen beiden Bedingungen wird 
nur geniigt, wenn das Doppelverhiiltnis reell ist, wenn also die vier Punkte 
t,, t, ts, 4, auf einem Kreise liegen. Hiermit ist aber gezeigt, daB alle 
von ¢(z,y) auf den Symmetrielinien angenommenen Werte auf einem und 
demselben Kreise liegen, da man zu drei festgewihlten Werten ¢,, ¢,, ¢,, 
welche den Kreis bestimmen, jeden beliebigen weiteren auf einer Sym- 
metrielinie angenommenen Wert als den Wert ¢, wihlen kann. 

Sei jetzt die Fliche F, diasymmetrisch. In diesem Falle ist es ebenfalls 
miglich, die GréBe ¢ als eine zu F, gehérende uniformisierende Variable 
des Schottkyschen Typus zu charakterisieren. Dazu sind allerdings die 
weiter unten in § 11 gegebenen Entwicklungen erforderlich. Einfacher und 
fiir den gegenwirtigen Zweck des Existenzbeweises ausreichend ist es, 
von der Fliche F, iiberzugehen zu einer relativ zu F, zweiblittrigen 
Uberlagerungsfliche F',, welche aus F,, entsteht, indem man die Flache 
[F,] in zwei kongruent iibereinander liegenden Exemplaren denkt und 
diese nun lings den saimtlichen Symmetrielinien tiber Kreuz zu einer 
einzigen Fliche, eben der Fliche F', zusammenheftet. Diese Fliche F’, ist 
gemiB ihrer Konstruktion orthosymmetrisch, indem sie eben aus zwei zu- 











eo 


am on on ®@ fe le 








Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. IV. 103 


einander symmetrischen Hilften hergestellt ist. Diese orthosymmetrische 
Fliche ist vom Geschlecht 2p. Die Anzahl ihrer Symmetrielinien (reelle 
Ziige der zugehérenden reellen algebraischen Kurve) ist doppelt so groB 
als die entsprechende Anzahl bei F’,. Die Fliche F’, ist gemiS dem 
Schottkyschen Typus dadurch aufgeschnitten zu denken, daB man die oben 
8. 99 erwihnten Q@= 2p Querschnitte in dem benutzten zweiten Exemplare 
[F,] symmetrisch wiederholt. 


§ 10. 
Selbstiindiger Kontinuititsbeweis des Hauptkreistheorems. 


Es ist wegen verschiedener dabei zur Geltung kommender Gesichts- 
punkte von Interesse, auch einen selbstiindigen Beweis des Hauptkreis- 
theorems mittels Kontinuitaitsmethode zu geben. 

Zu dem Zwecke denken wir uns die Fliche [/,], d. i. im orthosym- 
metrischen Falle*) die lings p Querschnitten aufgeschnittene Fliiche [7], 
konform auf einen Bereich g, mit p reguliren Randsubstitutionen und 
2p reellen Begrenzungsstiicken abgebildet, welcher ganz oberhalb der Achse 
des Reellen liegt. Eine solche Abbildung erhalten wir in der wiinschens- 
werten Form, indem wir uns den Bereich [F,] iiber seine 2p Quer- 
schnittseiten der Begrenzung hinaus ein Stiick fortgesetzt denken durch 
Ansetzung von 2p bandartigen. Flaichenstreifen, welche sich ebenfalls bis 
an die Symmetrielinien heranerstrecken. Die so erweiterte einfach zusam- 
menhiingende Fliiche [F,] mége mit [F,]' bezeichnet werden. Nun werde 
der einfach zusammenhiingende ereich [F,|' eineindeutig konform auf die 
obere Halbebene abgebildet. Dabei wird [F,] auf einen Bereich gq, ab- 
gebildet, welcher zusammen mit seinem Spiegelbilde g, einen 2p-fach zu- 
sammenhiingenden Bereich ®, mit p reguliiren analytischen Randsubstitutionen 
bildet. Es gilt, den Nachweis zu fiihren, daB der Bereich , eineindeutig 
konform auf einen Bereich Y, derselben Gattung wie ®, abgebildet werden 
kann, fiir welchen jedoch die erwihnten p reguliiren Randsubstitutionen 
reelle lineare, nicht mehr nur analytische Substitutionen sind. Sowohl bei 
®, als auch bei Y, werden wir zweckmiBig die Annahme machen, dab 
der unendlich ferne Punkt dem Innern des Bereiches angehért, und wir 
kénnen uns auch vorstellen, daB fiir die zu bestimmende Abbildung, bei 
welcher natiirlich die zu ©, gehérenden Stiicke der Achse des Reellen in 
die entsprechenden Stiicke des Bereiches Y, iibergehen sollen, der unend- 
lich ferne Punkt sich selbst entsprechen soll. 

Bereiche von der Gattung Y, erhalten wir sofort, wenn wir 2p die 


*) Den diasymmetrischen Fall kinnen wir nach der vorher geschilderten Methode 
unter den orthosymmetrischen Fall subsumieren. 











104 P, Kozse. 


Achse des Reellen orthogonal schneidende Kreise, die sich gegenseitig 
ausschlieBen, durch reelle hyperbolische Substitutionen irgendwie aufeinander 
beziehen, wobei nur in bezug auf die Paarung der Kreise der Bedingung 
zu geniigen ist, daB dieselbe in topologischer Beziehung der bei ®, be- 
stehenden Paarung entspricht, sodaB bei Durchlaufung der Begrenzung 
der oberen Hilfte von ®, und Y, entsprechende Stiicke in gleicher Weise 
sich folgen. 

Wir bemerken, wenn wir jetzt die Kette der den Kontinuitiitsbeweis 
im allgemeineren Falle des ersten Teiles der Abhandlung bildenden Ent- 
wicklungen der Reihe nach durchgehen, zuniichst, daB die Bereiche der 
Gattung ®, ein einheitliches Kontinuum bilden, sofern wir eben nur solche 
Bereiche als Bereiche ©, in Betracht zichen, bei welchen auch die oben 
erwihnte Reihenfolge in der Paarung dieselbe ist. Dieser Nachweis der 
Kinheit der Bereiche ®, vollzieht sich ganz analog dem obigen Beweise; 
nur wird man, was nicht die geringste Schwierigkeit bietet, bei allen 
Deformationen stets die Symmetrie im Auge zu behalten haben. Betrachten 
wir andererseits die Bereiche Y,, so kénnen wir zu Y, zuniichst die ent- 
sprechenden p Abelschen Integrale erster Art bilden, in dem wir von den 
Potentialen u,,---,«, ausgehen, welche in ®, eindeutig sind und wegen 
ihrer Unitét aus Griinden der Symmetrie offenbar an spiegelbildlich sym- 
metrischen Punkten des Bereiches ©, denselben Wert annehmen. Fiir diese 
Potentiale ist daher lings siimtlichen dem Bereiche ©, angehérenden 
Stiicken der Achse des Reellen die Ableitung in Richtung der Normalen 
zu dieser Achse gleich Null, woraus folgt, daB die zugehérenden kon- 
jugierten Potentiale v,,---, v, lings jedes derartigen Stiickes konstant sind 
und daB die p linear unabhingen Integralfunktionen w, = u, + iv, p reelle 
Abelsche Differentiale erster Art dw, liefern, welche sich bei stetiger 
Anderung von ®, ebenfalls stetig indern. 

Wir haben uns nun weiter der Existenz einer (3p — 3)-parametrigen 
Normalfigur za vergewissern. Zu einer solchen gelangen wir folgender- 
maBen. Wir bemerken vorab, daB das allgemeinste zu ©, gehérende reelle 
Abelsche Differential erster Art eine reelle lineare Kombination der oben- 
genannten p Differentiale dw, ist. Dies ergibt sich durch Betrachtung der 
Periodizitétsmoduln aus dem Umstande, da fiir ein solches Differential 
dw notwendigerweise der reelle Teil von w eine Funktion sein muB, die 
lings den reellen Stiicken von ®, die normale Ableitung Null hat und 
daher gemiB dem Spiegelungsprinzip fiir Potentialfunktionen in , ein- 
deutig sein mu. Ist sie doch in jeder einzelnen Hiilfte von , jedenfalls 
eindeutig, weil eine derartige Hilfte ein einfach zusammenhiingendes Gebiet 
ist. Nun ergibt sich der dem Brili-Noetherschen (S. 74) analoge Satz, daB 
die reellen Differentiale erster Art nicht eine allen gemeinschaftliche Nullstelle 
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besitzen kénnen, und daraus folgern wir nach Analogie eines oben (S. 75) 
gegebenen Beweises, daB das allgemeine reelle Differential dw erster Art 
nur einfache Nullstellen haben wird, welche teils einzeln auftreten und 
dann reell sind, teils konjugiert angeordnet sind, eine Unterscheidung, auf 
welche es jedoch fiir unsere Zwecke nicht niher ankommt. Die Normal- 
figur wird nan gefunden, indem man ein reelles dw mit nur einfachen 
‘Nullstellen zu , bestimmt und die Normierung von w in Abhiingigkeit 
von ®, dadurch gibt, daB man vorschreibt, der imaginire Teil von w solle 
im Unendlichen, also auf dem ganzen betreffenden Stiick der Achse des 
Reellen verschwinden und gegeniiber den analytischen Randsubstitutionen 
des Bereiches ®, in seinem reellen Teile feste Periodizitiismoduln bewahren, 
schlieBlich solle der reelle Teil von w in einer Nullstelle von dw ver- 
schwinden. Im iibrigen hat man sich den Bereich ®, dabei, um einen 
Zweig von w zu isolieren, lings simtlichen Stiicken der Achse des Reellen 
mit Ausnahme des durchs Unendliche gehenden aufgeschnitten vorzustellen, 
sodaB dadurch der Bereich ®, in einen einfach zusammenhingenden, in 
bezug auf die Achse zu sich selbst symmetrischen Bereich verwandelt 
wird. Das Bild dieses einfach zusammenhingenden Bereiches, welches sich 
bei der konformen Abbildung durch das normierte Integral erster Art w 
ergibt, ist die gewiinschte (3p — 3)-parametrige zweckdienliche Normalfigur. 
Als frei verinderliche Bestimmungsstiicke dieser Figur sind die 2p — 3 
Bestimmungsstiicke fiir die Lage der Windungspunkte der Normalfigur 
einerseits und andererseits p Periodizitiitsmoduln des imaginiiren Teils zu 
bezeichnen, deren unabhiingige Wahl nach folgender Regel getroffen werden 
kann. Man denke sich [F,j, wie oben niher bezeichbnet, durch p Quer- 
schnitte in eine einfach zusammenhiingende Fliche verwandelt. Man hat 
dann einerseits die Wertdifferenzen lings diesen p Querschnitten zu geben, 
welche jedoch entsprechend den 6 vorhandenen geschlossenen Begrenzungs- 
linien von [/’,| im ganzen 6 —1 Bedingungen unterworfen sind, fiir deren 
Erfiillung man beachte, dab p — (¢—1) eine gerade Zahl 2p’ ist, indem p’ 
die Anzahl der innerhalb | /’,] méglichen getrennten die Fliiche [/’,| nicht 
zerfallenden Riickkehrschnittpaare ist, lings welchen die 2p’ Periodizitits- 
moduln frei gegeben werden kinnen. Abgesehen von den 2p’ GréBen sind 
die den Ubergang von einer Symmetrielinie zur andern entsprechenden 
Wertdifferenzen des imaginiiren Teiles zu geben, was noch 6 — 1 weitere 
Bestimmungsstiicke der Normalfigur sind. 

Es diirfte iiberfliissig sein, noch weiter auf den Kontinuititsbeweis 
des Hauptkreistheorems einzugehen. Erwiihnt sei nur noch, dab der Nach- 
weis der analytischen Abhingigkeit zwischen den Konstanten des Be- 
reiches ¥, einerseits und den Konstanten der Normalfigur andererseits im 
vorliegenden Falle durch den Hinweis auf gewisse von Schottky gebildete 
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Reihen*) erledigt wird, welche in dem hier betrachteten Falle von Bereichen 
Y, tatsiichlich auch noch bei komplexer Variation der Konstanten der 
linearen Randsubstitution wegen des Erfiilltseins der Schottkyschen Be- 
dingung der Konvergenz der Radiensumme konvergieren und auch direkte 
Darstellungen fiir die Abelschen Integrale erster Art geben, was mit Hilfe 
der Poincaréschen Reihen nicht méglich ist. 


Es mag weiter noch besonders darauf hingewiesen werden, wie auch 
hier die Einheit der symmetrischen Riemannschen F lichen eines bestimmten 
Typus sich als die Einheit der Bereiche , wiederspiegelt. Dabei ist je- 
doch hervorzuheben, daB hier noch das Analogon fiir den Fall der dia- 
symmetrisehen Riemannschen Flichen fehlt, die wir in diesem Paragraphen 
vermége der in § 9 entwickelten Vorstellung unter die orthosymmetrischen 
Flichen subsumiert haben. Diese Zuriickfiihrung kann fiir die Frage der 
Einheit dieser Flichen nicht mehr herangezogen werden. Vielmehr ist 
eine selbstiindige Betrachtung erforderlich, deren Wesen in der Lésung 
eines bestimmten Analysis-situs-Problems liegt. In der Tat prigt sich in 
den Bereichen der Gattung ®, der diasymmetrische Typus aus, wenn die 
Paarung der Randkurven mindestens fiir ein Paar mit der Modifikation 
vorgenommen gedacht wird, daB nun nicht mehr bei der analytischen Zu- 
ordnung die obere Hilfte des Kurvenbogens wieder der oberen Hilfte und 
die untere der unteren entspricht, sondern umgekehrt. Man erkennt dies 
unmittelbar, wenn man sich einem derartig gebildeten Bereiche , eine 
reelle algebraische Gleichung zugeordnet denkt, nach der allgemeinen Me- 
thode zwei Funktionen z(z) und y(z) bildend, die in ®, eindeutig sind, gegen- 
iiber den Randsubstitutionen ungeindert bleiben und auf den reellen Achsen- 
stiicken reell sind, die ferner die Eigenschaft haben, daB (x, y) ein dem 
Bereiche ®, eigentlich zugehérendes irreduzibles algebraisches Gebilde ist. 
Indem man mit 2(z) den Bereich , konform abbildet, wird , in eine 
zu sich selbst symmetrische Riemannsche Fliche F, iibergefiihrt, welche 
Symmetrielinien besitzt und nun durch dieselben offenbar nicht zerfiallt, 
hingegen in zwei zueinander symmetrisch einfach zusammenhiingende 
Stiicke zerlegt wird, wenn man zu den Symmetrielinien p zu sich selbst 
symmetrische, das Symmetrieliniensystem je in zwei Punkten schneidende 
geeignete Riickkehrschnitte (entsprechend den Randkurven von ®,) hinzu- 
nimmt, welche, wie auch die Figur eines %, zeigt, fiir sich genommen 
keinen Zerfall der Fliche F, bewirken. Wir sehen auf diese Weise im 
Zusammenhange mit den Kontinuitiitsideen eine ganz bestimmte Frage 
entstehen, niimlich die im folgenden Paragraphen behandelte Frage der 


*) F. Schottky: ,,Uber eine spezielle Funktion, welche bei einer bestimmten linearen 
Substitution ihres Arguments ungeiindert bleibt.“ J. f. Math. 101, 8. 227 ff. 
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symmetrischen Aufschneidung der symmetrischen, insbesondere auch der 
diasymmetrischen Riemannschen Fliiche. Auch die Frage nach einer durch 
ein reelles Abelsches Integral zu definierenden (3p — 3)-parametrigen 
Normalfigur der diasymmetrischen Flichen erledigt sich dann analog wie 
oben bei den orthosymmetrischen Flichen. Natiirlich ist a posteriori die 
Figur ¥, selbst mit der linearen Rinderzuordnung eine (3p — 3)-parametrige 
Normalfigur. 


§ 11. 


Die symmetrische Aufschneidung der symmetrischen Riemannschen 
Flichen und damit zusammenhingende neue Formulierung des 
Hauptkreistheorems. 


Ks soll in diesem Paragraphen der folgende Satz begriindet werden. 

Satz: Jede symmetrische Riemannsche Fliche F, mit Symmetrie- 
linien kann, wenn p das Geschlecht dieser Fliche ist, durch p die Fliche 
nicht zerstiickende Riickkehrschnitte, deren jeder einzelne das Symmetrie- 
liniensystem an genau zwei Stellen durchkreuzt, in eine 2p-fach zusammen- 
hiingende Fliche verwandelt werden. 


Zusatz: Diese 2p-fach zusammenhiingende Fliche zerfallt in zwei 
zueinander symmetrische einfach zusammenhingende Hilften, wenn man die 
Fliche F, auBer lings den erwihnten p Riickkehrschnitten auch noch lings 
simtlichen Symmetrielinien aufschneidet. 


Bevor wir an den Beweis der Existenz der p Riickkehrschnitte gehen, 
seien vorab einige Bemerkungen gemacht. Zuniichst erkennt man unmittel- 
bar, daB jeder auf der Fliiche F’, gezogene, zu sich selbst symmetrische 
Riickkehrschnitt, welcher eine Symmetriclinie in einem Punkte kreuzt, die- 
selbe oder eine andere Symmetrielinie notwendig noch einmal treffen muB 
und auch nicht mehr als einmal. Die beiden Treffpunkte sind notwendig 
Punkte, in welchen der Riickkehrschnitt die Symmetrielinie durchschneidet. 

Nehmen wir an, daB es uns gelungen sei, p zu sich selbst symme- 
trische Riickkehrschnitte der in dem Satze geforderten Art zu finden, so 
folgern wir zuniichst die Richtigkeit des Zusatzes. 

Durch das volistindige System der Symmetrielinien wird die Fliche F,, 
wenn wir etwa den diasymmetrischen Fall betrachten, in eine 2p-fach zu- 
sammenhangende Fliche [F,] verwandelt. Das Ausziehen der p Riickkehr- 
schnitte stellt sich in dieser Fliche [F,] als ein Ziehen von 2p Quer- 
schnitten dar. Dabei muB jedenfalls die Fliiche [F,] in Stiicke zerfallen. 
Nehmen wir jetzt an, daB die Anzahl der Stiicke, in welche [F’,) zerfillt, 
gréBer als 2 ist, so unterscheiden wir paarweise zueinander symmetrische 
Stiicke und zu sich selbst symmetrische Stiicke. Denken wir uns jetzt 
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diese Stiicke, wie sie liegen, lings den Symmetrielinien wieder zusammen- 
geheftet, so wird notwendigerweise jedes zu sich selbst symmetrische Stiick 
und jedes Paar zueinander symmetrischer Stiicke nach der Heftung je ein 
besonderes Flichenstiick liefern. Diese Flichenstiicke stellen nun aber das 
Resultat der Aufschneidung der Fliche F, durch die p Riickkehrschnitte 
allein (ohne Hinzunahme der Symmetrielinien) dar und bilden also in 
Wahrheit ein in sich zusammenhingendes Flichenstiick. Demnach zerfallt 
| F,| durch die 2p Querschnitte genau in zwei zueinander symmetrische 
Flichenstiicke und diese sind dann selbstverstiindlich einfach zusammen- 
hangend. 

Was nun den Beweis des Satzes selbst anbetrifft, niimlich den Be- 
weis der Existenz der p Riickkehrschnitte, so versteht sich derselbe fir 
den Fall, daB die Fliche F, orthosymmetrisch ist, also durch das vollstin- 
dige System der Symmetrielinien in zwei zueinander symmetrische Hilften 
zerlegt wird, von selbst, da man nur nétig hat, die eine Hilfte, welche 
notwendig den Zusammenhang p + 1 besitzt, durch p Querschnitte einfach 
zusammenhiangend zu machen, wie das auch in Math. Ann. 67, 8. 203 und 
oben 8.99 geschehen ist, und die symmetrische Hilfte in symmetrischer 
Weise aufzuschneiden. 

Eine Schwierigkeit bietet lediglich der Fall, in welchem die Flache F, 
diasymmetrisch ist, d.h. durch das System der Symmetrielinien noch nicht 
in Stiicke zerlegt wird. Ist o die Anzahl der Symmetrielinien, so ist jeden- 
falls 6 < p.*) 

Die Flaiche [F] ist dann 2p-fach zusammenhingend und besitzt 26 
Begrenzungslinien. Nun wiahlen wir in [F,] einen beliebigen Punkt P. 
Mit P’ werde der zu P spiegelbildlich symmetrische Punkt bezeichnet. 
Wir konstruieren innerhalb [/] eine sich selbst nicht treffende Verbin- 
dungslinie 7 von P nach P’, darauf die zu 1 spiegelbildlich symmetrische 
Verbindungslinie ’ von P’ nach P. Indem wir uns vorstellen, daB wir 
die Linie 7 und gleichzeitig die Linie ?’ durchlaufen, ausgehend von P 
bzw. P’ und darauf achtend, daB wir in demselben Moment immer in 
spiegelbildlich symmetrischen Punkten sind, unterscheiden wir zwei Fiille: 
es kann erstens sein, daB die Linie 7 mit /’ keinen Punkt gemeinschaft- 
lich hat auBer P und P’; in diesem Falle ist die aus 7 und I’ zusammen- 
gesetzte Linie ein Riickkehrschnitt R. Es kann zweitens sein, daB die 
Linien / und U’ auBer P und P’ noch andere Punkte gemeinschaftlich haben. 


*) 6 kann jeden ganzzahbligen positiven Wert <p haben, wie man sich am Bei- 
spiele der symmetrischen hyperelliptischen Fliche mit teils reellen, teils konjugiert- 
imaginiren Windungspunkten sofort klarmachen kann. 6 kann nicht gréfer als p sein, 
weil dann eben o die Fliche nicht zerstiickende Symmetrielinien vorhanden wiiren. 
(Klein.) 
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In diesem Falle werden wir zuniichst solche gemeinschaftliche Punkte, in 
welchen nicht ein Durchschneiden der beiden Linien 7 und U’ stattfindet, 
dadurch beseitigen kénnen, daB wir sie an den betreffenden Stellen durch 
eine kleine Deformation voneinander entfernen, eine Operation, die wir 
immer an spiegelbildlich symmetrischen Punkten zugleich und in sym- 
metrischer Weise vornehmen. Sind jedoch S und S’ zwei zueinander sym- 
metrische Schnittpunkte der beiden Linien 7 und 1’, so beseitigen wir die- 
selben folgendermaBen. Wir beachten, daB die Linie 7 durch die Punkte S 
und S’ in drei Stiicke /,, J,, 1, zerlegt wird und daB entsprechend / in 
die zu 1,, l,, 1, bzw. spiegelbildlich symmetrischen Stiicke /,’, /,’, 1,’ zerlegt 
wird. Wir lassen nun an Stelle der Linien /,+1,+1, die neue Linie 
l,+4'+1, als Verbindungslinien von P nach P’ treten. Bezeichnen wir 
jetzt diese Verbindungslinien mit /, die zu / spiegelbildlich symmetrische 
l,’+1,+ 1, mit I’, so besitzen die neuen Linien / und / ein Paar von 
Schnittpunkten weniger als die alten Linien 7 und I’. Offenbar kénnen wir 
so durch einen endlichen Proze8 zu zwei Linien / und I’ gelangen, welche 
sich nicht mehr schneiden und demnach, nach Beseitigung der jetzt aller- 
dings vorhandenen Treffpunkte gemaB obiger Vorschrift, zusammen einen 
Riickkehrschnitt R bilden. Durch den Riickkehrschnitt R kann nun die 
Fliche [F',] méglicherweise in zwei zueinander symmetrische Stiicke zer- 
fallen, deren Einzelnes dann notwendig den Zusammenhang p + 1 haben 
wird. Dieser Zerfall tritt sicher dann ein, wenn 6 =p ist. Ist jedoch 
6 <p, so kann man an Stelle des gefundenen Riickkehrschnittes R sofort 
einen anderen treten lassen, der ebenso wie R zu sich selbst symmetrisch 
ist, ferner keine Symmetrielinie trifft und keinen Zerfall der Fliiche [F'| 
bewirkt. Zu dem Zwecke mégen etwa mit f und f’ die erwiihnten beiden 
Hilften bezeichnet werden. Man kann dann, da der Zusammenhang der 
Fliche f gréBer ist als die Anzahl der Begrenzungslinien dieser Fliche, 
einen durch das Innere von f gehenden Querschnitt @ konstruieren, der 
den Punkt P mit dem Punkte P’ verbindet und durch welchen die Fliche f 
nicht zerfallt. Nimmt man zu Q den spiegelbildlich symmetrischen Quer- 
schnitt Q hinzu, der ganz innerhalb /’ verliuft, so bilden Q und @ zu- 
sammen auf F einen zu sich selbst symmetrischen Riickkehrschnitt, durch 
welchen nunmehr die Fliche F offenbar nicht in Stiicke zerlegt wird, 
sondern in eine neue zu sich selbst symmetrische 2p-fach zusammen- 
hiingende Fliche [¥',] verwandelt wird. 

Zusammenfassend kiénnen wir also sagen, daB es méglich ist, in [F,] 
einen zu sich selbst symmetrischen, die Flache [¥’| nicht zerstiickenden, 
sondern in eine ebenfalls 2p-fach zusammenhiingende, zu sich selbst symme- 
trische Fliche [¥',] mit 2¢ +2 Begrenzungslinien verwandelnden Riick- 
kehrschnitt R zu konstruieren. Indem wir das vorstehend entwickelte Kon- 
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struktionsverfahren wiederholt anwenden, zuniichst auf die Flache [F,], 
darauf auf die neugewonnene Fliche [/',] usw., gelangen wir zur Kon- 
struktion von p+1—o=g@ voneinander getrennten Riickkehrschnitten 
in [F,], durch welche die Fliiche [F,] in zwei zueinander symmetrische 
(p+ 1)-fach zusammenhingende Hiilften f und f’ zerlegt wird.*) 

Nunmehr kann man in folgender Weise zu p zu sich selbst symme- 
trischen Riickkehrschnitten gelangen, deren jeder das System der Symmetrie- 
linien in zwei Punkten schneidet. 

Wir zerlegen die Flaiche f durch p + 9 (9 = p + 1 — 6 = Anzahl der 
gefundenen Riickkehrschnitte R) sich gegenseitig nicht treffende Quer- 
schnitte in g@ +1 einfach zusammenhingende Stiicke und zwar in der 
Weise, daB wir zunichst die 6 Symmetrielinien durch 6 —1 in f ver- 
laufende Querschnitte miteinander in Verbindung bringen, darauf jeden der 
Riickkehrschnitte R durch zwei Querschnitte mit den Symmetrielinien ver- 
binden, wobei wir noch bei jedem einzelnen Riickkehrschnitt R die Ein- 
miindungspunkte der zugehérenden beiden Querschnitte so wihlen, daB die 
spiegelbildlich symmetrischen Punkte dieser Einmiindungsstellen einerseits 
und die genannten Einmiindungsstellen selbst andererseits auf dem Riick- 
kehrschnitt voneinander nicht separiert werden, was z. B. dadurch erreicht 
wird, daB die beiden Einmiindungsstellen hinreichend nahe beieinander ge- 
wahlt werden. Nachdem f und symmetrisch f’ in dieser Weise aufge- 
schnitten sind, stellen wir nunmehr auf den Riickkehrschnitten R die Ver- 
bindung zwischen f und f’ wieder her und zwar fiir jeden Riickkehrschnitt 
nur lings dem Stiick zwischen den Einmiindungsstellen und dem dazu 
symmetrischen Stiicke. Auf diese Weise sind an Stelle von f und f’ zwei 
zueinander symmetrische einfach zusammenhiingende Flichen getreten, 
welche durch 2p paarweise zueinander symmetrische Querschnitte in [F,] 
entstehen, deren je zwei zusammengehérende sich auf F’, zu einem Riick- 
kehrschnitt der in unserem zu beweisenden Satze geforderten Art zusam- 
menschlieBen. 

Wir erwihnen zum SchluB dieses Abschnittes noch die folgende nun- 
mehr gleichmaBbig fiir dep orthosymmetrischen und diasymmetrischen Fall 
geltende Formulierung des Hauptkreistheorems. 

Zweite Formulierung des Hauptkreistheorems: Jede reelle algebraische 
Kurve (x,y) vom Geschlecht p mit mindestens einem reellen Zuge labt 


*) Diese @ Riickkehrschnitte, deren Existenz man am Beispiel der hyperellip- 
tischen Flichen sofort feststellen kann, kommen auch bei Klein und Weichhold 
(Zitate im ,,U. d. a. K. I* 8. 184 Math. Ann. 67) vor, doch wird ein einwandfreier 
Existenzbeweis nicht gegeben. Die fiir das Hauptkreistheorem wichtige durch unsern 
Satz S. 107 geforderte Aufschneidung ist von Klein und Weichold noch nicht be- 
trachtet worden. 
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sich durch reelle automorphe Funktionen mit p reellen Gruppenerzeugen- 
den uniformisieren, welch letztere geometrisch durch 2p die Achse des 
Reellen orthogonal schneidende, sich gegenseitig nicht treffende Kreise in 
paarweiser Zuordnung definiert werden kénnen. Je nachdem die zu y(x) 
gehérende Riemannsche Flaiche diasymmetrisch oder orthosymmetrisch ist, 
befinden sich unter den genannten p erzeugenden reellen Substitutionen 
‘solehe, welche die obere und untere Halbebene vertauschen, oder nicht. 
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Durch die beistehenden Figuren, in welchen iibrigens die Reihenfolge 
in der Paarung der Kreise noch auf alle méglichen Weisen variiert zu 
denken ist, wird der Typus der erwaihnten Fundamentalbereiche schema- 
tisch erliutert, wobei man bemerke, daB es in der Tat keine Schwierig- 
keit hat, die Begrenzung als aus Vollkreisen gebildet vorzustellen, weil 
anderenfalls die betreffenden tiber den Durchschnittspunkten mit der Achse 
des Reellen konstruierten Vollkreise sofort statt der nicht kreisférmigen 
Begrenzungslinien gesetzt werden kénnen. 


§ 12. 
Die Komposition irgendwelcher Hauptkreisgruppen. 


Wir haben in ,,U. d. a. K. L“ die allgemeinsten auf der Achse des 
Reellen diskontinuierlichen Hauptkreisgruppen aufgestellt, die aus der Uni- 
formisierung reeller algebraischer Kurven entspringen und aus endlich 
vielen Erzeugenden hervorgehen. Dieser allgemeinen Auffassung gemib 
ergibt sich eine gewisse Erweiterung des Hauptkreistheorems, auf die wir 
jedoch an dieser Stelle nicht naher eingehen wollen. In jedem orthosym- 
metrischen oder diasymmetrischen Einzelfalle ist es dabei tibrigens még- 
lich, einen in bezug auf die Achse des Reellen zu sich selbst symmetrischen 
Fundamentalbereich aufzustellen, zu dessen Herstellung die Entwicklungen 
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des vorangehenden Paragraphen die Grundlage bilden. Wir kénnen nun 
den Gedanken der Uniformisierung reeller algebraischer Kurven noch in 
der Weise weiterfiihren, daB wir auch die Komposition von verschiedenen 
Hauptkreisgruppen in Betracht ziehen, was nach folgender Regel zu ge- 
schehen hat. Man nehme jeder Hauptkreisgruppe entsprechend einen Kreis 
in der Ebene an, der Bedingung gemiB, dab die Gesamtheit dieser Kreise 
sich gegenseitig ausschlieBen, und nun denke man sich in den so bestimmten 
mehrfach zusammenhingenden, den unendlich fernen Punkt enthaltenden 
Bereich 6 ein Fundamentalpolygon dadurch eingezeichnet, daB man jedem 
einzelnen der genannten Kreise entsprechend die eine Hiilfte der beiden 
zueinander symmetrischen Hilften des beziiglichen Hauptkreispolygons in p 
konstruiert. Jetzt ist das Fundamentalpolygon mit seinen siimtlichen Rand- 
substitutionen fertig, wenn man auch die Spiegelung an den genannten 
Hauptkreisen als Erzeugende einfiihrt. Diesem Fundamentalpolygon ent- 
spricht dann allerdings nur erst die eine Hilfte des zugeordneten alge- 
braischen Gebildes. 

Hiermit ist eine Kette von Uniformisierungsproblemen bezeichnet, in 
welchen das in diesem Abschnitt ausfiihrlicher dargelegte oben formulierte 
Hauptkreistheorem einerseits und der Schottkysche Uniformisierungsfall 
andererseits, bei welchem der balbe Fundamentalbereich einfach von p+ 1 
Vollkreisen begrenzt wird und die Erzeugenden die p+ 1 Spiegelungen 
an diesen Kreisen sind, als aiuBerste und jedenfalls auch interessanteste 
Glieder erscheinen. Allerdings ist der erwihnte Schottky sche Fall auf einen 
bestimmten orthosymmetrischen Typus Riemannscher Flichen F’, beschrankt, 
der durch die Bedingung definiert ist, daB die Anzahl der reellen Ziige 
gleich p+ 1 ist, unter p das Geschlecht der Riemannschen Fliche F, 
verstanden. 


Dritter Teil. 


Die Uniformisierung durch allgemeine kanonische 
uniformisierende Variable. 


§ 13. 
Die Uniformisierung durch automorphe Funktionen mit p Paaren 


parabolischer Erzeugenden. 
(Ineinanderschiebung von Parallelogrammen). 


Der Fall, daB p Parallelogramme mit 2p parabolischen Substitutionen 
(Fig. 7a) imeinandergeschoben werden, bietet der Erledigung unter Zu- 
grundelegung des von mir in Math. Ann. 69, 72 (,,U. d. a. K. II und III“) 
gelieferten Unititsbeweises keine neue Schwierigkeit dar. Als Bereiche ® 
mit regulirer analytischer Randerzuordnung haben wir jetzt zu betrachten 
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die alten im ersten Teile angefiihrten ®; jedoch hat man sich fiir jedes 
einzelne Paar von Randkurven (entsprechend der Aufschneidung der Rie- 
mannschen F'liche F durch p Riickkehrschnittpaare) eine Verbindungs- 
linie Q hergestellt zu denken, die zwei zugeordnete Randpunkte verbindet, 
auf deren durchgiingig reguliren Charakter es tbrigens nicht weiter an- 
kommt (vgl. Fig. 7b). 


y 
- 
Fig. 7b. 


Fig. 7a. 


Man erkennt nun unmittelbar, daB man es in der Hand hat, die Uber- 
fiihrung zweier ®-Bereiche stets so zu machen, daB dabei auch noch die 
Verbindungslinien @ in die korrespondierenden Verbindungslinien tiber- 
gehen. Dieser Tatsache entspricht in dem Kontinuum der Riemannschen 
Flichen F' vom Geschlecht p der Satz, daB die mit p Riickkehrschnitt- 
paaren aufgeschnittenen gleichvielbliitterigen Riemannschen Flichen vom 
Geschlecht p ein Kontinuum bilden. Doch wird dieser Satz als solcher 
von uns nicht gebraucht. Er kénnte aus der genannten auf die ® sich 
beziehenden Tatsache jedoch gefolgert werden. 

Die Bereiche Y, d. s. die jetzt zu betrachtenden Fundamenta!bereiche 
mit linearer Randerzuordnung, werden (6p — 6)-parametrig normiert, indem 
man von den p Fixpunkten einen nach 0, einen nach oo bringt und fiir 
letzteren noch festsetzt, daB eine der parabolischen Substitutionen die 
Form 2 = z+ 1 haben soll. 

Die Durchfiihrung des Kontinuititsbeweises selbst bedarf yar keiner 
neuen Bemerkung, wenn man wieder mit dem Auswahlverfahren vorgeht. 
Will man dies nicht, so ist noch besonders zu erliutern, wie im vor- 
liegenden Falle die Existenz einer oberen Schranke fiir die in Y zu defi- 
nierenden Potentiale u,,---, u, folgt. Der Nachweis der Stetigkeit dieser 
Potentiale bietet jedoch dann keine neue Schwierigkeit, da nach dem End- 
lichkeitsbeweise auch die Endlichkeit der Ableitungen allgemein feststeht 
und deswegen die jetzt auftretenden Begrenzungsecken der Y keine Schwie- 
rigkeiten machen. 

Der Endlichkeitsbeweis kann wieder wie oben durch Betrachtung des 


Mathematische Annalen. LXXV. 8 
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Dirichletschen Integrals gefiihrt werden. Es kommt natiirlich, wie erwahnt, 
nur darauf an, ihn fiir die Y zu fiihren, da er fiir die ® genau so wie 
friiher gilt, insofern als die Querschnitte Q auf die Definition der u keinen 
EinfluB haben. Haben wir aber einen Bereich und dazu ein -Potential u, 
welches jetzt definitionsgemaB bei einer der parabolischen Substitutionen 
den Periodizititsmodul 1 hat, bei allen anderen jedoch sich reproduziert, 
so machen wir eine Hilfsabbildung des betreffenden Parallelogrammes durch 
eine Exponentialfunktion, so daB das eine Seitenpaar des Parallelogrammes 
in eine und dieselbe Linie verwandelt wird, in der Art der Fig. 8a, 8b. 
In Fig. 8b denke man sich jetzt einen schraffierten Ring eingezeichnet 


© 


Fig. 8a. 


(vgl. Fig. 8c), und die Potentialfunktion h gebildet, die auf der einen 
Randkurve dieses Ringes konstant 0, auf der anderen konstant 1 ist, 
darauf dieselbe auf die Fig. 8a tiberpflanzt (Fig. 8d). Alsdann hat das 
Dirichletsche Integral Dg(h) einen Wert, der auch fir alle Nachbar- 
bereiche Y’ von ¥ beibehalten werden kann, da man in Fig. 8c den ge- 
wihlten Ring jedenfalls bei hinreichend kleinen Verinderungen der Fig. 8c 
und entsprechend 8a festhalten kann. 

Der Satz von der Invarianz des Gebiets laBt sich genau so wie oben 
S. 82 vermeiden, da die Poincaréschen Reihen offenbar wieder analytisch 
von den simtlich frei komplex veriinderlichen Konstanten des Bereichs ¥ 
abhangen. 


§ 14. 
Beweis des Sicheltheorems (Uniformisierung p =0 mit einem 


durch Ineinanderschiebung von elliptischen und parabolischen 
Sicheln gebildeten Fundamentalbereich). 


Auf der einen Seite (¢-Ebene) haben wir eine Figur Y der Form 
Fig. 9a (Ineinanderschiebung mehrerer elliptischer und eventuell para- 
bolischer Sicheln), auf der anderen Seite (z-Ebene) die schlichte Ebene 
mit » Einschnitten nach den elliptischen bzw. parabolischen Stigmata 
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(Fig. 9b), welche Ebene wir in dieser Aufschneidung mit ® bezeichnen 
werden. Die Figg. 9a und 9b haben offenbar dieselbe Konstantenzahl. Wir 


y Co \ \ 
WS AN 


denken sie uns in der Weise in Beziehung gesetzt, daB im Unendlichen 
t= 2x + (0) sich entwickeln lift. Dann gilt der Unitiitssatz. Die 2-Figuren 
bilden evidentermaBen ein Kontinuum. Die Funktion 2z(¢) zu einem ge- 
gebenen Bereich ¥Y kann man mit den kombinatorischen Methoden bilden. 
Es muB sodann gezeigt werden, daB x(¢) eine stetige Funktion in Ab- 
hingigkeit von Y ist. Dazu geniigt es, die Stetigkeit des in der ¢-Ebene 
zu definierenden Potentials U nachzuweisen, das im Unendlichen wie 
—£+ (0) unendlich wird, wenn ¢ = £ + in gesetzt wird, ferner eindeutig 
ist in dem Fundamentalbereich Y und sich reproduziert gegeniiber den 
Randsubstitutionen dieses Bereiches. Um die Stetigkeit von U= U(¥) zu 
erkennen, miissen wir zunichst die Endlichkeit nachweisen unabhingig 
von stetiger Veriinderung des Bereiches Y. Dies folgt unmittelbar aus 
meinem Hilfssatze I, 8.46 der Abbandlung ,,U. d. a. K. IL“ betreffend 


Funktionen mit der Unstetigkeit * + (0) oder dem ganz analogen und 


ganz analog zu beweisenden Hilfssatze fiir Potentialfunktionen, die unstetig 
werden wie 7! cos » + (0). 

Nachdem die Endlichkeit der Funktion U festSteht, steht sie offenbar, 
wenn nur elliptische Sicheln vorkommen, keine parabolischen, auch tiber 
den Fundamentalbereich hinaus ein Stiick fest und zwar gleichmabig bei 
stetiger Abiinderung. Hieraus folgt jetzt durch Differenzbildung und Be- 
rechnung des Dirichletschen Integrals ganz analog wie oben § 2 die 
Stetigkeit der Funktion U(¥) zuniichst im Falle des Fehlens parabolischer 
Sicheln. 

Die parabolischen Sicheln kénnen wir gleichférmig mit den ellip- 
tischen folgendermaBen behandeln. Wir bilden eine durch eine Linie L 
abgegrenzte Umgebung B einer solchen Sichel durch eine Exponential- 
funktion (bei elliptischen Sicheln Potenz mit ganzzahligen positiven Ex- 

g* 
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ponenten) auf ein Gebiet 6 ab in der Weise, wie die Figg. 10a und 10b 
erlintern. Andern wir die parabolische Sichel stetig ab, so wollen wir uns 
doch L fest denken. Die Linien 2 und g werden sich dann auch stetig 
iindern. Indem wir einmal die Funktion U 

fiir einen ersten Bereich Y betrachten, das 

andere Mal fiir einen Nachbarbereich Y’ und 
entsprechend mit U’ bezeichnen, denken 

* wir uns jetzt die Differenz U’'— U fiir 

Fig. 10. den Bezirk B dadurch erklart, daB wir 
B’ auf Bp’ abbilden und nun die Funk- 

tion U’ auf #’ iiberpflanzen. Dadurch ist sie auch in f erklirt und sie 
kann riickwiirts auf B tiberpflanzt gedacht werden. Die dadurch in B 
erklirte Funktion U’ nenne ich U’. Sie geniigt dann vollstiindig den auto- 
morphen Randbedingungen lings der zu B gehérenden parabolischen Sichel. 
Sie weist jedoch lings der Linie Z einen kleinen Unterschied gegen die 
eigentlichen Randwerte von U’ auf, ein Unterschied, der sich aber ein- 
schlieBlich der Ableitungen nach allen Richtungen gleichmibig lings der 
ganzen Linie ZL auf 0 reduziert bei unbegrenzter stetiger Annaiherung von 
Y’ an ¥Y. Rechnen wir nun das Dirichletsche Integral D(U’— U) iiber 
den ganzen Bereich Y aus, indem wir in B augenblicklich unter U’ die 
Funktion U’ verstehen, so ergibt sich ein Randintegral tiber Z zu beiden 


Seiten, nimlich f (U’—U) = ds und dieses Integral reduziert sich 


in der Tat auf 0 beim Grenziibergang, indem entsprechende Integralele- 
mente zu beiden Seiten von L sich ausgleichen. 





Fig. 10a, 


Hiermit ist gezeigt, dab einer stetigen Veriinderung der Fig. 9a eine 
stetige Veriinderung der Fig. 9b entspricht, wobei wegen der gleichen 
Parameterzahl und des Unititssatzes alle Freiheitsgrade der Fig. 9b er- 
schépft werden. Dabei wird man sich nun wieder entweder auf den Satz 
von der Invarianz des Gebiets bei stetiger eineindeutiger Abbildung be- 
ziehen kénnen oder auch diesen Satz vermeiden durch Bezugnahme auf 
die analytische Abhingigkeit der Mannigfaltigkeiten, welche jetzt sofort 
durch den Hinweis auf die fir ¢ als Funktion von 2 bestehende Diffe- 
rentialgleichung 3. Ordnung erledigt wird, welche abgesehen von ge- 
wissen akzessorischen Parametern, zwischen welchen noch transzendente 
analytische Gleichungen bestehen, direkt aufgestellt werden kann und die 
singuliiren Punkte der z-Ebene wie auch die genannten akzessorischen 
Parameter rational enthiilt. 

Jetzt kann man im Gebiete der Fig. 9b ohne weiteres eine Uberfiih- 
rung von jeder Figur in jede andere vornehmen. Es kommt nun darauf 
an, die Unméglichkeit einer Grenzstelle ®* auf der Uberfihrungslinie 
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nachzuweisen. Man kann dies mit Hilfe des Konvergenzprinzips folgern, 
indem man beachtet, daB die Funktion ¢(z) in einem Gebiet, das den un- 
endlich fernen Punkt der x-Ebene ausschliebt, auf Grund des oben er- 
wihnten Hilfssatzes I aus ,,U. d. a. K.1L“ unterhalb einer endlichen Schranke 
bleibt. Im Falle des Vorkommens nur elliptischer, nicht auch parabolischer 
Sicheln kann man jedoch durch analoge Betrachtungen wie auf 8. 94 u. 95 
die Stetigkeit der Funktion ¢(z) in Abhingigkeit von der Fig. 9b beweisen, 
indem man jetzt mit den Endpunkten der Einschnitte ahnlich verfibrt wie 
dort mit den Windungspunkten. In der Tat liegt ja fiir die uniformisie- 
rende Variable ¢(z) an jedem Endpunkte der Kinschnitte stets ein Win- 
dungspunkt bestimmter Ordnung. 

Wir bemerken iibrigens noch, daB wir, was auch eine Art Konti- 
nuitiitsschluBverfahren ist, den Fall parabolischer Sicheln auch als Grenz- 
fall elliptischer Sicheln mittels des Auswahlverfahrens behandeln kénnen, 
wie dies in ,,U. d. a. K. Il.“ § 19 geschehen ist. 


§§ 15—18. 
Beweis der allgemeinen Kleinschen Fundamentaltheoreme. 
(Ineinanderschiebung von Grenzkreispolygonen ) 
§ 15. 
Einleitende Bemerkungen. 

Wir gehen nunmehr zum Beweise der allgemeinsten Fundamental- 
theoreme mittels der Kontinuitiitsmethode tiber. Dabei wollen wir uns fiir 
die Zwecke der Darstellung eine unwesentliche Beschriinkung auferlegen, 
insofern als wir annehmen wollen, daf die jetzt zu betrachtenden Funda- 
mentalbereiche Y durch Ineinanderschiebung wirklicher Grenzkreispolygone 
entstehen, unter Weglassung solcher komponierenden Fundamentalbereiche, 
deren zugehérendes Polygonnetz entweder die volie Ebene oder die ganze 
Ebene exklusive eines oder zweier Punkte bedeckt. Diese Beschrinkung 
ist von der Art, daB der Leser namentlich auf Grand der vorangegangenen 
Entwicklungen in § 13—14 sofort erkennt, daB auch die angedeutete 
weitere Allgemeinheit keine neuen Schwierigkeiten mit sich bringt. Wir 
denken uns den Fundamentalbereich Y wieder als einen Bereich, welcher 
den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthilt. Das einzelne an der 
Komposition beteiligte Grenzkreispolygon vom Geschlecht p’ mége im 
Falle p’=0 so begrenzt sein, dab die Begrenzung einer Aufschneidung 
der schlichten Ebene (p’=0) entspricht, bei welcher die verschiedenen 
relativen Windungsstellen mit einem in der Ebene willkiirlich gewihlten 
Punkte M’ durch je einen Einschnitt verbunden sind, so daB die Anzahl 
der Seiten eines solechen Polygons 2n’ betriigt, wenn «’ die Anzahl der 
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erwabnten relativen Windungspunkte (Stigmata) ist. Ist jedoch das Ge- 
schlecht p’>1, so denken wir uns das Polygon in der Weise begrenzt, 
daB die Begrenzung einer Aufschneidung der zugehérenden Riemannschen 
Flache mittels p’ getrennter Riickkehrschnittpaare entspricht, welche unter- 
einander dadurch verbunden sind, daB von jedem der p’ Kreuzungspunkte 
ein Schnitt nach einem willkiirlichen Punkte M’ der zugehérenden Rie- 
mannschen Fliche gemacht ist. Im ganzen wiirde dem Bereiche ¥ eine 
Riemannsche Fliche F' zugehéren, welche nun durch 6 getrennte Schnitt- 
systeme in eine o-fach zusammenhiingende schlichtartige Fliche F, ver- 
wandelt erscheint, wenn o die Anzahl der den Bereich Y bildenden ein- 
zelnen Grenzkreispolygone darstellt. 

Fiir den im folgenden zu liefernden Kontinuitiitsbeweis ist erstlich 
die Frage nach der tatsiichlichen Existenz von Fundamentalbereichen ¥ 
eines beliebigen zu betrachtenden Typus einerseits, andererseits die Frage 
nach dem Grade der Variationsméglichkeit derartiger Fundamentalbereiche ¥ 
zu beantworten. Beide Fragen boten bei den bisher behandelten Unifor- 
misierungsproblemen keine Schwierigkeit dar. Hier jedoch bediirfen sie 
einer besonderen Untersuchung. Wir kénnten uns dazu auf die ausfiihr- 
liche Behandlung der Theorie der Polygongruppen, wie sie Fricke in Bd. II 
des Werkes Fricke-Klein: ,,Vorlesungen ‘iber die Theorie der automorphen 
Funktionen“ gegeben hat, berufen, eine Theorie, durch welche tatsichlich 
eine direkte geometrische Lisung der beiden erwihnten Fragen gegeben 
wird. Wir ziehen es jedoch vor, dies nicht zu tun, weil einerseits diese 
Theorie im ganzen doch ziemlich kompliziert ist und weil andererseits 
durch eine solche Bezugnahme der independente Charakter unserer Arbeiten 
gestért wiirde. Wollte man das Grenzkreistheorem selbst mittels der Kon- 
tinuitiitsmethode behandeln, so wiirde eine derartige direkte geometrische 
Untersuchung der Hauptkreisgruppen allerdings unvermeidlich sein, eine 
Untersuchung, die tibrigens nur dann Schwierigkeiten verursacht, wenn 
kein Stigma oo vorkommt, in welchem Fall wir dem Polygon stets die in 
»U. d. a. K. IIL“, Math. Ann. 72, 8. 482 geschilderte einfache Gestalt geben 
kénnen, welche iiber Existenz und Variationsméglichkeit unmittelbar Auf- 
schluB gibt. Im allgemeinen Falle stiitzen wir uns beziiglich der Existenz von 
Grenzkreispolygonen jedes einzelnen Typus auf die Existenz der Grenzkreis- 
variablen zu gegebener unsignierter oder irgendwie signierter Riemannscher 
Fiache, wie wir dieselbe in ,,U. d. a. K. 1“ mittels der Methode der Uber- 
lagerungsfliiche bewiesen haben, und nehmen nun in den beiden folgen- 
den Paragraphen diese so begriindete Existenz der Grenzkreispolygone 
auch als Grundlage zur exakten Bestimmung der Variationsméglichkeit 
dieser Polygone in der Nachbarschaft jedes ecinzelnen derselben. 
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§ 16. 
Die Variationsméglichkeit der Grenzkreispolygone 
vom Geschlecht Null. 


Wir betrachten zuniichst den Fall p’= 0 oder, unter Weglassung der 
Akzente in diesem Paragraphen, p= 0. Wir bringen drei der Stigmata 
‘nach 0, 1, oo. Alsdann denken wir uns die kanonische Aufschneidung ge- 
maB Fig. 11 (5 Stigmata). Die 
Abbildung der aufgeschnittenen 
x-Ebene(=©) auf das Grenzkreis- Ow 
polygon TT (t-Ebene) mit dem Ein- M 
heitskreise als Grenzkreis sei so 
normiert, daB ein Punkt 0@ in 
den Nullpunkt und eine bei 0 ' a=. 
gegebene Richtung in die Rich- 
tung der positiven Achse des Reellen iibergehen soll. Wir haben uns nun 
vorzustellen, daB die » —3 von 0, 1, co verschiedenen Stigmapunkte frei 
variieren und auBerdem das Richtungselement bei 0. Das sind 2n —3 
reelle Parameter. 

Es kommt jetzt zuniichst darauf an, zu zeigen, dab die GréBe ¢(x) 
eine stetige Funktion der genannten 2m — 3 Konstanten ist. Das ergibt 
sich sofort mit dem Auswahlkonvergenzprinzip. Wir brauchen nur zu 
zeigen, dab, wenn ein Wertsystem der 2m — 3 Parameter gegen ein Aus- 
gangswertsystem konvergiert, dann auch ¢(#) gegen die Ausgangsfunk- 
tion konverygiert. Wiire dies nun nicht der Fall, so wiirden wir eine 
Folge von Wertsystemen der 2x — 3 Konstanten, die gegen das Ausgangs- 
system konvergieren, so bestimmen kénnen, daB dennoch die Funktion 
t*(~”) — t,(x) |, unter ¢,(~) die Ausgangsfunktion verstanden, in einem Be- 
zirke der t-Ebene noch Werte oberhalb einer endlichen von Null verschie- 
denen Schranke bekiime. Da nun jedenfalls alle Funktionen ¢(x) in der 
aufgeschnittenen x-Ebene erklirt sind und dem absoluten Betrage nach 
iiberhaupt < 1 bleiben, so kann man jetzt eine neue Folge auswihlen, die 
sicher gleichmaBig konvergiert. Die Grenzfunktion kann keine Konstante 
werden, weil dann der nichteuklidische Inhalt des Polygons sich allmah- 
lich auf Null reduzieren miiBte, waihrend er doch nur von der Signatur 
abhiingt, also konstant ist. Die Grenzfunktion wird daher auch eine Ab- 
bildung der Ausgangsfigur der «-Ebene auf ein Grenzkreispolygon liefern, 
demnach mit der Funktion ¢,(7) identisch sein, wihrend sie sich doch 
andererseits von ¢,(x) soweit unterscheiden miiBte, dab das Maximum der 
Differenzfunktion in einem Gebiete der x-Figur oberhalb der genannten 
Schranke liegt, was ein Widerspruch ist. 
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Hiermit ist die stetige Anderung des Grenzkreispolygons TT in Ab- 
hangigkeit von ® unter den oben angegebenen Normierungsbedingungen be- 
wiesen. Wir bemerken nun weiter, daB unter Beschriinkung auf eine hin- 
reichend kleine Umgebung des Ausgangsparametersystems die erhaltenen 
Polygone TT alle untereinander verschieden sein miissen, so daB zwei der 
Polygone niemals dieselben 2» elliptischen Eckpunkte aufweisen kénnen. 
Nehmen wir in der Tat an, es wiirden sich fiir zwei Parametersysteme, 
die hinreichend benachbart sind, dieselben elliptischen Eckpunkte, oder, 
was dasselbe ist, elliptischen Randsubstitutionen ergeben, so wiirden die 
beiden Polygone offenbar deformatorisch fiquivalent sein. Daher wiirde 
zu bheiden Polygonen dieselbe Hauptfunktion «(¢) gehéren, welche so nor- 
miert zu denken ist, daB drei der elliptischen Eckpunkte in 0, 1, 00 tiber- 
gehen. Dann aber wiirden sich auch fiir die anderen elliptischen Eckpunkte 
sowie fiir den Nullpunkt und das positive reelle Richtungselement im Null- 
punkt genau dieselben Stellen und dasselbe Richtungselement in der z-Ebene 
ergeben. 

Ks ist nun tibrigens auch klar, daB wir durch die vermége der 2n — 3 
in der x-Ebene definierten Parameter bestimmte Variationsméglichkeit des 
Grenzkreispolygons TT tatsiichlich tiberhaupt die Variationsméglichkeit dieses 
Polygons in der Nachbarschaft des Ausgangspolygons TT, erschépft haben. 
Dies folgt daraus, daB einer geringen Veriinderung des Polygons TT, eine 
geringe Verinderung der Hauptfunktion 2z(f) entspricht und folglich ein 
nur wenig verindertes Parametersystem. Die Stetigkeit der Hauptfunktion 
baw. des Potentials U mit der Unstetigkeit r~' cos m folgt genau ebenso 
wie in § 14 mit oder ohne Zuhilfenahme des Auswahlkonvergenzsatzes. 

Man wird wiinschen, die stetige Abhingigkeit der Funktion ¢(2) von 
dem Parametersystem durch einen SchluB nachzuweisen, bei welchem man 
sich nicht des Auswahlkonvergenzsatzes bedient und welcher dadurch die 
Méglichkeit einer Abschiitzung der Abweichung bietet. Dies ist nun nach 
Analogie der Entwicklungen in § 5 folgendermaBen méglich, wobei wir 
den Fall eines festen Richtungselementes O betrachten, nur die n— 3 
Stigmapunkte variieren lassend. Der allgemeine Fall wiirde, wie man so- 
fort bemerkt, eine wesentlich neue Betrachtung nicht erfordern, da eine 
alleinige Veriinderung des Richtungselementes O unter Festhaltung der 
Stigmapunkte lediglich eine lineare Transformation in der t- Ebene bedingt. 

Wir kénnen, wenn die Abweichung der Stigmapunkte in der x-Ebene 
von den Ausgangspunkten kleiner als ¢ ist, tibnlich wie in § 5 Kreise 
vom Radius 2¢ konstruieren und nun die beiden Uberlagerungsflichen be- 
trachten exkl. der aus allen Bliittern ausgestanzt zu denkenden Kreisflichen- 
stiicke. Diese beiden Uberlagerungsflichen sind durch die Identitit aufein- 
ander bezogen. In der ¢-Ebene bekommen wir entsprechend eine Abbil- 
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dung des unendlich-vielfach durchlécherten Einheitskreises auf die in an- 
derer homologer Weise durchlécherte Einheitskreisfliche, wobei die Lécher 
sich beidemal gegen die Peripherie hin hiiufen. Wegen der Konstanz des 
nichteuklidischen Flacheninhaltes der in Betracht zu ziehenden Grenzkreis- 
polygone sowie wegen des Verzerrungssatzes ergeben sich Beschriinkungen 
iiber die Nihe, bis zu welcher die Lécher an den Mittelpunkt des Ein- 
’ heitskreises herantreten kénnen. Sie miissen in gewisser Distanz bleiben. 
Andererseits muB die Summe der Quadrate der Umfinge der erwihnten 
Lécher eine GréBe sein, die zugleich mit ¢ unendlich klein wird (vgl. § 5). 
Nun ist die erwihnte Abbildung des Einheitskreises auf sich selbst mit 
der Methode des Cauchyschen Integrals zu untersuchen. Dazu miissen wir 
noch die Spiegelung des Innern des Einheitskreises an der Peripherie vor- 
nehmen und dadurch die erwihnte Abbildung gewissermaBen fortgesetzt 
denken eben vermige der Spiegelungsdefinition (vgl.§ 7 in ,,U.d.a. K. III.“). 
Nunmehr kann man die Abbildungsfunktion aus den |. c. angefiihrten 
Griinden ausdriicken durch das Cauchysche Integral, erstreckt iiber alle 
Lécher, sowohl die inneren als auch die iiuBeren plus einer ganzen linearen 
Funktion, welche aus dem iiber einen unendlich weiten Kreis erstreckten 
Integrale resultiert. Es zeigt sich demnach, daB die Abbildungsfunktion 
in der Grenze in eine ganze lineare Funktion iibergeht. Diese ganze lineare 
Funktion mu sich aber notwendigerweise auf die Funktion z selbst redu- 
zieren, weil einerseits bei der Abbildung das positive reelle Richtungsele- 
ment im Nullpunkte in sich iibergeht, wodurch zuniichst eine Drehung 
ausgeschlossen ist, andererseits die Annahme eines von 1 verschiedenen 
Vergré8erungsfaktors notwendig zur Folge hiitte, daB die beiden Polygone 
nicht denselben nichteuklidischen Flicheninhalt haben kénnten, da bei 
einer VergréBerung stets jedes Fliichenelement in bezug auf den Kinheits- 
kreis auch eine VergréBerung seines nichteuklidischen Flicheninhaltes er- 
fihrt. Die erwihnte Méglichkeit wird auch durch den Umstand ausge- 
schlossen, daB bei der betrachteten Abbildung der unbegrenzten Annihe- 
rung an den Einheitskreis wieder die unbegrenzte Anniiherung an den 
Kinheitskreis entspricht, was sich in der die Abbildung approximativ dar- 
stellenden linearen Funktion nur dann ausprigen kann, wenn der Ver- 
gréBerungsfaktor derselben in der Grenze Eins wird. 


§ 17. 


Die Variationsméglichkeit der Grenzkreispolygone mit von null 
verschiedenem Geschlecht. 


Wir betrachten nunmehr den Fall eines Grenzkreispolygons vom Ge- 
schlecht p> 1 beliebiger Signatur. Nur werde angenommen, daB kein 
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Stigma co vorkommt, in welchem Falle wir uns ja auf die beziiglichen 
Bemerkungen in § 15 berufen kénnen. 

Wir verfahren analog p=0, indem wir die Variationsméglichkeit von 
der Normalfigur aus durch die betreffende Parameterzahl charakterisieren; 
d. h. wir nehmen unsere (6p — 6)-parametrige Riemannsche Normalfliiche 
mit lauter einfachen Windungspunkten und haben darauf die » Stigma- 
punkte und auBerdem das Richtungselement 0. Das sind im ganzen 
6p — 3 + 2n Konstanten. Wir kénnen uns die Kiemannsche Normalfliche 
jetzt noch in der Weise zu einer einfach zusammenhangenden Flache auf- 
geschnitten denken, daB wir von je einem Eckpunkte der p begrenzenden 
Parallelogramme einen Schnitt nach einem Punkte M auf der Normal- 
fliche fiihren, welchen Punkt wir dann noch mit den Stigmapunkten 
durch je einen Einschnitt verbinden. Auf diese Weise unterscheiden wir 
6p + 2n Seiten der vollstiindigen Begrenzung der Normalfigur entsprechend 
den 6p + 2m Seiten des Grenzkreispolygons. 

Wir kénnen nun die stetige Abhiingigkeit des Grenzkreispolygons 
von der (6p—3-+2n)-parametrigen Normalfigur mit Hilfe des Auswahl- 
konvergenzsatzes genau wie oben im Falle p= 0 beweisen. Wollen wir 
uns jedoch dieses bequemen Prinzips nicht bedienen, so verfahren wir in 
Analogie mit dem Falle py = 0 folgendermaBen. Wir bilden in der Ebene 
der Normalfigur, die wir als w-Ebene bezeichnen, ein zweites irgendwie 
in p Periodizitiitsmoduln normiertes Integral erster Art w,. Dann ist zu 
zeigen, daB w, stetig von der Normalfigur abhiingt, was von w, welches 
sich selbst identisch bleibt, selbstverstiindlich ist. Dazu sind auf Grund 
der friiheren analogen Entwicklungen (§ 2) nur zwei Fragepunkte be- 
sonders zu erledigen. Erstens: Angabe einer oberen Schranke fiir w,, die 
giiltig bleibt bei stetiger Veriinderung der Normalfigur. Zweitens: An- 
bringung geeigneter Modifikationen an den genannten friiheren Entwick- 
lungen wegen der vorhandenen beweglichen Windungspunkte der Normal- 
figur. 

Der erste Punkt erledigt sich sehr einfach, indem man jedem einzelnen 
der begrenzenden Parallelogramme entsprechend, (Fig. 12), einen Ring R 
konstruieren kann, welcher jetzt nur in der Idee 
geschlossen ist. Man braucht dazu nur zwei einander 
zugeordnete Seiten eines Parallelogramms so durch 
einen Flichenstreifen zu verbinden, daB die auf den 
erwihnten Parallelogrammseiten liegenden Begren- 
zungsteile des idealen Ringes einander entsprechen, wie in Fig. 12, wo- 
bei man zweckmiiBigerweise zwei solche, zugeordnete Seiten nimmt, die 
durch eine feste Substitution der (6p —6+ 2n)-parametrigen Normalfigur 
auf einander bezogen sind. In der Tat sind ja bei der vorzunehmen- 





Pig. 12. 
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den Verinderung der Normalfigur p Randsubstitutionen fest zu denken, 
und es ist zulassig, von jedem der p Parallelogramme je eine der beiden 
beziiglichen Substitutionen als fest zu denken. Auf diese Weise wird der 
erwihnte Hilfsring ein gegeniiher der Beweglichkeit der Figur fester Ring 
bleiben und deswegen die eine zugehérende in dem ideal geschlossenen 
Ringe eindeutige regulire Potentialfunktion h mit den konstanten Rand- 
- werten 0 und 1 eine brauchbare Vergleichsfunktion fiir die Vergleichung 
der Dirichletschen Integralwerte. 


Der zweite Purnkt erledigt sich dadurch, daB man um die einzelnen 
Windungspunkte der Ausgangsnormalfliche und der variierten Fliche Win- 
dungskreise beschreibt von einem gemeinschaftlichen Radius e, dessen GréBe 
bei der Stetigkeitsuntersuchung festgehalten wird. Die zu _betrachtende 
Differenz der beiden Potentiale u und w’ (vyl. S. 116) wird dann auch in 
den erwihnten Kreisflichenstiicken bis in die Windungspunkte selbst hinein 
einen eindeutigen Sinn bekommen mittels einer, durch kleine, die ver- 
schobenen Windungspunkte in die Ausgangswindungspunkte iiberfiihrende 
Parallelverschiebungen der erwihnten Kreisflichenstiicke bewirkten Werte- 
iiberpflanzung nach Analogie der entsprechenden Operation S. 116, wobei 
nun auf Grund der vorher bewiesenen Beschrinktheit der Potentiale u 
und «’ und daher auch ihres Gefilles die an der Grenze der genannten 
Kreisflichenstiicke bewirkte Diskontinuitét nur einen unendlich kleinen 
Beitrag zum Werte des Dirichletschen Integrales der Funktion (tu —u) 
liefert, indem entsprechende Elemente der beiden Ufer sich ausgleichen. 


Die Funktion “” liefert nun eine Abbildung der Riemannschen Nor- 
1 


dw 
malfliiche auf eine Riemannsche Fliiche F', welche sich stetig andert bei 
stetiger Anderung der Riemannschen Normalfliiche. Die Untersuchung der 
stetigen Abhiingigkeit des Grenzkreispolygons TT von der Normalfliiche baw. 
der Funktion ¢(w), welche diese Abhingigkeit vermittelt, ist damit auf die 
entsprechende Untersuchung der Abhingigkeit des Grenzkreispolygons von 
der Riemannschen Flache F’ zuriickgefiihrt. Diese Untersuchung vollzieht 
sich nun aber nach denselben Prinzipien, die wir im Falle y =0 anwandten. 
Hiermit wire zuniichst gezeigt, dab, wenn wir die 6p — 6 + 2n Kon- 
stanten der Normalfigur wenig faindern, das Grenzkreispolygon TT sich auch 
wenig findert und zwar so, dab sich jeder Wahl des Konstantensystems 
entsprechend auch verschiedene Polygone ergeben in dem Sinne, daB die- 
selben der Lage der Begrenzung nach nur wenig voneinander abweichen 
und daB8 das System der Randsubstitutionen sicher nicht fir zwei ver- 
schiedene Konstantensysteme dasselbe ist. D. h. aber, daB wir das Grenz- 
kreispolygon (6p — 6+ 2n)-parametrig variieren kénnen. 
DaB wir damit tiberhaupt die Bewegungsfreibeit des Grenzkreispoly- 
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gons erschépfend charakterisiert haben, erfordert jetzt, wie im Falle p= 0, 
noch den Nachweis, daB auch die Riemannsche Normalfigur sich stetig 
in Abhingigkeit von dem Grenzkreispolygon indert, d. h. den Nachweis 
der stetigen Abhiingigkeit der Abelschen Integrale erster Art baw. der 
Potentiale « von dem (Grenzkreispolygon, wenn man sich dasselbe aus- 
gehend von einem Polygon TI, irgendwie in ein Polygon TT desselben 
Typus stetig abgeindert vorstellt. 

Diesen Nachweis, welcher sich mittels des Auswahlkonvergenzsatzes 
wieder gemiB der Methode 8. 70 fiihren lift, fiihren wir unabhingig 
von diesem Prinzip in der Art, daB wir wieder ein Ringpotential h kon- 
struieren, welches nun allerdings nicht mehr fest sein wird. Wir be- 
trachten von dem Grenzkreispolygon ein System von sechs aufeinander 
folgenden Seiten entsprechend einem Begrenzungsparallelogramm der Rie- 
mannschen Normalfigur mit zugehérendem Einschnitt nach dem Punkt MW. 
Wir bekommen so das Bild der Figur 13a und bilden nun aus lauter 





Fig. 18b. 


Fig. 13a. 


kreisformigen Begrenzungsstiicken den Ring J?, dessen Bahn sich aus dem 
Schema der Figur 13b ergibt, welche einen Riickkehrschnitt mit kon- 
jugiertem Riickkehrschnitt und Einschnitt nach dem Kreuzungspunkte des 
Riickkehrschnittpaares zeigt und die den Analysis-situs-Umstinden ent- 
sprechende Ringlage. Am zweckmiBigsten wird diese Ringtigur in der 
Ebene des Grenzkreispolygons so aufgestellt, daB man dieselbe zuniichst 
an den vier Austrittsstellen aus dem Polygon festlegt durch Wahl zweier 
die Begrenzung treffender /festzuhaltender Kreisflichen und Bestimmung 
mit dem Polygon beweglicher, durch die beiden in Betracht kommenden 
Substitutionen gelieferter Bilder (s. Figur 14a) und darauf einfach den 
Ring vervollstindigt durch eine Kette fest zu denkender Kreisfliichen nach 
Art der Figur 14b. 


Man hat nun D,(h) = J = ds, das letztere Integral erstreckt iiber 
die eine Begrenzungslinie des Ringes, zu untersuchen und zu zeigen, dab 
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sich eine endliche GréBe ergibt, durch welche dieses Integral gleichmiibig 
fiir die Polygone einer gewissen zu betrachtenden Nachbarschaft des Aus- 
gangspolygons abgeschiitzt wird. Wir zerlegen zum Zwecke dieser Ab- 


og 


—__—_Py 


Fig. 14b. 
Fig. 14a. 


schiitzung den im Grenzkreispolygon eingezeichneten Ring in endlich viele 
Stiicke und machen nun eine Abschiitzung fiir das einzelne durch lokale 
Hilfsabbildung auf einen gestreckten Winkel (Fig. 15) iibertragen zu 
denkende Randstiick. Es ist klar, daB in der Hilfsfigur 15 das fiir die Halb- 
kreisfliche gebildete Hilfspotential h, welches auf dem gradlinigen Begrenzungs- 
stiick gleich 1 ist, auf dem Halbkreise jedoch gleich 0, in dem ganzen Halb- 
kreise kleiner als h ist, weil-es auf dem Rande < h ist. Daher ist die nor- 
male Ableitung lings des geradlinigen Begrenzungsstiickes fiir die Funktion h 
gréBer als fiir die Funktion h. Nun hat h anf dem in 
Figur 15 sichtbaren Spiegelhalbkreise den Wert 2 und 
ist durch die Randwerte 0, 2 fiir das ganze Innere des 
Kreises der Figur 15 erklirt durch das Poissonsche 
Integral (wesentlich eine Arkustangensfunktion) dar- 
stelibar. Daraus ergibt sich fiir die Ableitung von h 
lings der inneren in Figur 15 stiirker ausgezogenen 
Hialfte des Kreisdurchmessers eine Abschiitzung durch das Maximum 
des Wertes den die Ableitung von h auf diesem Stiick annimmt. Nun 
beachte man, daB man die ganze Begrenzungslinie des Ringes in der 
angegebenen Weise abschiitzend durchlaufen kann, wobei die Wahl von 
endlich vielen solcher Hilfsfunktionen geniigt. Der Umstand, daB die Be- 
grenzungslinie des zu untersuchenden Ringes nicht geradlinig, sondern 
aus Kreisbogenstiicken gebildet ist und daher auch Ecken aufweist, bietet 
dabei keine Schwierigkeit, weil man durch elementare Hilfsfunktionen 
(Potenzabbildung und Inversion) auf den betrachteten Fall der Figur 15 
kommt. Das Resultat ist eine Abschiitzung des vollstindigen tiber die 





Fig. 15. 


ganze Begrenzungslinie des Ringes erstreckten Integrales J 3 ds lediglich 
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aus den Bestimmungsstiicken der Ringfigur, eine Abschitzung, welche ganz 
offenbar stetig von diesen Bestimmungsstiicken abhingt und daher auch 
gleichmaBig fiir den mit dem Grenzkreispolygon sich stetig veriindernden 
Ring ausgefiihrt werden kann. 


§ 18. 
Durehfihrung des Kontinuititsbeweises. 


Der Fall p=0. Wir betrachten zuniichst den Fall p= 0, in welchem 
dann auch alle komponierenden Fundamentalbereiche das Geschlecht 0 
haben. Wir haben einerseits die schlichte z-Ebene mit einer der Signatur 
entsprechenden Aufschneidung (siehe Figur 16a). Den unendlich fernen 
Punkt wollen wir uns im Innern denken. Parabolische Stigmata seien 
zunichst ausgeschlossen. Wir haben in der Figur l6a n,+n,—™7 relative 
Windungspunkte (in der Figur speziell n, = 4, n,=5). Die Frage der 
Konstruktion einer Uberfiihrungslinie zwischen irgend zwei z-Figuren, die 


' Ye“ 


WY fp 
€ Y; 


Fig. 16a. , fy YY); Y/ LF, J 


Fig. 16. 





wir jetzt mit ® zu bezeichnen hiitten, bietet offenbar iiberhaupt keine 
Schwierigkeit dar, da diese Uberfihrbarkeit unmittelbar evident ist. Anderer- 
seits haben wir in der +Ebene zwei ineinandergeschobene Grenzkreispoly- 
gone der betreffenden Signatur zu betrachten, welche einen Fundamental- 
bereich Y bilden (Figur 16b). Beiderseits haben wir in Anbetracht der 
in § 16 bestimmten Variationsméglichkeit der Grenzkreispolygone bei 
festem Grenzkreise, der hier variabel wird, im ganzen dieselbe Konstanten- 
zahl, nimlich 2m. Wir kénnen jetzt in der ¢tEbene diejenige Fundamen- 
talfanktion «(¢) bilden, die automorph ist, eindeutig, und im Unendlichen 
die Form «=t¢-+ (0) hat. Diese Funktion andert sich nach friiheren 
Prinzipien stetig und erschépft jedesmal die volle Variationsméglichkeit 
der Figuren ©. Nun wird eine Grenzfigur ©* auf der Uberfiihrungslinie 
angenommen und dann durch Nachweis der Stetigkeit der Funktion ¢(7) 
nach den Prinzipien des Unititsbeweises der Abhandlung III, im iibrigen 
jedoch ganz analog dem Beweise in § 5, oder mit Auswahlkonvergenz- 
prinzip gemaB S. 87 ff, gezeigt, daB auch noch fiir ®* ein zugehérendes 
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Grenzkreispolygon existiert. Wir haben dabei hier noch den Vorteil, daB 
die in § 5 in Betracht gezogene Miglichkeit der Auflésung eines Windungs- 
punktes héherer Ordnung der Riemannschen Fliche F* hier nicht in 
Betracht kommt, weil nur die Windungspunkte der Funktion ¢(x) vor- 
handen sind, die ihre Ordnung behalten. 

Der Fall p>1. In diesem Falle hat die Figur ® in der z-Ebene, 
fiir welche man die Uberfihrungslinie konstruiert, die Form der Figur 17 
(p=3), welche aus Figur 1 ent- 


steht, indem in diese (fir p—3) 

eine Einzeichnung gemacht wird, : 
entsprechend der Aufschneidung | | 
der Riemannschen Fiche, die dem %4 : 
etzt zu beweisenden Fundamen- 


taltheorem zugrunde liegt. Im 
iibrigen wird ® von F/’ aus durch 
denselben AbbildungsprozeB gewonnen, wie oben S. 52. Die weiterge- 
fihrte Aufschneidung spielt eben bei dieser Abbildung nur die Rolle einer 
mitzuiibertragenden Einzeichnung in diejenige 2p-fach zusammenhingende 
Flache, welche aus F durch Aufschneidung dieser Fliche mittels p Riick- 
kehrschnitten hervorgeht. Wir haben sogleich einen Fall mit Stigmata 
ins Auge gefaBt, (zwei ineinander geschobene Grenzkreispolygone, das eine 
vom Geschlecht 2, das andere vom Geschlecht 1, dazu ein bzw. zwei Stig- 
mata endlicher Ordnung). 

In der ¢-Ebene haben wir zwei einen Bereich Y bildende ineinander- 
geschobene Grenzkreispolygone der betreffenden Signaturen. Die nach- 
barliche Variationsméglichkeit des Fundamentalbereichs Y beherrschen 
wir nach §§ 16 und 17, weil wir sie fiir jedes einzelne Grenzkreispolygon 
beherrschen. 

Jetzt gehen wir zur Riemannschen Normalfliche iiber durch ein all- 
gemeines Abelsches Integral erster Art. Wir denken uns in diese Rie- 
mannsche Normalfliiche die entsprechende Einzeichnung gemacht. Die 
(6p — 6 + 2n)-parametrige Normierung der Figur Y geschieht im Falle 
der Figur 17 dadurch, daB wir den einen Grenzkreis als Einheitskreis 
wihlen mit der Bedingung, daB der Fundamentalbereich selbst ganz im 
Inneren des Einheitskreises liegen soll, wahrend wir den zweiten Grenz- 
kreis konzentrisch mit dem Einheitskreise wihlen. Ferner schreiben wir 
vor, daB einer der Fixpunkte der Substitutionen*) des zweiten Grenzkreis- 


Fig. 17. 


*) Diese Substitutionen sind, da wir hier Stigmata der Ordnung  ausschlieBen, 
bekanntlich entweder elliptisch oder hyperbolisch. In der Tat lehrt folgende Betrach- 
tung, daB eine Gruppe G der betrachteten Art keine parabolische Substitution ent- 
halten kann. An Stelle des Grenzkreises werde die obere Halbebene gesetzt, die als 
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polygons auf der positiven Seite der Achse des Reellen liegen soll. Haben 
wir mehr als zwei komponierende Polygone, so kénnen wir an Stelle dieser 
Fixpunktnormierung die Bestimmung treten lassen, daB der Mittelpunkt 
eines dritten Grenzkreises auf der positiven Seite der Achse des Reellen 
liegen soll. Die so normierte Figur Y lat sich dann in der Tat durch 
6p —6 + 2m Parameter hinsichtlich ihres Freiheitsgrades eineindeutig 
charakterisieren (natiirlich nur fiir eine hinreichend kleine Umgebung jedes 
einzelnen zu betrachtenden Bereichs ¥Y). Wir haben erstens die Konstanten 
des umschlieBenden Grenzkreispolygons, welche voll in Anspruch genom- 
men werden, niimlich 6p,— 3 + 2n,, wenn p, das Geschlecht dieses Poly- 
gons, », die Zahl der Stigmata ist. Das innere Polygon liefert seinerseits 
6p, —3-+ 2n, Parameter. Diese Parameter sind erstens die Gribe 9 <1 des 
Radius des zugehérenden Grenzkreises, zweitens die Polygonkonstanten, 
die jetzt wegen der getroffenen Fixpunktnormierung nur 6p,— 4 + 2n, 
betragen und transzendent gefunden werden gemiiB dem in § 17 angegebenen 
Prinzip, wobei erstens eine Hilfsabbildung des Polygons auf ein zum Ein- 
heitskreis als Grenzkreis gehérendes Polygon vorzunehmen ist vermége der 
Substitution f = + und ferner auf der Riemannschen Normalfliiche das 
Richtungselement in O lediglich durch den seine Lage fixierenden Punkt O 
auf genannter Flaiche zu ersetzen ist. 

Die Durehfiihrung des Kontinuititsbeweises bietet nunmehr im ein- 
zelnen nichts Neues gegen friiher, wenn man meinen allgemeinen Unitits- 
beweis in der Abhandlung ,,U. d. a. K. UL“ fir die allgemeinen Funda- 
mentaltheoreme zugrunde legt. Wir haben wieder wie in § 5 die Még- 
lichkeit ohne Auswahlverfahren oder auch wie S. 92 mit Auswahlverfahren 
zum Ziele zu gelangen, wobei im letzteren Falle eine spezielle Bezugnahme 
auf die Prinzipien des Unititsbeweises nicht erforderlich ist. 

Die parabolischen Fiille. Fiir die parabolischen Fille, die wir bisher 
noch ausgeschlossen haben, haben wir oben § 15 bereits die Freiheits- 
grade der Polygone bestimmen kénnen unabhiingig von der Uniformisie- 
rung. Stiitzt man sich auf die Uniformisierung, so steht wieder bequemer- 





vorkommend angenommene parabolische Substitution habe die Form r’=+r-+ 1. Dann 
enthilt der Kreis mit 2ni als Mittelpunkt und n als Radius mindestens 2n in bezug 
auf G iiquivalente Punkte. Dieser Kreis K,, der mit der Achse des Reellen die feste 
Doppelverhiltnisinvariante 2 besitzt (Durchmesser durch Abstand von der Achse des 
Reellen), ist nun vermige @ iquivalent einem Kreise K,, der aus K, entsteht, indem 
man von dem Punkte 2ni durch eine Substitution von G za dessen iiquivalenten 
Punkt im Fundamentalbereich iibergeht und durch dieselbe Substitution K,, mittrans- 
formiert. Da nun alie Kreise K, die feste Invariante 2 haben, so ist klar, daB alle 
Ky, in einem endlichen Teilbezirke der oberen Halbebene liegen, welcher sich nicht 
bis an die Achse des Reellen heranerstreckt und daher nur endlich viele aiquivalente 
Punkte fassen kann, deren Anzahl nicht mit » ins Unendliche wachsen kann. 
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weise das Auswahlverfahren zur Verftigung, um die stetige Anderung des 
Polygons zu erkennen und damit zugleich die stetige Bewegung der para- 
bolischen Eckpunkte. Dasselbe gilt fiir die Durchfihrung des Kontinuitiits- 
beweises, wo auch das Auswahlverfahren schnell zum Ziele fihrt. Ubrigens 
habe ich schon in IIL. gezeigt, wie diese Fiille sich, wenn man einmal das 
Hilfsmittel des Auswahlverfahrens anzuwenden gestattet, unmittelbar als 
Grenzfalle der anderen Fille (elliptische Stigmata) behandeln lassen oder 
auch auf Grund der Bemerkung, daB ein Grenzkreispolygon mit paraboli- 
schen Eckpunkten stets als Grenzfall eines eigentlichen Hauptkreispolygons 
betrachtet werden kann, welches eine auf dem Hauptkreise eigentlich dis- 
kontinuierliche Gruppe bestimmt. 

Die Einheit der allgemeinen Fundamentalbereiche ¥. Es ergibt sich nun, 
ohne daB neue Betrachtungen erforderlich wiiren, wieder der Satz, daB die 
allgemeinsten Fundamentalbereiche, die durch Ineinanderschiebung ent- 
stehen, tatsiichlich bei Festhaltung der Signatur ein einziges Kontinuum 
bilden. Wesentlich ist hierbei die Bemerkung, daB dieser Nachweis das 
Fundamentaltheorem als bewiesen voraussetzt, wobei dahingestellt bleibt, 
ob ein direkter elementarer Beweis dieses Satzes miglich ist. 


E. SchluBbemerkungen. 


Der vorliegenden Abhandlung IV beabsichtige ich demniichst noch 
eine weitere Abhandlung V folgen zu lassen. 
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Uber eine besondere Art von Integralgleichungen. 


Von 


C. Runge in Gédttingen. 


Einige physikalische Probleme fiihren auf die folgende Art von Inte- 
gralgleichungen 


flu) = fk(e) p(u—a)dx und f(u) = { 9(2) 9(u—z) dz. 


Im ersten Fall sind die Funktionen f(w) und k(x), im zweiten Falle 
die Funktion f(u) allein gegeben. In beiden Fiillen ist die Funktion g(x) 
gesucht. 


Beide Aufgaben lassen sich in einfacher Weise durch Entwicklung 


nach Hermiteschen Polynomen lésen. Was zuniichst die erste Aufgabe 
betrifft, so sei 


k(a) = e~* [ay + 4,9, () + a,99(x) +--+], 

p(x) = e* [by +b, 9, (x) + b.9(%) +--+], 
wo e~“g,(x) den n" Differentialquotienten von e~™ bedeutet. Wenn man 
diese beiden Entwicklungen in das Integral einsetzt, so erhilt man 


oe A u=0 1 2 ore 
fu) = Sab, [on ae 9,(u— ayer de ( ye : ), 


und nachdem man 4-mal partiell integriert hat, 
+o 


f(u) = D4,b, fem" 944,(u—a)e-*-*? dz. 


Unter dem Integralzeichen wird nun statt z eine neue Integrationsvariable 


t= V22— i eingefihrt. Das Integral geht dadurch tiber in 


-“ +2 
e 3 u é —& 
y2 Joi(3 A)? dé, 
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u . 
und wenn man -— =v schreibt, 


V2 
ae ~* 
Vi Sree erat 


Nun gilt fiir die ganze rationale Funktion g, (x) eine Art von binomischem 
‘Satz, der folgendermaBen lautet: 


V2"9 C)- In) + (1) Gus (@) 91(Y) + (3) In—2(2) 92(y) + +++ + In(y)s*) 


wo (*), (>), --+ die gewéhnlichen Binomialkoeffizienten bedeuten. Multi- 


pliziert man mit e~*, setzt c=v, y=—£ und integriert itiber — von 
—oo bis + oo, so verschwinden nach den bekannten Eigenschaften der 
Hermiteschen Polynome auf der rechten Seite alle Glieder mit Ausnahme 
des ersten und es ergibt sich demnach, 


* [+n 
Fi Joel Va) Ona Fe alee V 


und damit 


flu) = f(V20) = me Vz dian, Bee 





= Va anh + (a,b, + 4,,) 7 o + (ayb,+a,b, +4, by oat ). 


*) Das Binomialtheorem la8t sich unschwer durch einen Schlub von » auf n+ 1 
beweisen. Man differentiiert die Gleichung nach x und ersetzt auf beiden Seiten 
die Ableitungen durch die Ausdriicke, die sich aus dem Bildungsgesetz der Funk- 
tionen g, ergeben, 


9% (“) —2 * In (2) + Ines CH) 
95 (@) = 20g; (2) + 9, 41@)- 
ye-t(2 ae CH + Grit 3 Fe) 
= 22 V8 om (TY) + gue + (2) aul) +--+ (f) 100) G0-a) 


Jetzt vertauscht man x und y und addiert die Seiten der neuen Gleichung links und 
rechts dazu. Dann kann man 


2(e +») V2" 9, rar ) 


auf beiden Seiten wegheben und erhilt das Theorem fiir m + 1. 


und 


Dann ergibt sich 


9* 
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Denken wir uns also die Funktion f(u) = f(V2v) in die Reihe ent- 
wickelt 


f(V2v) =e "(eg +69,(v) +e9,(v) +--+], 


so ist 
2 3? 
Y Cy = Aybo, Y C, = dab, + a, bg, 
(I) 33 
Y. Cy = yb, + a,b, + ayo, ete. 


Durch diese Kette von Gleichungen laBt sich aus der Reihe der ¢c,, wenn 
die Reihe der a, als bekannt vorausgesetzt wird, die Reihe der b, er- 
mitteln (a, als von Null verschieden vorausgesetzt). Die Berechnung der 
GréBen b, kann in der Form einer Division zweier Potenzreihen ausge- 
fiihrt werden. Der Dividendus ist die Potenzreihe 

v2 


a 


der Divisor die Reihe 


(+6 V2t+e,(V2t) a +), 


a, + a,t+ at? +---. 
Die GréBen b, sind dann die Koeffizienten der Potenzreihe, die den Quo- 
tienten darstellt. 
Die zweite Aufgabe laBt sich sogleich auf die erste zuriickfiihren. 
Ist nimlich a, = b, und sollen die GréBen a, aus den Gréfen c, ermittelt 
werden, so laBt sich das ebenfalls durch die Kette der Gleichungen (1) 
ausfiihren, die in diesem Falle iibergehen in 


25, — 5 215 ‘ 
Vie = dy’, V2 V2¢, = 2a,4,, V: V2%c, = a,? + 2a,a,, ete. 


Oder zwischen den entsprechenden Potenzreihen muB die Beziehung bestehen 


V2 () +¢,V2t + ¢,(V2t*+---) = (a) + a,t + at? +---)% 


Das heiBt, es ist aus der linken Seite die Quadratwurzel auszuziehen. 
Damit sind die Koeffizienten a, bis auf einen gemeinsamen Vorzeichen- 
wechsel eindeutig bestimmt. 

Um die Konvergenz der betrachteten Entwicklungen braucht man 
sich, soweit physikalische Probleme in Betracht kommen, keine Sorgen 
zu machen. Denn bei diesen kénnen wir immer annehmen, dab die Funk- 
tionen k(x) und g(x) und demnach auch f(z) fiir hinmreichend groBe ab- 
solute Betrige von x Null sind, und damit ist die Konvergenz der Ent- 
wicklungen gegeben. 
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The Scattering of Sound Waves by a Cone. 
By 


H. 8. Carstaw of Sydney (Australia). 


The problem of the disturbance produced by a Point-Source of Sound 
in an Infinite Medium containing a Rigid Obstacle has been solved for 
the case when the obstacle is a Sphere*), and when it consists of two 
planes intersecting at any angle**). This paper contains the solution of 
the case when the obstacle is a Right Circular Cone of any angle. 


§ 1. 
The Spherical Polar Coordinates (r, 6, m) are used, and the cone is 
given by 6=6,. The region occupied by the medium is defined by 
0<r<o, 
0<0<G, 
0< om < 2a. 
We require a solution of the equation 
(1) Vu + hu =O, 
which, together with its first and second derivatives, is finite and single- 


valued throughout this region, except at the point (r’, 0’, my’), where the 
source is situated. 


*) Clebsch, Uber die Reflexion an einer Kugelfliiche, J. f. Math. 61, p. 195 (1863). 


**) If the angle is =, m any positive integer, the ordinary method of images 


gives the solution. If the angle is * , m and m any positive integers, the method 


of images in a Riemann’s Space is applied. [Carslaw, Some Multiform Solutions of 
the Partial Differential Equations of Physical Mathematics and their Applications, 
Proc. Lond. Math. Soc. (1) 30, p. 135 (1899)]. In a later communication [Proc. Lond. 
Math. Soc. (2) 8, p. 865 (1912)] I have pointed out that a suitable solution of the 
equation of period 2a leads at once to the solution of the problem for the case of 
two planes intersecting at any angle «a. 
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At (7, @, o’), u is to become infinite as 


e SkR 
(2) saa 
when R tends to zero. 
At the surface of the cone 6 = 4,, we have the condition 
‘ Ou , ou 
(3) c= 0 (ie. S*—0). 
And since there is no reflexion at infinity*), « cannot involve terms 
of the type 
(4) é*, 
when r tends to infinity. 


§ 2. 
I shall examine first the case when the source is situated on the 
axis of the cone, so that = 0. 
From symmetry it follows that u does not involve m, and equation 
(1) takes the form 


(5) Fite get eK (tw) +hu0 — (u—cosd). 


If the cone were absent and the medium filled all space, the solution 
would be 
e fkR 
ea ae 
where 





R=V(r?+r'?—2rr'p). 


It is known that, with this notation,*) 


*) Pockels called attention [in his book Uber die partielle Differentialgleichwng 
Au+k*u=0 und deren Auftreten in der Mathematischen Physik, p. 305] to the fact 
that the analytical problem is indeterminate in the case of an infinite region unless 
some condition is added of this nature. 

Compare also a paper by Sommerfeid in Jahresb. D. Math. Ver. 22 (1913), 
entitled Die Greensche Funktion der Schwingungsgleichung. 

**) Cf. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, Bd. 1, p. 346; Macdonald, Proc. 
Lond. Math. Soc. (1) 32, p. 157 (1900). In this paper 


1 - : 
K, (62) = =~ — ¢ *"'" (J_,(@) — "J, (@)) 


is taken as the Second Solution of Bessel’s Equation of the n“ order. 
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e itk 








r7 a et -_ (n+ =) ae aed ‘agen Pu) (r<r’) 


=p OD FA) KT, HRW) <0) 


This series for u, will now be expressed as an integral over a certain 
path in the plane of the complex variable n.*) 


Consider the integral 


1 5 *i* 


. (n+ 2) K, ,1kr’) Ts br) Pw) 
2 2 , 
Qin, ’ sina” dn (<r), 


over the path given in Fig. 1, which we shall call the path C in the n-plane. 


4 
- 
- 





real exis 





dmaginery axis \ 
at 








x 
~ 
ae 


Fig. 1. 


Fig. 2. 
For large values of |n| we have the following approximations: 


nH” 





140) = pig) 
Pa Ft n—1 
(6) K,(iz) = —e # "51 oe 
P,(—#) aa Vistas sin ((n + = )a—9) + 7)? 


It will be seen, by substituting these values in the integrand, that 
the integral will vanish over the dotted portion of the path given in 
Fig. 2, this portion being supposed to represent a part of a circle of 
infinite radius joining up the ends of the path C in the n-plane. 

*) Cf. Dougall, The Determination of Green’s Function by means of Cylindrical 
or Spherical Harmonics, Proc. Edin. Math. Soc. 18, p. 33 (1900). 

**) Nielsen, Handbuch der Cylinderfunktionen, p. 7. 

***) Cf. Nielsen, Joc. cit. p. 11. 

+) Cf. Heine, loc. cit. Vol. 1, p. 175. Hobson, Phil. Trans. 187 (A), p. 489 (1896), 
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Indeed the integrand involves the term 


r\" ’ 
(2) gttsO~-s) (r<r), 


the positive sign to be taken in the part of the plane below the real 
axis, and the negative sign in the part above that axis. Since 6< 2, 
this term is sufficient to cause the integral to vanish over the portion 
added to the path C. 


Now the complete circuit of Fig. 2 encloses the poles given by 


n = 0, 1, 2, 3, ete. 
It follows that 


1 —— 
1 L nin (n+ 3) Zz. ; Gar) 7. : er) 
az fo” —— — P,(—p)dn, 





over the path C, 


nin 1 
aw (m+ SZ) Ki likes br) Pa(—w) 
2 n+ 9 n+ 8 
-> : 2 COSNH 
0 


MS (nt SYK, (ike), br) LW), 


0 
since for positive integral values of » 


ites P,(u) = (—1)" P,(—#).*) 
eretore 

a iin i (n+ =) z. 1 (ikr’) a 1 (kr) 
(1) w= Tae fe — *__ P\(—p)dn (r<r’). 


When +r’ <1, we have simply to interchange r and r’ in the above ex- 
pression. 


§ 3. 
The method of solving the problem consists in adding to the ex- 
pression for “, given in (7), a finite and continuous solution of the 


equation (5), which is such that the sum of the two satisfies the remaining 
conditions. 





*) The Zonal Harmonic P,,(w) can be defined by the Hypergeometric Series 
F (- a, #+1,1, 2 = #). With this definition the relation 


P,(u) = (—1)" P,(—#) 
follows for an integral value of m. Hobson, loc. cit. p. 463. 











Pp 
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Consider the expression defined by the following integral over the 
path C in the m-plane, 





1 
se (nt 5) K Gk) T se) 
= in nin 2 77 
(8) a ~ — Ny ' J e snne 
d d 
| Pat) a, P,, (Uo) — P,, (u) a P,(—)| 
Ho Ho 
| Oe ~ 
| du, 7 (0) | 


where r<r’. 
When r <1, r and r’ are to be interchanged. 


The expression for P,(u), when m is large, [Cf. § 2, (6)], gives the 
following approximations: 


in Po“) =— wmaiavg ("+ ) £08 ((n-+ 2) 0+ i) 


in P,(-#) = Vawaars (n+ 5) lr (n+ ») (x—6) + 3) , 


It will be found, as before, that the integral 


1 
1 a . d 
1 ate (n+ 7K, ; ar) a : tr) du, P,,(— ty) 
e2 - 5 P,(u) 3 dn (r<r’) 


du, P,, (to) 


vanishes over the path at infinity of Fig. 2, and converges over the path 
C of Fig. 1. 


It will be seen that the integrand contains the factor 


1 e\* 
in(@—20, 
-. (2) et in(0—20,) 


Vn \r 
and in the region with which we are dealing 
0<6< 4h, 
so that 
@—20,<0. 


It follows that the expression for u given in (8) is finite, except at 
the point (r’,0), where it becomes infinite as 
en tkR 
Rk” 
when R tends to zero. 
Further all the elements of the integral added to u, in (8) satisfy 
the equation (5). 
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For if in (5) we put 
u=R,P(u), where R, is a function of r only, 
R,, is given by 


aR, 2 oe + (8) R anf. 


dr? r dr r? * 


This reduces to Bessel’s Equation on substituting 
8 
R, = —- . §9 
Te. [0k $9) 


Therefore the expression for u given in (8) satisfies the conditions 
(1) and (2). 
But it is clear that it gives 


ou 

ou 
at 0 = 6,, and that, when we take the proper form for r >’, it satisfies 
the remaining condition (4).*) 


§ 4. 

We shall now show how to express this Contour Integral as an 
Infinite Series. 

We have seen in § 3 that if we take the complete circuit of Fig. 2, 
the integral over the dotted portion of the path vanishes. 

Thus we may take the complete circuit, instead of the path C, in 
our definition of w in (8). 

Further it is known that the zeroes of 


d P,, (uo) 


dy, ’ 


regarded as a function of m, are all real and distinct.**) 


7 When « is large, 
‘ nm 
K,, (ix) = y= t+) 


approximately. Cf. Nielsen, loc. cit. p. 154 

**) This is a special case of a Theorem proved by Macdonald, Zeroes of the 
Spherical Harmonie P*(u) considered as a Function of n, Proc. Lond. Math. Soe. (1) 
31, p. 265 (1900), 

That the zeroes are all real, follows from the integral 


1 

> dP, aP, P n,n’ being two values of m for 
Je mae du du oe which dP, (Ho) 
Ue du, 


vanishes. 
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And these values of m are the only poles of the integrand in (8). 
Therefore 


1 
_ (n+ a) 2 0bre,, 10) Tp be aPaio) or 4 Pa me 
. SS ee arrears 5 dn, 
d wy 


‘over the complete circuit of Fig. 2, : 
(nt 5) K 1 Gkr)T @ p, w ? Pf Ho) 





1 
—s ~ 9 nin 2 2 i 
2ia > é sin nx a P ? 
n dndu, om 
the summation being taken over all the zeroes of 
dP, (bo) 
du, 


. 1 ¢ 
which are greater than — ~~ ) 


Therefore the solution of our problem, which we have found in (8) 
in the form of a Contour Integral, is equivalent to 


_ ae si 
(+ a) K,, 17,109 py fp Pa(—t) 


1 1 
Qin —-|in nin 2 } 
pc ae 4 2 SSS aa mee Sees 
(9) « rr’ >° : ‘sin nx _ P, (4) 4 
’ dndu, "*°* 


when r <7’, the summation being taken over all the zeroes of 
a P,, (tt) 


du, 


which are greater than — > 


That they are all distinct, from the integral 


1 
_ 2 2(n+1) d* P,, (uo) 
fo—0n (Ge) eam 0) Set PaO) Gade 


m satisfying the same condition as above, since this shows that 
d P,, (up) d* P,, (uo) 
duy - dndu, 
cannot both vanish at the same time. 


*) Since P7™ = P-™ 
summation. 


1» all the zeroes of the function are included in this 
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g 5. 
This result can be simplified by means of the theorem 


(10) (1—w*) (P,(u) 5 P,(—u) — P,(—u) ¢ P,(u)) = —> sin nz (n real) 


which we shall now prove. 
Denoting P,(u) by v and P,(—u) by w, we have 
d d 
du ((1—u?) a.) +n(n+1)vo =0, 
d 
& ( 1—n*) o + n(n+1)w = 0. 
It follows that 
d dv d dw 
w iq ((1—w*) x.) -" ((1—n*) of) = 0. 
Therefore 
(11) (1—u*) (w i = a) — constant. 
But it is known that*) 
P,(—u) = P,(u) cos nz — = sin nx Q,(u). 
Therefore 


(12) P,(u) 7 P,(—2) — Py(—») & P,(u) 


= 5 sin nz (Q,(u) 5, P,(u)— P,(u) % @,(w). 


Also it is known that**) 
; ’ TT’ ( 
Q.() = = P,(u) log (7 *) + (110) — 5} Pw) 


_ BS Teatr—ytage (=HV4 
TT (m) TT (— m— 1) TT (r) TT (r) 
1 


2 
4 
4, = DF 
1 
Therefore we have 


to (4 yd Qa(H)) 
lim ((1—#*) Py(u) Gu”) = 1, 


r? 


where 


and 
lim ((1—*) @,() 4") = 9. 


*) Cf. Hobson, loc. cit. p. 473. 
**) Cf. Macdonald, loc. cit. Proc. Lond. Math. Soc. (1) 31, p. 276 (1900). 
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Hence, from (11) and (12), we have 
d d . . 
(1—p*) | P,(u) g,, Pa(—u) — P.(—#) g, Pal) | —— > sin ne. 
In particular, if m is such that 


dP, (uo) 
. a = 0, 
we have 
; d 2. 
(13) (1—o") P, (Ho) du, P,(—to) = — = mn wz. 


Substituting from (13) in (9), our solution takes the form 


1 1\iz 
4 (n+ j= oe aes P,(u) 
(14) wm, Det Hl (w+5) KE (ho) x (br) ——_—_"*™ , 
vers ( 2) bs - e! —pU,*) P, n (ito) Peery P,, (uo) 


for r<r’, the summation being taken over the zeroes greater than -; of 
d Py (Ho) | 
du, 
When »’ <1, r and r’ have to be interchanged in the abov 


g 6. 


By a similar discussion the problem of the source at (r’, 6’, g’) can 
be solved. 


We start as before with 





where R is the distance between (r, 0, p) and (r’, 6, g’). 
With the usual notation 


R= V(re+ r 2—2rr cos y)- 
Then 


-. 
a' > 2 nin ‘ 
(15) “i xe (n+ 3)K, , 1 (ihr) J, « (br) P,(cosy) (<r) 


se (n+) K, , 3 (ihr), , 1 (br)(— 1 P,(—cony) 


aie taal" )x nr : 
a, e ee "ae — P,(—cosy)dn 


over the path C of Fig. 1. 
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But it is known*) that 


(16) P,(—c08 y) = P,(—#) P(e’) 
$2) Mectn)Tn—n—1) pm _y) P-™(y!)conm(p—9), 
when 0> @. 


We have to interchange @ and 6’, when 0< @. 
The nature of the convergence is such that we may place the sign 
of summation before the symbol of integration, and we obtain 


1 , 
Pe ia o . ‘1 _, Att 3) E,, 10ers, , $ (kr) 
(17) % = VF - >a, cos m(p—q’) J e ; —_ 
Tr 





sin nz 





_ (+m) T(m—n—1) p-m —mr er 
TI(n) Tl(—n—1) A (- bh) A (w’) dn, 


where a, = + a,,= 1 (m1), r<r’, and 0< @. 


§ 7. 
Proceeding as in § 3, we are brought to the following function 
defined by the integral over the path C of -? 1 


) x 1(@kr’)J (kr) 
n += 


1, 
o 7 sa : 
(18) «= vere ‘ "Ss cosm (py —p fe sinnx 


y-m —-m d —m 
_ (+m) T(m—n—1) P-"(u " = "an Py (Ho) — Py *) du, ** (—») dn 
TI) T(—n—1) ir. 
du, n 0 











for e he an r<¢, <8. 


*) Dr. Bromwich has pointed out to me that the Addition Theorem 
P, (cos y) = P, (u) P,(u’) 


; 1 TI(m— 
$3 MG Mey FeO P,() c00 mio — 9) -- 0<046'<a) 


can be deduced from the definitions of P,(z) and P,™ (2) as Hypergeometric Series, 
for all values of n, real or imaginary. 


If we put for 6, «—6 and for (p—gq’), x — (g—@q’), the condition 0<0+ 60 <2 
becomes 6’< 6, and we have 


P,(— cosy) = P,(—w) P(t) 
+ 2> Teta) Me— a=") p-m(_») P—™(W) cos m(g—9), 
1 





TI (nm) T1(—n—1) 


when # <0. 
The discussion in Heine’s Kugelfunktionen is somewhat complicated. 














Scattering of Sound Waves by a Cone. 143 


The approximate value of P’"(u), when m is large*), shows that 
the integral over the path C of Fig. 1 is convergent, so that the expres- 
sion for w in (18) is finite, except at the point (1, 6’, m’), where the 
source is placed. At that point it becomes infinite in the proper way. 

Further all the elements added to u, in (18) satisfy the equation (5). 

But it is clear that the condition at the surface of the cone, 


a =0 at 0=6, 
is satisfied; and when we take the proper form for r >’, wu satisfies the 
remaining condition (4). 

We have thus obtained the solution of our problem in the form of 
a Contour Integral. 


§ 8. 
The path C of Fig. 1 can also in this case be altered to the com- 
plete circuit of Fig. 2, since the integral over the path at infinity vanishes. 
If we assume**) that the zeroes of 
d -m 
du, Pa (Ho) 


are all real and distinct, the imtegral of (18) can be changed into an 
infinite series as in § 4. 





The result is at’once — by Cauchy’s Theorem — 
=e ; (n+5)x 1 )T 1 er) 
ea nin * ® 
(19) HS ° >a, cosm (~—g") >"e? er = 
rr 
m=0 n 


— mss —-m , d —m 
_TT(n-+-m) TH(m —n—1) PL") P, +) au. Pr" (— te) 
TI(m) T1(—n—1) —— 
dn dit, 7 (Uo) 





for r<r’: 


*) Cf. Hobson, Joc. cit. p. 489. His results hold for n, real or imaginary. 
**) It is known that the zeroes of P> (uw) are all real and distinct (Cf. Macdonald, 
Proc. Lond. Math. Soc. (1) 31, p. 265 (1900)). It would be interesting to have a 
i P,"™ (uw). With the other boundary 


condition usually associated with these Green’s Functions, viz., «= 0, we are brought 


to a result similar to (18), the denominator involving P>"(u,), and we obtain the 
Infinite Series form immediately. 


proof of the corresponding result for the function 
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Now it is known that the expression 
-m d —m —m d -m 
(20) (1—w*)| PO") a, Pr"(—#) — Pr"(—w) = PT") 
is independent of uw. And it is easy to show that when m is not zero or 


a positive integer its value is Tita) ere 


This follows from the equation 





(21) 2 P2"(u) =—T(m—n—1) T1(m+n)| sinma P-"(—y) —sinnz P>"(u)]. 


Substituting in (20) for P;"(—), with the functions which now enter, 
namely P,"(w) and Py"(w), we can easily proceed to the limit u = 1. 
In § 5 we have proved that when m=O the expression has the 
same value. 
The case of any positive integral m can also be shown to agree with 


the above using the result for Qi'(w) given by Macdonald*), and starting 
with the equation**) 


(22) P,"(—u)= P,™(u) cos(n—m)a — = sin(n—m)a Q-""(w). 


Applying the result of (20) to (19) we find that our solution for 
r <r’ can be written in the form: 


8 , 

(23) dias 

(n+5) K i (ikr’)J (er) Pr") PE’) 
ats st 


1 1\, 
; Se (+ 2) ** i 
n (1— py") Pr (49) dn du, Py” (He) 





We have to interchange r and r’ for the case r>r’; and a,= > a, =1(m>1). 


§ 9. 


It should perhaps be added that these results can be obtained without 
the use of Contour Integrals, but in a less rigorous fashion, in the fol- 
lowing manner:***) 


*) Macdonald, Proc. Lond. Math. Soc. (1) 31, p. 274 (1899). 
**) Cf. Hobson, Phil. Trans, (A) 187, p. 473 (83), (1896). 
***) This discussion follows very closely the argument which Macdonald uses in 
his solution of the case of Diffraction by a Wedge of any Angle (Electric Waves, p. 186). 
Apart from the assumption as to the nature of the series (24), it seems to me that the 
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For the source at (r’,0) we start with the equation (5). 
The surface condition (4) will be satisfied, if 


(24) u— SR, P,(u), 
where R, is a function of r only, and the n’s are the zeroes greater 
than — + of 
d 
a Pals) = 0. 
Assuming that the series in (24) can be differentiated term by term, 
the equation for R,, is 
@R, , 2 dR, n(n +1) 
— St (BA) R 


“dr? * + adr n 


=. 


Putting R, = 9 we have 
Vr 


1\2 
. n+— 
oo + + Sh (»_¢+a) a) ) 5 m0. 


+ ar r? 





In the region r <r’, we take 
VrR,=J , (kr), 
. n+ 2 


since u is to remain finite as r tends to zero. 
In the region r >’, we take 


VrR,—K  ; (ikr), 
2 


since there is to be no term in ¢*’, when r tends to infinity. 
Thus we are led to 


Vru= SA, F _ , (kr) P,(u) (r<r) 
(25) : 
—2B,K  , (ihr) P,(u) (<r). 


Both the series in (25) are to converge and be identical when r =r’, 
except when 6 = 0; and for this value they are to diverge. 


proof does not establish that the function diverges at (r’, 0) in the required manner; 
—ikR 

ie. as ° oh Also from the fact that the constant C, of (26) does not involve k 

for the case 0, = >; , it does not necessarily follow that it is independent of k for 

all angles. 


Mathematische Annalen. LXXV. 10 











146 H. 8. Carstaw. 


Thus we require 
AJ. -1@r) = B, K , 1 kr’); 
+? 


and the solution would be given by 


Vrru=SC, Js (hr) Ks (ikr’) P,(u) (r<r’) 
(26) 2 2 
- 2C,K (ihr) Ts her’) P,(u) (r’<r). 


Now in the case of reflexion at a plane surface (i. e., the case ==), 


it will be seen that C, does not involve k. 
It is thus sufficient to determine C, for the case k = 0. 
In other words, we require the solution of the Potential Problem 


Vu = 0 (O<r<oo), (0<0<8,), 


nme at O=%, 


(27) 


while u is to become infinite as z when F tends to zero, at (r’, 0). 


This problem can be solved by analysis similar to that which 
Macdonald uses for the potential problem, when the cone is at potential 
zero*); or the method of § 2 of this paper can be adopted. 

It will be found that the solution is as follows: 


(28) = 255) nO, wr, 


n (1— yy”) P, n (Ho) dn du, P, (ts) 





where the summation is taken over the zeroes greater then — = of 
d 
d ly P,( uo) = 0. 


But from the approximate values for the Bessel’s Functions, we have 


ne 1 atta -F ("+3 
Lt J, Faas Sadar AP (*) e? 


Therefore C, is given by the equation 








n+ 
C i (2) eats)" 2 r 1 
= 1—un,”) »’"+1 da? — 
¢ " } . Palo) Gndu P,, (to) 


*) Cf. Trans. Camb. Phil. Soc. 18, p. 292 (1900). 


2)‘ (r<r’). 


(29) 
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Thus 


ce al 


PORE 
(1— uy’) Py (Ho) ay du, Py (Uo) 
Also from (26) for r<r’, 


° 1 1 
4 1\ > (n+ jin , P,,(u) 
29) w— S(t ger OUT 5 (br) Ks (ier) ——_""™_, , 
Vr & : : Ho) Palte) ance Pn(t) 
When 7’ <1, we have simply to interchange r and 1’. 


This result agrees with that of § 5 (14) for the source at a point in 
the axis. The general case can be treated in the same way. 


§ 10. 


As has been mentioned above (Footnote § 8), the case when the 
surface condition is «=O can be solved by the method of Contour 
Integrals used in this paper. Indeed the analysis is simpler and the as- 
sumption made in § 8 is not required, as the nature of the roots of 
P~™(w) is known. 

The result for the case of a source on the axis with surface condition 
u =O was given by me without proof some years ago.*) 

Until tables of the values of m and of the corresponding Harmonics 


are available, it does not seem possible to reduce the solutions to a 
numerical form. 


*) Phil. Mag. (6) 20, p. 690 (1910). 
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Untersuchungen tiber spezielle Minimalflachen. 
Von 


E. Srisver in Stuttgart. 


Finleitung. 


1. Diejenigen Minimalfléchen, welche sich auf Rotationsfliichen ab- 
wickeln lassen, hat zuerst Bour angegeben, Ribaucour hat sie naher unter- 
sucht und H. A. Schwarz*) hat sie in Zusammenhang gebracht mit der 
allgemeinen Weierstrabschen Form der Gleichungen der Minimalflichen 


z= 8 f(1—s) F(s) ds, y—R fill +s) F(s) ds, 


(1) : 
Z= 2H | s%(s) ds, 


indem er zeigte, daB man auf Rotationsflichen abwickelbare Flichen er- 
halt, wenn 


(2) %(s) — Cam? 


gesetzt wird. Auch A. Enneper ist bei einem speziellen Problem auf 
Flachen gestoBen, die mit den genannten identisch sind, ohne daB Enneper 
dies bemerkte. 

Hier sollen noch einige fiir diese Fliichen charakteristische Eigen- 
schaften angegeben, ferner von ihnen abgeleitete Flichen untersucht werden. 

Von den Evolutenflichen (Zentraflichen) lat sich zeigen, daB sie eine 
singulare Kurve konstanter erster Kriimmung besitzen. 

Von den Evolventenflichen werden diejenigen untersucht, deren 
Normalen solche geodiitische Linien der Minimalflichen beriihren, welche 
bei der Abwicklung auf Rotationsflichen in die Meridiane iibergehen. Diese 
Flichen, welche offenbar W-Flichen sind, besitzen ebene und sphirische 
Kriimmungslinien, und zu jeder Minimalfliche auBer derjenigen, fiir welche 
m= 1 ist, gibt es unter den genannten Evolventenflichen eine, welche 





*) H. A. Schwarz, Miszellen aus dem Gebiete der Minimalflichen, VII. 
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eine Schar ahnlich liegender Kugeln rechtwinklig durchschneidet. Diese 
Flache ist fiir einen ganzzahligen, die Zahl Eins iibersteigenden Wert von 
m von der Ordnung 2m + 2, wihrend der Minimalfliche selbst die héhere 
Ordnungszahl (m+ 1)? zukommt. 

Im Abschnitt II werden Minimalflichen bestimmt, welche mit den 
auf Rotationsflichen abwickelbaren gewisse Eigenschaften gemeinsam haben. 
‘So gibt es auBer jenen noch andere Minimalflachen, welche ein Isothermen- 
system konstanter geoditischer Kriimmung besitzen. Dieselben sind den 
in H. A. Schwarz ,,Bestimmung einer speziellen Minimalfliche“ (Preisschrift, 
Berlin 1867) und speziell im Nachtrag behandelten Flichen verwandt. 
Denn wie dort sind die Flachengleichungen durch elliptische Funktionen 
der Parameter rational ausdriickbar und es verlaufen auch gerade Linien 
auf den einfachsten unter diesen Minimalflachen. SchlieBlich sind noch 
alle Minimalflachen angegeben, welche von Zylinderflichen beriihrt werden, 
die alle einander iihnlich und einer Ebene parallel gerichtet sind; dabei 
sollen aber die Beriihrungsebenen irgend zweier Zylinderflichen fir zwei 
entsprechende Erzeugende dieselbe Neigung gegen jene Ebene haben. 


I. 


Die auf Rotationsflachen abwickelbaren Minimalflachen 
und von ihnen abgeleitete Flaichen. 


§ 1. 
Allgemeine Eigenschaften der auf Rotationsfliichen abwickelbaren 
Minimalflichen. Die Kurven, welche bei der Abwicklung in 
Parallelkreise tibergehen. 


2. Ist in (2) m nicht gleich Null, dann kann man C= 1 setzen 
Wire nimlich C = e*‘, dann braucht man nur die Fliche um den Winkel 
— um die z-Achse zu drehen, um den Fall C= 1 zu erhalten.*) Ersetzt 
man ferner s durch seinen reziproken Wert und zugleich m durch — m, 
dann findert sich x nicht, wihrend y und z das Vorzeichen wechseln; es 
geniigt also, positive Werte von m in Betracht zu ziehen. Wir setzen, 


indem wir die Behandlung der Minimalschraubenflaichen, fiir welche m= 0 
ist, verschieben, 


(3) o(s) = s™-*. 
Fiihrt man noch die Substitution 
(4) s= oe” 


*) Darboux, Lecons sur la théorie générale des surfaces I, 217. 
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ein, dann erhilt man die Gleichungen 


m—1 o™t 
t= o cos (m—1)v — mpi °° (m+1)», 
gn gut! 
(5) y-- 2; mn (m—1)o — a sin (m+1)v, 
t= se cos mv*). 


Offenbar gelten die Gleichungen fiir m= 1 nicht mehr. Die Flachen sind 
ihrer Gestalt nach sehr verschieden, je nachdem m2 1 ist und fiir den 
Grenzfall m= 1, den einzigen rationalen Wert von m, fiir welchen die 
Minimalflache transzendent wird, empfiehlt sich wiederum eine gesonderte 
Behandlung. 
Das Quadrat des Linienelements do der Minimalfliiche (5) ist: 
(6) do* = (1+9*)*9*™—*(de*+ e*dv’). 
Die Kurven eg = const., welche kurz mit (@) bezeichnet werden mégen, 
gehen also bei der Abwicklung auf Rotationsflichen in die Parallelkreise, 
die Kurven (v), die geodiitische Linien sind, in die Meridiane tier. 
Wird noch 


(7) e = etg > 


gesetzt (iibrigens soll 9, wo dies wiinschenswert ist, beibehalten werden), 
dann sind die Richtungskosinus der Flichennormalen: 

(8) X=sinucosv, Y=sinusinv, Z—cosu, 

und die Tangentialebene der Fliche hat vom Anfangspunkt O des Koordi- 
natensystems den Abstand 

(9) Xz+ Yes foe —t— (m — cos 4) cos mv. 


m(m?— 1) 


Nach (8) sind die Kurven » = const. oder kurz (v) der Minimalfliche 
solche, lings denen zur z-Achse senkrechte Zylinderflichen beriihren, also 
die zu den Niveaulinien z = const. konjugierten Kurven. Sie kénnen auch 
als Schattengrenzen fiir Parallelstrahlen aufgefaBt werden, welche in einer 
zur £-Achse senkrechten Richtung einfallen, wahrend die Kurven (u) oder 
(g) Isophoten fiir in der Richtung der z-Achse einfallende Strahlen sind; 
das zu diesen konjugierte System ist orthogonal zu den Niveaulinien. 

3. Da nach (9) der Abstand der Tangentialebene von 0 sich als 
Produkt aus einer Funktion von u mit einer Funktion von v ausdriicken 
laBt, schlieBt Ribaucour: (Etude des élassoides ou surfaces & courbure 
moyenne nulle, Mém. cour. Briissel 1882, S. 217), daB die Minimalfliche 





*) Vgl. Bour, J. Ec. Pol. cah. 39, 8. 99f. (1862). 
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die Hiillfliche von unter sich abnlichen Zylinderflichen ist; die Charakte- 
ristiken sind die geoditischen Linien (v). Ist aber eine Kurve, lings deren 
sich zwei Flachen beriihren, geodiitische Linie auf der einen, so ist sie es 
auch auf der andern. Wir schlieBen daher weiter, daB die Kurven (v) 
isogonale Trajektorien der Zylindererzeugenden oder allgemeine Schrauben- 
linien sind. Nun sind die Filarevolventen der allgemeinen Schrauben- 
linien ebene Kurven; es gibt daher Evolventenflichen der Minimalfliche, 
welche sich aus solchen ebenen Kurven zusammensetzen und also eine 
Schar ebener Kriimmungslinien besitzen. Da die Zylinderflichen, welche 
die Minimalflichen umhiillen, ihnlich sind, muB jede dieser ebenen Kriim- 
mungslinien zu einer unter ihnen oder zu irgend einer ihrer Parallelkurven 
ahnlich sein. 

Die Gleichungen der angedeuteten Evolventenflichen werden weiter 
unten angegeben. 


4. Von den auf der Minimalflache, ihrer Evolventenfliche und auch 
auf den beiden Evolutenflichen verlaufenden Kurven zeigen insbesondere 
die Parameterkurven (uw) und (v) beachtenswerte Eigenschaften. 

Die auf der Minimalfliche liegenden Kurven (uw) oder (g) haben kon- 
stante geodiitische Kriimmung, weil sie bei der Biegung der Minimalflache 
in eine Rotationsfliche in Parallelkreise iibergehen. Legt man daher Be- 
riihrungsebenen an die Minimalfliche lings einer der Kurve (9), so um- 
hiillen diese eine abwickelbare Fliche, durch deren Ausbreitung in die 
Ebene die Kurve (g) in einen Kreis iibergeht. Diese Beriihrungsebenen 
bilden nach (8) mit der zy-Ebene den konstanten Winkel u; die abwickel- 
bare Fliache ist daher eine Béschungsfliche. Der Schnitt dieser Béschungs- 
fliche mit der xy-Ebene ist, auBer wenn cos u = m, eine Epi- oder Hypo- 
zykloide; denn die Gleichung der Tangente dieser Schnittkurve hat nach 
(8) und (9) die Form: 
¢(m— cn #) 


xeosvu+ysinv=.- ane 


ma? 1 CO8 me, wo U= 


Der geoditische Kreis (9) geht durch die Spitzen der zyklischen Kurve, 
fiir welche cos mv = 0 ist (nach der dritten der Gleichungen (5)). Ferner 
‘geigen die beiden ersten der Gleichungen (5), daB die Kurve (g) die 
zyklische Kurve in den Spitzen orthogonal schneidet (diese beiden Glei- 
chungen bedeuten eine Epi- oder Hypotrochoide, wenn @ konstant ist und 
fiir cos mv = 0 erhilt man Scheitel derselben). 

Nun geht durch Ausbreitung der Béschungsfliche mit dem Béschungs- 
winkel « tiber der Epi- oder Hypozykloide, als deren natirliche Gleichung 
leicht aus der Gleichung der Tangente sich ergibt 


R? + m's* = U?, 
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in die Ebene diese Epi- oder Hypozykloide in eine andere zyklische 
Kurve iiber, deren natiirliche Gleichung man erhilt, wenn man R in der 
letzten Gleichung durch R’ cos u ersetzt: 


(10) R’? cos? u + m*®s? = U?. 


Die Kurve (g) der Minimalfliche durchschneidet auch nach der Ausbreitung 
der Béschungsfliche in die Ebene die Spitzen der zyklischen Kurve (10) 
rechtwinklig, und da sie in einen Kreis iibergehen soll, so wird man ver- 
muten, daB dies der Basiskreis der Epi- oder Hypozykloide ist, wenn 
sie als Rollkurve erzeugt gedacht wird. In der Tat stimmt dessen Radius 


2 ™ 

(11) R, 7 ae cos u) 
genau iiberein mit dem Radius der geodiitischen Kriimmung der auf der 
Minimalfliche verlaufenden Kurve (g), welchen man leicht aus (6) ab- 
leiten kann. 

Als besondere Fille der Kurven (9) oder (u) sind die folgenden 
hervorzuheben: 

cos «=. An Stelle der Béschungsfliiche tritt ein Zylinder, dessen 
Querschnitt eine zyklische Kurve bildet. 

cos u=—m. Die abgewickelte Kurve (10) ist eine gemeine Zykloide 
und da die entsprechende Kurve der Minimalfliche durch die Abwicklung 
in deren Basisgerade tibergehen muB, ist sie eine geodiitische Linie. 

cosu =m. In diesem Fall, der bei den Betrachtungen ausgenommen 
wurde, ist U=0. Die Béschungsfliche ist ein Rotationskegel mit O 
als Spitze. 

Bei der Ausbreitung in die Ebene geht die Riickkehrkante der 


Béschungsfliche in die Evolute der Epi- oder Hypozykloide (10) tiber; 
deren natiirliche Gleichung ist: 


m?U* 
(12) R? cos* u + m’s? = 5 
Dieselbe soll mit Z bezeichnet werden. Spiiter soll Gebrauch gemacht- 
werden vom Durchmesser des rollenden Kreises, welcher diese Epi- oder 
Hypozykloide Z erzeugt. Derselbe ist 


(13) =v SH. ate 


(m—cosu)cosu sinu cosu’ 


wenn der Fall ausgeschlossen wird, wo cosu—m ist. Zwei entgegen- 
gesetzt gleichen Werten von cos u entspricht dann zwar dieselbe zyklische 
Kurve Z, aber verschiedene Werte fiir den Durchmesser des rollenden 
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Kreises entsprechend der doppelten Méglichkeit, eine zyklische Kurve als 
Rollkurve zu erzeugen. Der Basiskreis hat aber denselben Halbmesser 


2m o” 
__ _— ° 
sin & cos u (m -+- Cos u) 


5. Unter den soeben betrachteten Kurven (@) der Minimalflichen (5), 
.fiir die auch die Hauptkriimmungsradien 
1 20” 
(14) -— 2 e279? +1)? = a 
einen konstanten Wert haben, sei noch diejenige hervorgehoben, fiir 
welche der absolute Wert des Hauptkriimmungsradius ein Minimum ist. 
Man findet 


1 
cosu=— =m. 


Diesem Wert von wu bzw. @ entspricht eine reelle Kurve maximalen Kriim- 
mungsmafes, wenn m zwischen —2 und + 2 liegt. Im Grenzfall m= + 2, 
welcher der Enneperschen Minimalfliche entspricht, artet die Kurve in 
den Anfangspunkt (9 =0) aus. Die zyklischen Kurven (10) und (12) sind 
fiir den beireffenden Wert von wu Astroiden. 

Die Eigenschaft, eine solche Kurve konstanter Maximalkriimmung 
zu besitzen, kommt unter den reellen Minimalflachen nur den auf Rotations- 
flichen abwickelbaren zu. Denn da fiir den Hauptkriimmungsradius der 
allgemeinen Minimalfliche (1): 


Wy TAY -y, ‘ 
9 V8 (s) Fo(S0) (88 + 1)? 
lings einer solchen Kurve der Differentialquotient sowohl nach s wie 
nach s, verschwinden muB, ergibt sich: 


8H (8) Sy By (8) __ 488, 


SO Se)  8%+1 


zur Bestimmung der die Fliche charakterisierenden Funktion § sowie des 
Wertes von ss), welcher der Kurve der Maximalkriimmung zugehért. 
Die Gleichungen sind nur zu befriedigen durch: 


88 —1 
(s) = Cs™-?; ie 8 | = C08 = — 


vo| 3 
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§ 2. 


Die Zentraflichen der auf Rotationsflichen abwickelbaren 
” Minimalflichen. 


6. Der Kurve der Maximalkriimmung auf der Minimalfliche ent- 
sprechen auf den Zentraflachen singuliire Kurven. Die Gleichungen der 
einen dieser Flachen oder die Koordinaten des einen Hauptkriimmungs- 
mittelpunktes sind: 


m—1 


= m+1 
L,= s— ; 008 (m—1)v — STi cos (m+1) v + (9™-1+ 9™+) cos », 


m—t1 m+1 
(15) y, =— + sin (m—1)v — so sin (m+1)v + (o"-'+ o"*") sin v, 


20” 1 
4 = ~< cos me + =~ (g°**—¢"-), 


wihrend fiir die Koordinaten des zweiten Hauptkriimmungsmittelpunktes 
je dem letzten Glied der Gleichungen (15) ein Minuszeichen beizufiigen 
ist. Auf diesen Zentraflachen sollen nicht bloB die singuliren Kurven, 
fiir welche 


re] = 


cos & = — m 


ist, sondern allgemeiner die Kurven, fiir welche 9 konstant ist, niher be- 
handelt werden. Irgend eine dieser Kurven (g) liiuft zur Minimalfliche 
parallel, da jeder ihrer Punkte den gleichen Abstand R, von der Minimal- 
fliche hat. Legt man daher durch alle Punkte der Kurve Parallelebenen 
zu den entsprechenden Tangentialebenen der Minimalfliche, so berihren 
diese die Kurve (g) der Zentrafliche und umhiillen nach (8) eine Béschungs- 
fliche, die parallel und daher — entsprechendes gilt fiir alle Béschungs- 
flichen mit Ausnahme der Zylinderflichen — kongruent zu derjenigen 
Béschungsfliche ist, welche die Minimalfliche lings der Kurve (@) beriihrt. 


Der Wert @ =1 oder “= 


man die Kurve (9) der Zentrafliiche parallel zur z-Achse um das Stiick 
= (fur die zweite Zentrafliche +), dann kommt sie vollstindig auf 


C08 & 08 u 
die letztere Béschungsfliiche zu liegen, und man erhilt sie, wenn man von 
der Kurve (@) der Minimalfliche aus das Stiick 


a sei zunichst ausgenommen. Verschiebt 


20” 


sin u cos u 


R, tg u = 


nach der einen, bzw. fiir den zweiten Zentraflichenmantel nach der andern, 








_- eae eo Ce. CO ee 
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Seite auf den Erzeugenden der Béschungsfliiche abtrigt. Die angegebene 
Strecke ist, wenn nicht cos «=O oder = m ist, nach (13) genau gleich 
dem Durchmesser des rollenden Kreises, welcher die Epi- oder Hypo- 
zykloide Z erzeugt, in die die Riickkehrkante durch Ausbreitung der 
Béschungsfliiche in die Ebene tibergeht. Weil bei dieser Deformation die 
Kurve (g) der Minimalfliche nach dem Friiheren in den Scheitelkreis der 
Epi- oder Hypozykloide 7 iibergeht, kann man leicht die Natur derjenigen 
Kurve untersuchen, in welche sich die Kurven (9) der Zentraflichen trans- 
formieren. Man hat nur auf den Tangenten von Z vom Scheitelkreis 
aus eine konstante Strecke gleich dem Durchmesser des rollenden Kreises, 
der Z erzeugt, abzuschneiden. Nach wohlbekannten Siitzen iiber die 
zyklischen Kurven erhilt man so wieder eine Epi- oder Hypozykloide, 
welche mit Z den Basiskreis gemein hat, wiihrend der rollende Kreis 
doppelt so groB ist wie derjenige, welcher Z zugehdrt; ein Teilbogen der 
Kurve beginnt in einer Spitze von Z und endigt zwei Teilbégen von 7 
iiberspannend in der iiberniichsten Spitze. Ein Teilbogen der Kurve, die 
dem zweiten Zentraflichenmantel zugehért, geht ebenso von der zweiten 
Spitze von Z bis zur vierten. 


1 , ; 
Der Fall wo u=-— 2 ist, war ausgenommen worden. Die Kurve 


@=1 der Minimalfliiche und die der Zentraflichenmintel liegen dann auf 
parallelen Zylinderfliichen. Durch Abwicklung derseiben geht die erstere 
Kurve, wie schon gezeigt, in einen Kreis iiber, die beiden letzteren, wie 
man durch eine einfache Rechnung beweisen kann, in gemeine Zykloiden, 
die man durch Abrollen eben dieses Kreises auf einer Geraden entstehen 
lassen kann. 

Ebenso bildet der Fall cos « = m eine Ausnahme. Die entsprechende 
Kurve auf jedem der beiden Zentrafliichenmiintel liegt auf einem Rotations- 
kegel und geht — die zum Beweis nétige Rechnung lassen wir wieder 
fort — durch Abwicklung dieses Kegels in eine Kardioide iiber. 


Fiir cos u = — > m wird Z eine Astroide; da dann R, tgu halb so 


groB ist wie ihr Basiskreisradius, gehen die entsprechenden Kurven auf 
den Zentraflichen durch Abwicklung der Béschungsfliiche in gerade Strecken, 
dis Verbindungslinien entgegengesetzter Spitzen der Astroide, iiber. Die 
Kurven auf den Zentraflichen sind also in diesem Fall geodiitische Linien 
auf der Béschungsfliche, ihre Hauptnormalen sind Normalen der Béschungs- 
fliche, wihrend sie die Zentrafliiche beriihren. Die erste Kriimmung der 
Kurven ist daher gleich der geodiitischen Kriimmung beziiglich der zu- 


gehérigen Zentrafliche, und da diese fiir alle Kurven (g) gleich x ist, 


so sind die betreffenden singuldren Kurven der Zentraflichen Raumkurven 
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konstanter erster Kriimmung. (Die erste Kriimmung z der allgemeinen 


Kurve (9) auf der Zentrafliche erhilt man aus den Formeln 


aa, 0X, 

cost 1 sini ov dv awoke m + 2 cos u 

R ~ 2k,’ R™~ WNfez,\? 2K, smusing me’ 
> (se) 


wo ¢ den Winkel zwischen der Schmiegungsebene der Kurve und der 
Tangentialebene der Zentrafliiche, X, Y, 7, die Richtungskosinus ihrer 
Normale bedeuten.) 

In den Mathematischen Annalen Band 66 (1909), Seite 539 hat Herr 
KE. Salkowski alle Kurven konstanter Kriimmung bestimmt, welche geo- 
diatische Linien auf Béschungsflichen sind. Man sieht leicht, daB sie genau 
mit den hier gefundenen Kurven iibereinstimmen, wenn man 


4/2—m 
? V3 +m 
in die Gleichungen (15) der Zentrafliche einfiihrt. Ebendort Seite 556 
und 557 sind Zeichnungen von solchen Kurven zu finden. 


g 3. 


Evolventenflichen der auf Rotationsflichen abwickelbaren 
Minimalflichen. 


7. Es sollen nun die angedeuteten Lvolventenfldchen der auf Rotations- 
flichen abwickelbaren Minimalflachen (5), deren eine Schar von Kriimmungs- 
linien (v) aus ebenen Kurven bestehen mu8, bestimmt und niher unter- 
sucht werden. Weil die Fliche eine W-Fliche ist, laBt sich das Quadrat 
des Bogenelements der Evolutenfliche (5) nach Weingarten in v und den 
Kriimmungsradien r und r’ ausdriicken, und man hat nach (6): 


dr 
dr? + } r—r dy? = (1+ 07)*9?"-*(do?+ o7dv’). 
Daraus lift sich r (zugleich die Bogenliinge der Kurven (v) auf der 
Minimalfliche), dann mittels r—r’ auch r’ finden. Man hat: 


, 20” 


oe ae sin u(m-+ cos u)’ 





in der Tat muf r—r’ mit dem Halbmesser R, der geodiitischen Kriim- 
mung der auf der Minimalfliiche verlaufenden Kurven (@) tbereinstimmen. 


Vgl. (11). 
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Ferner ist 
r 


d 
ie ~ 0" *(e? +1); 


und also 

20” — cos u , 20” i 
(16) — a 1 = = —- ie 7 1m oes ’ 
wo allerdings auf der rechten Seite beider Gleichungen noch ein und 
dieselbe Integrationskonstante beigefiigt werden darf. Dieselbe ist auch 
von v unabhiingig. Denn die Orthogonaltrajektorien (9) der geoditischen 
Linien (v) auf der Minimalfliche miissen denjenigen Kurven auf der 
Evolventenfliche entsprechen, lings denen der Hauptkriimmungsradius r 
konstant ist. Vgl. etwa Bianchi-Lukat, Vorlesungen iiber Differentialgeo- 
metrie § 122, Seite 234. Wir wihlen aber die Integrationskonstante iiber- 
haupt gleich Null, indem wir unter den zueinander parallelen Evolventen- 
flichen diejenige herausgreifen, die, wie sich sofort zeigen wird, in O 
einen singuliren Punkt besitzt. Die Koordinaten & 4, € eines Punktes der 
Evolventenfliche findet man dann in der Form: 


Ox 
de 
E=2-—r =? 
de 
So wird: 
20” : 
—= in? 1 COS mv Cos v sin u, 
20” 4 : s 
(17) 1= 53; cosmusinvsinu, wo e@—cotg=, 
20” 1 
§ = 3; cos mov (cos “— —) ; 


Die Kriimmungslinien (v) sind alle zueinander ahnlich, und da sie in 
Ebenen liegen, welche durch die z-Achse gehen, so erhilt man das 
zu ihnen konjugierte System, d. h: die zweite Schar von Kriimmungs- 
linien, wenn man von den Punkten der z-Achse Beriihrungskegel an die 
Flache legt. Die Beriihrungskurven schneiden die Kurven (v) und daher 
auch die Kugelerzeugenden senkrecht, sind also sphirische Kurven. Die 
Kugeln, auf welchen sie liegen, haben ihre Mittelpunkte auf der z-Achse 
und schneiden die W-Fliche iiberall rechtwinklig. (F. Joachimsthal, J. f. 
Math. 23 (1842), 8. 350 und 54 (1857), 8S. 183; Vgl. Darboux, Legons I, 
8. 112.) 

Dreht man die Kurven (v) um die z-Achse, so entstehen lauter Ortho- 
gonaltrajektorien des Kugelsystems. In jeder Ebene durch die ¢-Achse 
liegen unendlich viele, die alle tihnlich und beziiglich O thnlich gelegen 
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sind. Es werden daher auch die Schnittkreise der Ebene mit den Kugeln, 
welche die Orthogonaltrajektorien zu dem System fhnlicher Kurven sind, 
beziiglich O iihnlich liegen und wir haben den Satz: 

Die W-Fliche, welche eine Minimalfliche als einen Mantel der Zentra- 
fliiche besitzt, schneidet ein System iihnlich liegender Kugeln rechtwinklig. 

8. Da auf der Minimalfliiche die Kurven z= const. das zu den 
Kurven (v) konjugierte System bilden, muB fiir die Schar der sphdrischen 
Kriimmungslinien 9” cos mv konstant sein. Setzt man 


(18) oe” cos mv = — m(m*?—1)a, 
dann wird die Gleichung des betrachteten Kugelsystems 
(19) &? + 4? + (+a)? = m* a’. 


Um die sphirischen Kriimmungslinien noch niher charakterisieren zu 
kénnen, leiten wir zunichst noch einige allgemeine Eigenschaften der 
W-Flachen (17) ab, welche sie als riumliches Analogon der ebenen Sinus- 
spiralen erscheinen lassen. 

In einem Punkt der Kurve (v), welcher also in einer durch die z-Achse 
gehenden Ebene E von der Neigung v gegen die xz-Ebene liegt, bildet 
die Tangentialebene mit KE den Winkel mv. Daraus kann man folgern: 

Dreht man ein System von solchen in bezug auf O ihnlich liegen- 
den W-Flichen um die zAchse um den Winkel «, dann gehéren die 
Schnittkurven des urspriinglichen und des gedrehten Systems zum Teil 
zu den Kurven (v) und in diesen schneiden sich die Systeme iiberall unter 
dem Winkel ma*). Die Flichen haben also dieselbe Eigenschaft, welche 
unter den ebenen Kurven der Sinusspiralen charakteristisch ist. Ent- 
sprechendes gilt von den sphirischen Kriimmungslinien einer und derselben 
Fliche. Dieselben miissen daher durch stereographische Projektion in ahn- 
liche bzw. inverse Sinusspiralen tibergehen, wenn als Zentrum der Pro- 
jektion einer der beiden Schnittpunkte der betreffenden Kugel mit der 
z-Achse gewihlt wird. (18) ist die Gleichung dieser Sinusspiralen in 
Polarkoordinaten, wenn die sphirische Kriimmungslinie vom Punkt mit 
den Koordinaten 0,0,—(m-+1)a auf die Durchmesserebene der Kugel, 
welche zur xy-Ebene parallel ist, projiziert wird. 


*) Dieselbe Eigenschaft kommt offenbar auch denjenigen Flachen zu, welche aus 
den betrachteten durch Inversion hervorgehen, wenn das Inversionszentrum im Koordi- 
natenanfangspunkt gewihlt wird. Auch noch andere Flichen dieser Eigenschaft 
lassen sich angeben, nimlich Zylinderflachen, deren Querschnitt eine Sinusspirale ist, 
samt ihren Inversen. 
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Die sphirischen Bilder der Kriimmungslinien der Minimalfliche (5) 
haben nach Ribaucour, Etude des élassoides Seite 219 dieselbe Eigenschaft, 
wie die hier besprochenen sphirischen Kurven; jene entsprechen aber 


Sinusspiralen mit dem Index : m, wWahrend diesen der Index m zugehért*). 


9. Die Kurven der W-Flachen, fiir welche g, also nach (16) auch r 
und ¢’, konstant ist, liegen auf Rotationskegeln mit der z-Achse als Achse 
und projizieren sich auf die zy-Ebene als Rosenkurven (vgl. etwa G. Loria, 
Ebene Kurven 134—137). 

Die Kurve, fiir welche r= 0, also nach (16) 

(-i% 

oder cos u = m ist, ist offenbar eine singuliire Kurve der W-Fliche und 
sie gehért auch der Minimalfliche (5) zu. Sie liegt wie schon bemerkt auf 
einem Rotationskegel, dessen Erzeugende den Winkel arcsin m mit der 
z-Achse bilden, und welcher Enveloppe der Kugelschar (19) ist. Die Mini- 
malflache beriihrt nach (9) diese Kegelfliche liings der fraglichen Kurve. 
Durch Abwicklung des Kegels in die Ebene geht die Kurve, wie friiher 
gezeigt wurde, in einen Kreis tiber. (Die Kurve ist daher invers zu der 
geoditischen Linie des Rotationskegels auf dem sie liegt. SchlieBlich kann 
sie auch nach W. Blaschke, Monatsh. fiir Math. u. Ph. 1908, S. 202 als 
Ort der Kriimmungsmittelpunkte einer sphirischen Schraubenlinie auf- 
gefaBt werden.) 

Man kann daher die betrachteten W-Flichen, deren einer Zentramantel 
eine Minimalfliche ist, wie folgt, erzeugen: 

Auf einem Drehungskegel konstruiere man eine Kurve, welche durch 
die Kegelspitze geht und durch Abwicklung des Kegels in die Ebene in 
einen Kreis tibergeht. Durch die Punkte dieser Kurve lege man Ortho- 


*) Man kann auch (durch direkte Ausrechnung) beweisen: 
Ordnet man die Minimalfliche vom Parameter +m, wo m von 1 und 2 ver- 


schieden sein muB, derjenigen vom Parameter m durch parallele Normalen zu, dann 
sind in entsprechenden Punkten die Kurven (g) und (v) der ersten Fliiche parallel zu 
den Kriimmungslinien der zweiten. 

Dieselben Eigenschaften wie die sphirischen Abbildungen der Kriimmungslinien 
der Minimalfliche haben alle Kurven der Kugel, fiir welche 9” cos m(v—v,) konstant ist. 
Diese Kurven durchschneiden die Parallelkreise (e) unter dem Winkel n(v—v,) und 
dasselbe gilt wegen der Konformitiit der sphiirischen Abbildung fiir die entsprechen- 
den Kurven der Minimalfliiche beziiglich der Kurven (e). Die Systeme der Kurven 
auf der Minimalfliche, fiir welche 9” cos n(v—v,) bzw. e@” sinn(v—v,) konstant ist, 
sind daher orthogonal. 
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gonaltrajektorien zu der dem Kegel einbeschriebenen Kugelschar; diese sind 
die ebenen Kriimmungslinien der W-Fliche. 

Fiir m > 1 wird der Kegel imaginiar; dafiir ist die Schnittkurve mit 
der x y-Ebene (cos u= «) reell, naémlich eine Rosenkurve, und man kann 
von ihr ausgehend die W-Flache erzeugen. 


10. Die Gleichung der Polarebene des Anfangspunktes O beziiglich 
der Kugel (19) stimmt iiberein mit der letzten Gleichung der Minimal- 
fliche (5). Einem Strahl aus O durch die sphiirische Kriimmungslinie (18) 
muB daher eine zur zy-Ebene parallel laufende Tangente der Minimal- 
fiche beziiglich derselben Kugel konjugiert sein. Uberhaupt besteht eine 
polare Zuordnung zwischen einer Kegelfliiche, welche O zur Spitze hat 
und durch eine sphirische Kriimmungslinie geht, und der Kurve, welche 
eine zur zy-Ebene parallele Ebene aus der Minimalfliche ausschneidet. 
Fiir den Kriimmungsmittelpunkt der Kurven (v) auf der W-Fliche, welche 
eine aihnlich liegende Kreisschar senkrecht durchschneiden, ergibt sich aus 
der angegebenen polaren Zuordnung eine einfache Konstruktion, welche der- 
jenigen fiir den Kriimmungsmittelpunkt der Huyghensschen Tractrix ganz 
analog ist; der Kriimmungsmittelpunkt ist nimlich der Pol der Verbindungs- 
linie des Kurvenpunktes mit dem Abnlichkeitspunkt der Kreisschar beziig- 
lich des durch den Kurvenpunkt gehenden Kreises. In der Tat muB der 
Kriimmungskreis zwei konsekutive Kreise der Schar senkrecht durch- 
schneiden, der Kriimmungsmittelpunkt also auf deren Chordale liegen. 

So erhilt man direkt die Kurve v = 0 der Minimalfliche als Evolute 
der entsprechenden Kurve auf der W-Flache: 

Die Normalen lings einer allgemeinen Kriimmungslinie (v) der W-Flache 
bilden eine Béschungsfliche mit dem Bischungswinkel mv gegen die Ebene 
jener Kriimmungslinie und sie projizieren sich auf diese Ebene als Nor- 
malen von (v) oder als Tangenten der Kreise, welche die Kurve (v) ortho- 
gonal durchschneiden. Uber jedem dieser Kreise kann man ein Rotations- 
hyperboloid konstruieren, welches den Kreis als Kehlkreis hat und dessen 
Erzeugende gegen die Ebene des Kreises die Neigung mv haben. Eine 
einzige von diesen Erzeugenden wird dann eine Normale der W-Fliche 
sein. Zu der Regelschar, welcher diese Normale angehért, konstruiere man 
unendlich viele Regelscharen, die beziiglich O iihnlich liegen, dann bilden 
sie eine Linienkongruenz, welcher die genannte Béschungsfliche zugehért. 
Die eine Brennfliche dieser Kongruenz ist aber der allen den ithnlich 
liegenden Hyperboloiden gemeinsame Beriihrungskegel aus 0. Weil nun 
die Riickkehrkante der Béschungsfliiche, das heiBt die Kurve (v) der 
Minimalfliche, auf dieser Brennfliche liegen muB — die zweite Brenn- 
fliche fallt ins Unendliche — so gilt: 
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Die Linie (v) der Minimalfliiche liegt auf einem Kegel zweiter Ord- 
nung*). Vgl. Ribaucour a. a. O. 8. 223. 

Dieser Kegel, dessen Spitze in O liegt, beriihrt den Rotationskegel 
um die z-Achse mit dem erzeugenden Winkel arccos m, und die Erzeugen- 
den, welche in die xy-Ebene, die eine der Symmetriebenen des Kegels, 
fallen, bilden den Winkel 2mv miteinander. Die Kurve (v) der Minimal- 
‘ fliiche ist als Schraubenlinie auf diesem Kegel mit der konstanten Neigung 
mv gegen seine durch die z-Achse gehende Symmetrieebene der Form nach 
bestimmt (nur muB man die in die «y-Ebene fallenden Kegelerzeugenden, 
welche ja auch die angegebene Kigenschaft haben, ausnehmen). 

11. Um fiir einen ganzzahligen Wert von m die Ordnung der W- 
Fliche feststellen zu kiénnen, suchen wir zuniichst den Parameter 9 aus 
den Gleichungen einer ebenen Kriimmungslinie m + 2° Ordnung zu 
eliminieren; diese Gleichungen seien in der Form 


m 1 , » 
~~ 2me”t a (m—1) e@* — (m+1) 
e*+1’ e*-+1 
vorausgesetzt. Man kann g in x und ¢ ausdriicken: 


m z+ya 
e"e—1t as’ 
wo ' 

Gag —'y 
m 

ist. Setzt man den angegebepen Wert von g in eine der Kurvenglei- 
chungen ein, dann kann man die entstehende Gleichung zwischen x und ¢ 
auf die Form bringen: 


(20) (m — 1)a™|(m — 1)"~* (a? + 28) + (— m—1)"*"| 
— 2m™| — gmrt ~ ee g@-t9 4+ 3 ‘6 ee oh oe |. 


Das letzte Glied in der Klammer auf der rechten Seite ist entweder 
m m+i1 


(m*—1)2d* oder md * , je nachdem m eine gerade oder ungerade ganze 
positive Zahl ist. (Um das Verhalten der Kurve (20) im Anfangspunkt 
sowie im Unendlichen zu charakterisieren, geben wir noch die Gleichungen 
der entsprechenden Naherungskurven an: 


(a \™ —Zz m+ a \™ : \m—1)\ 
ea re eT, ? ea -(,25) ‘) 


*) Ebenso liegen die entsprechenden Kurven der Zentraflichen je auf einem 
Kegel 4. Ordnung. 
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Will man jetzt aus (20) die Gleichung der W-Fliche ableiten, so hat 
man nach (17) # und z bzw. durch 


m (m* — 1) Vé?+ 7° — m(m* —1)£ 


2 cos mv 2 cos mv 
za ersetzen, dabei ist zu beachten, daB aus y — £ tg v folgt: 


( mn — \" 
2 cos mv = (E+ i)" + é- "*) 


(€°+ n? 2 
So erhalt man 


(21) (m—1)m+t m2 (E+ oP +88) (Et nt" + (—m 1 E+ i+ (Eni) 


2m™ +1 


ae [—enet (™ Et) eta 3(™ Ft) ems d*+--|-[E+mi"+(E—ni)"), 
wo 


6 = ¢ + ie > (& + ”*) 


ist, also eine Gleichung 2m + 2" Grades. 


Fiir einen beliebigen rationalen Wert = von m tritt an Stelle der 
Gleichung (20): 


(20') (p — q)*x?|(— p — 4)? ** + g**(p—qP* (a? + 2*)] 
= peg \(—q2—pV 9)! (e—Vo) + (— ge + pV) (2 + V8)'I, 
und statt (21) erbilt man zuniichst: 
(21) (p+ ay(p—ayrt pe + 4? + Sy (8? + oP + (—p— gyre tegit N*] 
— pr*ag*|(— qg§—pV8)"(¢—V0)’+ (— 96 + pV8)"(6+V8)]-N=0, 
f Pp P)a 
N = \(E+ qt)* + (§—y8)! , 
6 = 24 rat (E? +7). 
Die linke Seite der Gleichung enthilt die irrationale Funktion 
f P P)@ 
N=\G+n)"+@—-209) 
Die beziiglich der Gleichung 


e—1=0 
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mit den Wurzeln 1 und «, (u=1,---,q—1) ,,konjugierten“ Funktionen 
sind offenbar: 


{ 2 Y 
(E+ 4)! + 6, (& —n%)* u=1,--,q—1. 


Setzt man fiir die urspriingliche Funktion der Reihe nach die g—1 kon- 
jugierten Funktionen in die linke Seite der Gleichung (21’), die abgekiirzt 


f : a } P)T7) 
elle +n + (§— yi)! ] 
geschrieben werden mége, ein, so entstehen die (q—1) zu » konjugierten 
Funktionen g,, und die Gleichung 


he" B23 ™ 0 
ist rational vom Grad 29q(p+q). 


Die Ordnung der W-Fliiche ist daher nach Ribaucour a. a. O. 8. 221 
gleich der Klasse der Minimalfliche. 


g 4, 
Grenzfille. 


12. Fir m= 1 erhilt man aus den WeierstraBschen Formeln (1), 
wenn wieder s = 9é° gesetzt wird, als Gleichungen der entsprechenden 
Minimalflache: 


xz = log 9 — : (e* cos 2v—1), 


(22) y~—0— : o* sin 2v, 
z= 20 cos v, 
und daraus 
(e* )? 9 
(23) dot — 2 (dg? + o* dv’), 


Die Bogenlinge der Kurven (v) ist also: 
(24) r = logo + ; (oe? +1) +e. 


Die Gleichungen der Evolventenfliche sind: 


log oe? + 2¢ 


—E=¢9 cos" v oe? +1 ¢, 
is ‘ log 9? + 2¢ 
9: — ; ii 
(25) y= 9° Copv SIN’ SG v, 
log e* + 2c ) 
= — 9 cos v (—;—_ — 1). 
> . ( eo? +1 


ss” 
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Sowoh! die Kriimmungslinien v = const., wie die zweite Schar g cos v = const. 
sind ebene Kurven; denn man hat: 


(26) ¢* +e) sine =(y+ 7) cosr 
und 

. é+e 4 
(27) e* cos* r ecosr 


Die Ebenen der ersten Schar umhiillen eine Zyliaderfliche, dessen Quer- 
schnitt eine gemeine Zykloide ist, diejenigen der zweiten Schar einen 
parabolischen Zylinder. Die Kurven (v) sind wieder alle einander iihnlich. 
Auf jeder dieser Zylinderflichen liegt eine singuliire Kurve der Evolventen- 
fliche (25). liir die eine ist 


>? 1 
mak i 


yr —_ log Q - 


gleich Null und sie ist zugleich eine allgemeine Schraubenlinie auf einem 
parabolischen Zylinder, dessen Gleichung 
gang 


_ : (§ + ¢) 
e . 


ist, beziiglich der xy-Ebene, wahrend fiir die andere r (s. Gleichung (24)) 
verschwindet. 

Die Minimalfliiche wird lings der geodiitischen Kreise (@) von 
Béschungsfliichen beriihrt, deren Schnittkurven mit der zy-Ebene gemeine 
Zykloiden mit den Gleichungen: 


a = log @ + ~ (o? +1) + sin’ v, y = — v— sin v cos v 


sind, Fiir diese Kurven (g) und die entsptechenden auf den Zentraflichen 
gelten daher dieselben Betrachtungen, welche iiber die Flichen m 2 1 in 
Nr. 4 angestellt worden sind. Die Kurve, fiir welche @ = 1 ist, liegt auf 
einer Zylinderfliche, deren Querschnitt eine gemeine Zykloide ist. Der Kurve 


maximaler Kriimmung 9 = a entsprechen auf den Zentrafliichen Raum- 


kurven konstanter erster Kriimmung, von denen die eine der Ort der Kriim- 
mungsmittelpunkte der andern ist. Vgl. E. Salkowski, Math. Ann. 69, 8. 567. 
Wihrend sonach die Kurven (g) sich als Sonderfille denen der 
Flichen, fiir welche m S$ 1 ist, einordnen lassen, ist dies bei den Kurven 
(v) nicht mehr der Fall. 
Gegen die Ebene E, deren Gleichung durch (26) gegeben ist, hat 
die auf der Minimalfliche liegende allgemeine Schraubenlinie (v) die 


Neigung v. Diese Kurve liegt auf den beiden Zylinderfliichen, deren Glei- 
chungen sind: 
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ytot+ j 2tgv=0. 
(x — =) sin 2v — (y +») cos 2v — sin 2v log 5 - 


Die Erzeugenden beider Zylinderflichen sind parallel zur xy-Ebene und 
haben gegen die Ebene EF die Neigung 2 —v und v. Zwei durch einen 
Punkt von (v) gehende Erzeugende g, und g, liegen also mit der Tan- 
gente ¢ von (v) in diesem Punkt auf einem Rotationskegel und die Schnitt- 
punkte P, P,T von g,9,¢ mit & bilden ein rechtwinkliges Dreieck. Die 
Schnittkurven der beiden Zylinderfliichen mit der Ebene EF haben daher 
in entsprechenden Punkten P, und P, aufeinander senkrechte Tangenten 
P,T und P,T; die beiden Kurven gehen durch Parallelverschieben in der 
Richtung P, P, in Systeme orthogonaler Trajektorien iiber. Offenbar kann 
man in entsprechender Weise aus jeder allgemeinen Schraubenlinie Ortho- 
gonaltrajektorien*) ableiten. In der Tat sind hier die beiden Schnitt- 
kurven der Zylinderflichen mit E eine Parabel und eine Exponentialkurve. 
Die Subnormale der ersteren und die Subtangente der letzteren ist kon- 
stant gleich 2 cos v. Bezugsachse ist dabei die Schnittlinie von FE mit 
der xy-Ebene. 

Da der Schnittpunkt 7 der Tangente ¢ an die Kurve (v) der Mini- 
malfliche mit der Ebene EF die entsprechende Kurve der Evolventenfliiche 
(25) beschreibt, so kann man ‘die letztere Kurve leicht aus einer Parabel 
und einer Exponentialkurve konstruieren. 

Die Parabelachse ist Asymptote der Exponentialkurve. Fir ¢ = — 1 
miissen die Ordinaten der Kurven im Brennpunkt der Parabel beide gleich 
2 cos v sein. Irgend eine Parallele zur Parabelachse schneidet die Kurven 
in P, und P,; die Tangenten in P, und P,, die aufeinander senkrecht 
stehen, schneiden sich im Punkt 7 der gesuchten Kurve und in der Mitte 
zwischen P, und P, liegt der zugehérige Kriimmungsmittelpunkt. Ver- 
schiebt man die beiden erzeugenden Kurven nach entgegengesetzten Seiten 
in der Richtung der Parabelachse um eine beliebige Strecke J, dann be- 
schreibt 7' eine zur urspriinglichen Kurve parallele Kurve im Abstand J. 
Diese Kurve gehért dann der Evolventenfliiche zu, fiir welche 

ec=+ —— 


— cos v0 
ist. 


*) Allgemeiner gilt: Projiziert man eine Raumkurve, deren Tangenten gegen 
eine feste Ebene F eine konstante Neigung v haben, in zwei verschiedenen Rich- 
tungen auf E, aber so, daB die Projektionsstrahlen ebenfalls die Neigung v gegen EF 
haben, (also etwa in der Richtung zweier Kurventangenten), so entstehen durch Ver- 
schiebung der Projektionen der allgemeinen Schraubenlinie in der Richtung P, P,, 
wo P, und P, die Projektionen eines Punktes P sein sollen, isogonale Trajektoriensysteme. 
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Damit hat man die Mittel, die Kurven (v) auf der Evolventenfliche 
wie auf der Minimalfliche selbst auf einfachem Wege zu erzeugen. 

13. Besonders zu behandeln ist schlieBlich noch der Fall, welcher 
dem Wert Null von m entspricht. 

Setzt man in (10) 


ib 
is) =" 


a 


wo a von © verschieden sein mége, und wieder: 
u“ ; 
8 = cotg 9 &' 


dann entstehen die Gleichungen der Minimalschraubenflichen: 
_ acosy + bcosusinr 
, sin . 


(28) y= a sin v -— 6 cos u cos v 


sin wu ? 


z=a log tg = + br. 
Aus der hieraus sich ergebenden Gleichung 
Xr+ Yy+Zz=a (1 + cos u log tg —} + bv cos u 


kann man schlieBen, daB die Fliche die Enveloppe einer verschraubten 
Zylinderfliche ist, deren Querschnitt eine Kettenlinie ist und deren Er- 
zeugende senkrecht zur z-Achse gerichtet sind. Die Beriihrungskurve (v) 
der Zylinderflache mit der Minimalschraubenfliche ist als geodiitische Linie 
wieder eine allgemeine Schraubenlinie. Die Minimalschraubenfliche (28) 
ist der eine Zentraflichenmantel der Dinischen Schraubenfliche konstanten 
negativen Kriimmungsmabes: 


= a sin & Cos v, 
= asin u sin v 
(29) y In &U Sin Vv, 


u“ 
t=—a (log tg, 


— cos u) + bev, 
deren Hauptkriimmungsradien 
r= — Va? + Betg u, r=Ve+btgu 


sind. Die Kriimmungslinien v = const. sind Traktrizen, die zweite Schar, 


fiir welche a log tg > + bv (=z) konstant ist, besteht aus Kugelloxodromen. 
Vgl. Bianchi, a. a. O. S. 262. 
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Il. 


Uber Minimalflachen, welche mit den auf Rotationsflachen 
abwickelbaren Minimalflachen verwandt sind. 


§ 5. 
Minimalfliichen mit einem Isothermensystem konstanter geoditischer 
Kriimmung. 


14. Es liegt nahe im Anschlu8 an die Darlegung hervorstechender 
Eigenschaften der auf Rotationsflichen abwickelbaren Minimalflichen nach 
anderen Minimalfliichen zu suchen, welche die eine oder andere EKigen- 
schaft mit jenen gemein haben. So soll untersucht werden, ob die ange- 
gebenen Eigenschaften der Parameterkurven (w) und (v) unseren Minimal- 
flichen charakteristisch sind oder nicht. Die geoditische Kriimmung dieser 
Linien war konstant, bzw. Null. 

Wir fragen zuniichst nach allen Minimalflichen, deren Kurven (v) 
d. h. die Beriihrungskurven von parallel zur zy-Ebene verlaufenden 
Zylinderflichen, geoddtische Linien und also allgemeine Schraubenlinien 
sind. A. Enneper hat diese Frage in den Abh. d. K. Gesellsch. d. Wiss. 
Géttingen, Bd. 29 (1882): Flichen mit besonderen Meridiankurven Seite 65 
behandelt. 

Das Quadrat des Bogenelements der allgemeinen Minimalfliche (1) 
erhiilt, wenn abweichend vom Friiheren s = e“*‘’ gesetzt wird, die Form 
1(du?+dv*). Die geoditische Kriimmung der Kurven (v) einer Flache, 
fiir welche 
(30) de® = &* (du* + dv*) 


° e ¢ . 2 . 
ist, wird nun —e-”~*%. Dieselbe kann offenbar nur verschwinden, wenn 
? ov J 


gy nur von u abhiingig, die Fliche also auf eine Rotationsfliche abwickel- 
bar ist. A. Ennepers Ergebnisse a. a. O. Seite 67 miissen sich daher auf 
eine einfachere Form bringen lassen, was sich bestitigt, wenn man die 
dort nur angedeuteten Quadraturen wirklich ausfiihrt. 

Die geodiitische Kriimmung der Kurven (v) einer Fliche des Bogen- 
elementes (30), wo jetzt w und v eine beliebige Bedeutung haben mégen, 
ist koustant, d. h. von (w) unabhingig, wenn 
(31) dudo~ 95 a0 ~ ° 
ist. Aus der Symmetrie beziiglich u und v folgt der bekannte Satz, daB 
die beiden Systeme von auf einer Flache verlaufenden Isothermen konstante 
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geoditische Kriimmung haben miissen, wenn dies bei dem einen System 
zutrifft und die Integration der Differentialgleichung (31) ergibt, daB das 
Quadrat des Bogenelements auf die Form 

du* + dv* 

(U+¥) 

gebracht werden kann, wo U eine Funktion von uw, V von v ist. 

Auber den Fliichen konstanten negativen KriimmungsmaBes (vgl. 
Bianchi, Differentialgeom. § 91 und § 235) sind hier geeignete Beispiele 
die Orthogonalflichen von Kugelbiischeln. (Fiir die Flichen, welche zu 
Rotationsflichen, Kegelflichen, Zylinderflachen invers sind, erbilt V in (32) 


(32) do? = 


i 1 : 
bzw. die Form: cosv, ~ (e’+-e~"), v*.) 


Wir suchen nun alle Minimalflichen zu bestimmen, welche Jsothermen- 
systeme konstanter geodatischer Kriimmung besitzen. Alle lsothermensysteme 
der Minimalfliche (1) erhilt man, wenn man fiir s eine beliebige analy- 
tische Funktion von w=u--iv, fiir s) dieselbe Funktion von w,=u—iv 
setzt, wodurch im Bogenelement (30) 


ds ds, 


/ 
e? = ($8) + I V (8) Bol So) dw dw 


wird. Die Bedingung (31) kaun man in den unabhiingigen Veriinderlichen 
ww, schreiben: 


P .{0°¢ (C® 2) 
(33) Ri leu? (<2) - 0. 
Zur Abkiirzung werde 
‘6 Vere 48 _ 1 
(34) V (8) du {/(w) 
gesetzt, sodaB 
$8, + 1 


~~ f Qt) fo (te) 
ist, dann wird nach (33) 


fw) ) i 


or “4 s\? 8, a 2f'(w) ds , ds) & 
(35) Ri \? ( ) [ fiw) dw + dw*| 88, + 1 Tr f(w) J 


: (ss, + 1)? 
Aus dieser Gleichung ist f und s als Funktion von w zu bestimmen. 
15. Wir lésen zuniichst allgemeiner die Funktionalgleichung 
Ri { 547- Y, (8) + Sy - Po(S) + Hy (s)} = O. 
Wenn man diese Gleichung zweimal nach s und s, differentiiert, erhailt man: 


Ri (2s, p,'(s) + —p.'(s)} =O 
und 


Ri (g,"(s)} = 0. 
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Also wird 
Pi (8) = 418° + Ayg5 + Ms, 
(36) Po (S) = yy 8” + AyyS + Ags, 
P3(8) = Ay, 8" + Gy. + Ags, 
wo a,, und a,, konjugiert komplexe, die a,; reelle Konstante sind. 


Man hat also hier nach (35): 
9 (7*)"— “Pre ds 4 a4 433 f"(w) ®., 


dw fiw) dw du* f (w) 
= 2f'(w) ds d*s aol (we 
(37) ~—L fe) dw in| iat fw) ~ 2 
ft" (w 
f (w) Te 


Aus ‘diesen Gleichungen ergibt sich zuniichst je eine Differential- 
gleichung fiir s und /: 


‘ g (ds\? __ 2 2/" (w) d’s P dw 

(38) 2 (=<) =i — 892+ G3, — Fy ™ (5,2 + Pa — 259) _ 
Ferner kann man nach einer Differentiation mittels (37) f ein zweites Mal 
eliminieren; so entsteht: 


mae ds\2 /d°s dw , ee 
(39) 2 (ae) (awe ae + 9¢()— 2895'(8) 
d*s q a's ‘ 
+ (— 5,2 — G2 + 289s) (3 52 + 2 — 25qs) = 0. 

Wir setzen zur Vereinfachung statt (36): 

4g, = as*® + (3a, + by)s + 2e, 

4g, — (Ba-+)s* + (4y—«—B)s — (ay + 30,), 

4g, = 2es* — (a+ 3b)s + B, 


wo der Index 0 wieder, wie auch spiiterhin konjugierte Werte andeuten 
soll; «By sind reell. So entsteht aus (38): 


(40) 2 (3) = est — 2(a+ b)s® + (a + B— 2y)s* + 2(a, +9) + e. 


Gleichung (39) wird damit in s vom 4. Grad, da die Koeffizienten von s° 
und s® Null sind, und erhilt die Form: 
(41) Ast — Bs* + Ts? + Bys + A, = 0, 
wo: 
A=ab + ye, Ay = gly + 7%, 
(42) B=(ag+b)e+(at+y)b+(B+y)a, By=(a+b)eot (at+7)bo+(B+7) a9, 
CT, = aa, + bb, — ec, + af — 7”. 





——_ a 
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Da die Gleichung (41) fiir alle Werte von s erfiillt sein muB, erhalt man 
fiinf Bedingungsgleichungen. Die entsprechende und ebenfalls giiltige Glei- 
chung in 55: 

As,‘ — B,s,° + Fs,? + Bs, + A= 0 
liefert keine neue Bedingung (und man sieht, daB sie in (41) iibergeht, 
wenn man s, durch — ~ ersetzt). 


16. Wenn der Fall, wo y Null ist, zuniichst ausgenommen wird, 
kann man aus A=(, A, =0, ¢ und ¢, in den tibrigen Konstanten be- 
stimmen, welche dann noch die Gleichungen 


(aa, —ay—y*)b + (bb, —By—7*)a = 
(aa, — y?) il y*) — apy? =0, 
(aay — ay —y*)by+ (bb, - tr F *) ay =0 


befriedigen miissen. Aus den beiden ersten Gleichungen kann man « und # 
bestimmen. Man findet die beiden Liésungen: 


_ a4, — y* i bb, — y? 
a 
und 
a bb—y7* b aa,—y* 
i eo adel aes 





Wihrend aber das erste Wertepaar die letzte der Gleichungen befriedigt, 
ist dies beim zweiten nur der Fall, wenn auberdem 


a a 


= 


) 


ist. 
Man hat also in die wus (38) sich ergebenden Integrale 


° ds 
- - a Ves'—2(a+b)s*+ (a+ p—2y)s*+ 2(a, +b, Jee,’ 
(43) \ es°— (a+ 2b) s* + (B—y)s+b, — ds 
ef — fee —2(a+d)s*+ («@+f—27) 8*+2(a, +b.) 8 +e, 


oder nach (39) auch 


Je ees ds 
m cs® — (2a+ b)s* + («—y)s+a, 
entweder 
‘ab i2aa,—y? 
b =ia, ¢=—-—, —_— a ae a 
(44) , 
| a a,b, aa,—y 
by = 4M; 7) =— ie B oar dX i 
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oder 
b — 
c=, «= Oi? 
ia b bb, — 7? 
a bb, — ¥ 
Cin be ea o) 
| eae a dr” 
einzusetzen. 


Ist y = 0, dann sind drei Fille zu unterscheiden, nimlich 


b =0 c =/a'’, ou. — len, 
(46) ; 4 . y = 0, 
b = 0, C, = ia,', B= — iad, 
ferner 
a =0, c =4{p', a = dbl,, 
(47) y . 1 y= 0, 
a, = 0, Co = Ab,’, B = = — Abby, 
und schlieBlich: 
a =b =0, c = dete, =—ki, 
48 : 
( ) Ay = b, — 0, C aie Ae *, il al a . 


In allen Filien kann 4 positiv oder negativ sein; dasselbe gilt von k. 
Die Formeln (44) ergeben: 
u wr s ds 
4 2V¥—iy = | ist UPD peR Ie" 


sy (Las+iy)ds 
log f= f has? + (A+1) 7s — ia,’ 


Nach Ausfiihrung der Integrationen lassen sich w und f auf die Form 


bringen: 
m—1 
. ,s+e, 1 (8+) 4 
nw = log ( toon? f=, m+1? 
(1— es) . 


wo m reell,  reell oder auch rein imaginiir ist. Damit wird aber 


(s e m—2 
is) —_ 0. + 0) 7 - 
. 2 (1—es)"*? 


Durch eine Drehung des Koordinatensystems (vgl. Darboux, legons I, 
Seite 305) erhilt man schlieBlich die Form (2) fiir §(s). 

Zu demselben Ergebnis fiihren die Fille (46) und (47), Man hat 
nimlich nach (46) 


w ds lo Oa is iasds or. 
2yi_. das*—s—ia,’ g af fe 
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und, wenn a mit b, w mit —w vertauscht wird, sind dies auch die 
Integrale fiir Fall (47). 

Auf andere Minimalflichen, als die auf Rotationsfliichen abwickelbaren 
fiihren die Formeln (45), man hat niamlich: 


w =f ds 
2Vy—7 V (as* + 27s —b,) (bs* + 2y8—a,) ; 


bs* + 2ys—a, 


log f=, Sores. .., = log Vhs? + 2ys — a, + const. 
SchlieBlich fiihrt Fall (48): a=b=y =O anf: 


Vi ’ Vke“'ds et“sd 
> w= : log f = ia, 
2 , V(ke***s*—1) (e**“5*— k) ’ =f Sia .e 


also auf dieselben Flachen wie (45).*) 

17. Wir haben also nur noch die Minimalflichen zu untersuchen, 
fiir welche ‘ 

5(s) = V(as*+2ys—b,)(bs*+ 2ys—a,)® 

ist. Die lsothermensysteme u, v miissen konstante geodiitische Kriimmung 
haben. 

Den Nullstellen der biquadratischen Funktion 

(as? + 2ys — by) (bs* + 2ys — ay) 

entsprechen auf der Bildkugel zwei Paare diametral gegeniiberliegender 
Punkte; wir wiahlen die z- und z-Achse des Koordinatensystems so, daB 
sie Symmetrielinien des durch jene Punkte gebildeten Rechtecks werden**), 
%(s) erhalt dann die Gestalt: 


Ck 
9 
*) 5(8) ~ k —s*) V(k—s*)(1—ks*)’ 


wo k<1 ist, wenn man den im vierten und dritten Quadranten der 
az-Ebene liegenden Eckpunkten des Rechtecks, die Werte +Vk von s 


*) Ganz in derselben Weise wie hier kann man die Frage nach den Minimal- 
flichen beantworten, deren Linienelementquadrat sich auf die Liouvillesche Form 
(0+ V) (du*+dv*) bringen liBt. Das Ergebnis ist, daS auBer den auf Rotations- 
flichen abwickelbaren Minimalflichen keine anderen diese Eigenschaft besitzen. 

**) Durch eine imaginiire Drehung des Koordinatensystems kann man die Form 


s 0 
§(@) = —— 
sV(s—cotge)s(s-+ tg) 
erhalten. Die Minimalfliichen, um welche es sich hier handelt, sind also verwandt 
mit den von H. A. Schwarz, Miszellen aus dem Gebiete der Minimalflachen VII, und 
Enneper (Zeitschr. Math. Phys. 14 (1869), S.393—406, behandelten ,,zyklischen“* Mini- 
malfliichen, die eine Schar in parallelen Ebenen liegender Kreise enthalten. 
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entsprechen laBt. An Stelle der seither verwendeten Variabeln w kann 
man, ohne daB die Allgemeinheit der Untersuchung darunter leidet, ein 
beliebiges Vielfaches derselben mit w bezeichnen; der unterdriickte Faktor 
darf sogar rein imaginir sein. Man kann dann setzen: 


(50) w ‘! | Z é 


(k —s*)(1—ke®)’ 


also (in der Gudermannschen Bezeichnungsweise geschrieben) 


(51) s=Vk sn w. 
Um zu priifen, ob do* tatsichlich die erwartete Form (32) hat, bilden wir 
Vcc, _ VCC.ff, _ Vik—s*)(k—s,*) ss en wen, 
ef i+ss, k(1+ss,) ~ 1+ksnwsnw, , 


Nach Anwendung der Additionstheoreme nimmt dieser Ausdruck die Gestalt: 

1 — sn? uv — sn? vi + k*sn*u sn* vi 

(1+ sn* w) (1—k sn* vi) 
oder 
k+ii—ksn*u  k—1 1+ksn*vi 

2k i+tksn?'u ' 2k 1—ksn*vi 
an. Die Fliche hat also wirklich die verlangte Eigenschaft. Die sphirischen 
Bilder der Kurven (#) und (v) sind nach (51) bekanntlich konfokale 
sphirische Kegelschnitte (G. Holzmiiller, Zeitschr. Math. Phys. 16 (1871, 
S. 269; vgl. auch H. A. Schwarz, Ges. math. Abh. Bd. 1, 8. 192). Man hat 
nimlich, wenn X, Y, Z in u und wv ausgedriickt werden: 


xX? Y? Z? . 1—ksn*u 
U*—1 + ve i vy? -0, wo [ 4 +ksn? a? 
—(;5 
(52) x* Yy* Z? i+k sn*vi 
x* . Z* ¢ sn*pi 
ys % (! _ + V2 ait + vy? = UV, wo J = i_beatee 
1—k 


SchlieBlich berechnen wir die Gleichungen der Minimalfliichen selbst nach (1) 


a Si C jsnwdnw ) 
r= {Cwt 1 4( cn w E(w))}, 
a C enw dnw 
(53) y=Ri[Cw +, 2 (° enw — E())}, 
Wie ay C dn e. 
, en 


Will man xyz reell in uw und v ausdriicken, dann hat man die aus den 
Additionstheoremen abzuleitenden Gleichungen zu benutzen: 
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sn 2 ge E(w) = — E(u, k) + i(£,k)— v) + sn (u, k) dn (v, K’) dn w 


enw’ 


dnw cn (w,k) dn(w,k) dn(v,k’) + ik’ * sn (u,k) sn (v,k’) en (v, k’) 


en w 1 — sn* (wu, k) dn? (v, k’) 





Wenn C reell ist, projizieren sich die Kurven (w) auf die xz-Ebene als 
ahnliche Hyperbeln, deren Exzentrizitit — ist. Sie arten aus fiir 
u—=—nK, wo m eine ganze Zahl ist. Ist m gerade, dann liegt die ent- 


sprechende Kurve in der Ebene =n (K _ rf i)3 ist m ungerade, dann 
wird 


(54) z=0, r—n(k— 4): 
Ebenso projizieren sich die Kurven (v) auf die yz-Ebene als Ellipsen der 
Exzentrizitit _at nur fir v = mK’ wird 

yon NF. 


Wihrend diese Fliche nur die reellen Geraden (54) enthalt, liegen auf 
der adjungierten Minimaifliche, fiir welche C rein imaginiir ist, die Geraden: 


* * E 
u = 2nK, y= 2n(kK— 5 =), gs=(Q, 


: ’ = kK +E er 
v=nK, z= es z2=0. 
Im iibrigen projizieren sich wieder die Kurven («) und (v) auf die yz- baw. 


Tt bzw. +. Die 
Kurven («) nahern sich Schraubenlinien um so mehr ihrer Gestalt nach, 
je naher k bei 1 liegt; fir k= 1 geht die Fliiche in die gemeine Schrauben- 
regelfliche mit der y-Achse als Schraubenachse iiber. 


za-Ebene als Kegelschnitte mit den Exzentrizitiiten 


§ 6. 
Minimalflichen mit ihnlichen Beriihrungszylindern. 


18. Alle Minimalflichen, die auf Rotationsflichen abwickelbar sind, 
haben die Eigenschaft, daB sie von untereinander dhnlichen Zylinderflachen 
beriihrt werden, die durch Drehung um die z-Achse paarweise in ‘hnliche 
Lage gebracht werden kénnen und deren Erzeugende zu einer Ebene (der 
xy-Ebene) parallel gerichtet sind. DaB diese Eigenschaft noch anderen Mini- 
malflichen zukommen muB, zeigen die Flichen, fiir welche §(s) = Cs™* 
ist, die zu den Spiralflichen gehéren. 








I 
I 
/ 
S 
‘ 
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Zur Bestimmung aller Minimalfliichen derselben Eigenschaft benutzen 
wir den Abstand p der Beriihrungsebene vom Anfangspunkt des Koordi- 
natensystems und legen wieder das System (u,v) zugrunde, fiir welches 
wie in (8) 

(8) X=sinucosv, Y=sinusinv, Z=cosu 


ist. Man kann dann direkt angeben, wie p in u und v gebaut sein mub, 
damit die entsprechende Flaiche jene Eigenschaft besitze. Ist nimlich p 
das Produkt einer Funktion von w und einer Funktion von v wie z. B. 
in (9), dann lassen sich die Zylinderfliichen, welche die Fliche lings der 
Kurven v = const. beriihren, durch Drehung um die z-Achse in dhnliche 
Lage mit O als Ahnlichkeitspunkt bringen. Verschiebt man noch jede 
Zylinderfliche parallel, etwa in der z-Richtung um die von v abhiingige 
Strecke V, und entfernt man sie noch von der z-Achse in einer zu ihr 
senkrechten Richtung um V,, dann erhiilt p die Form: 
(55) p= UV +YJ, sinu + V, cos u. 
Durch die Gleichungen (8) und (55) sind alle Fliichen der genannten 
Eigenschaft in Ebenenkoordinaten bestimmt. 
Fiir die Summe der Hauptkriimmungsradien der Fliche hat man: 
7? a2 
By + By Gye aint Gott sin du + 2P- 
Soll diese verschwinden, so liefert (55) fiir die Funktionen UV V, V, die 
Bedingungsgleichung: 
(U"+U' etgu+2U)V + 7 


sin? « 


1 
sin u 


(V,+7;,”) + cos u 


> sin? w Vz" = 0. 
Dieselbe laBt sich nur erfiillen, wenn die Verhiiltnisse von V",V, + V,", V,” 
zu V konstant sind. 

Ist zuniichst V+ m?V =0, wo m von Null verschieden ist, dann 
erhalt man zur Bestimmung von U eine lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. Diese laBt sich auf elementarem Weg integrieren, da 
man aus (9) oder, wenn m= 1 ist, aus (22) partikuliire Integrale der 
,reduzierten Differentialgleichung* entnehmen kann. Das auch fiir den 
Sonderfall m = 1 giiltige Ergebnis ist, daB fiir die entsprechenden Mini- 
malflichen die Funktion %(s) die Form ae*‘s™—* + be~*'s-™-? + cis? 
erhiilt. Nach Vornahme einer Drehung um die z-Achse erhalt man 
(56) $e) — te 


s? 


Ganz ebenso findet man, wenn V” — m*V = 0 gesetzt wird: 


. ai mt b ai mi . 
(57) $(s) _ ae + be 8 +i, 


3? ? 
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eine Drehung um die z-Achse bewirkt hier keine Vereinfachung der Funk- 
tion ¥(s). a,b,c, sind reell. Zur Herleitung der Funktion ¥(s) ist dabei 
die Formel 
2s*(s) = sin®? u(U+U")V — i(U cos u—U* sin u) VV" — iV,’ 

benutzt worden, welche aus einem Vergleich der Ebenenkoordinatenglei- 
chungen mit den Punktkoordinatengleichungen (1) hervorgeht. 

Ist sehlieBlich m = 0, also V” =, dann findet man 
(58) 3*(s) = a(a + bi) — 2(a+ ¢ log s) (a + id log s). 
Hervorzuhebea ist hier der Fall, wo d=0 (oder V konstant) ist. Die 
entsprechenden Minimalflichen werden von kongruenten Zylinderflachen 
lings der Kurven (v) beriihrt. 
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~ Abelsche Gleichungen in quadratisch-imaginéren Zahlkérpern. 
Von 


Rupo.tr Fuergr in Karlsruhe. 


Einleitung. 


In meinen friiheren Arbeiten*) habe ich Abelsche Gleichungen in be- 
liebigen Zahlkérpern betrachtet und die Entwicklungen dann auf den Fall 
der komplexen Multiplikation, d. h. der quadratisch-imaginiiren Kérper, 
angewandt. In der vorliegenden Untersuchung beschriinkte ich mich von 
vornherein auf den Fall, daB ein quadratisch-imaginirer Kérper zugrunde 
gelegt ist. Es gelang mir dadurch, die Theorie bedeutend zu systemati- 
sieren und zu vereinfachen. AuBerdem waren verschiedene Liicken und 
Fehler zu verbessern. Insbesondere sind die im Grad der Gleichungen ent- 
haltenen Primzahlen, die friiher nur andeutungsweise behandelt wurden, 
jetzt volistindig beriicksichtigt worden. Es zeigte sich, dab dieselben be- 
deutend mehr Schwierigkeiten bereiten und eines ziemlichen Apparates von 
Hilfssitzen bediirfen. 

Die Theorie ist soweit geférdert, daB die Kérper, die die komplexe 
Multiplikation der elliptischen Modulfunktionen liefern, véllig beherrscht 
werden. Damit ist die Grundlage geschaffen, um das interessanteste Problem, 
dasjenige der Vollstdndigkeit, in Angriff nehmen zu kénnen: Sind alle in 
einem quadratisch-imagindren Korper Abelschen Gleichungen in den Korpern 
der singuliren Moduln und der Einheitswurzeln enthalten? Diese Frage 
kann nur teilweise bejaht werden, niimlich im Falle eines wngeraden Re- 
lativgrades. Jede in einem quadratisch-imagindren Korper Abelsche Gleichung 
von ungeradem Relativgrad ist durch Einheitswurzeln und singuldre Moduln 
lisbar. Die Primzahl 2 dagegen nimmt eine Ausnahmestellung ein**). Der 
einfache, zu k(Y—1) relativ-zyklische Kérper 

*) Die Theorie der Zahlstrahlen, J. f. Math. 130, S. 197 und Bd. 132, S. 255. 
Vgl. auch: Die Klassenkérper der kompl. Multiplikation und ihr Einflu$ auf die Ent- 
wicklung der Zahlentheorie, Teubner 1911. 

**) Vgl. tiber die Bedeutung des Problemes Hilbert, Mathematische Probleme. Gitt. 
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¥1i+2i, i=y-1 
ist z. B. nicht Unterkérper der Kérper der Einheitswurzeln und singuliren 
Moduln, wie im 5. Kapitel bewiesen wird. Kinzig falls die Abelsche Re- 
lativgruppe in bezug auf den quadratisch-imaginiiren Kérper sich aus lauter 
Substitutionen S zusammensetzen liBt, die mit der quadratischen Substi- 
tution s des Grundkérpers die Beziehung eingehen 


sSs = St! 
(was bei ungeradem Relativgrad immer méglich ist), sind die Kérper in 
den oben angegebenen enthalten. In den beiden noch méglichen Fiillen 


sSs= 8’, S’+S8*, 
sSs=—Sti+?-' gv 


wird dies im allgemeinen nicht mehr der Fall sein. Man mu dann die 
Weber schen Teilungskirper der elliptischen Funktionen zu Hilfe nehmen; 
die Volistiéindigkeit wird somit erst erhalten, wenn die singuliéren Moduln 
durch die singuldren elliptischen Funktionen mit singuliérem Periodenverhiilt- 
nis ersetzt werden. 

Prinzipiell méchte ich hervorheben, daB die vorliegende Arbeit aufs 
neue zeigt, wie fiuBerst wichtig die Galoissche Gruppe des vorgelegten 
Kérpers fiir die zahlentheoretische Untersuchung ist. Der entscheidende 
Schritt in dieser Hinsicht ist durch die fundamentale Arbeit von Hilbert*) 
iiber Galoissche Kérper gemacht worden. Durch diese Arbeit ist die tiefere 
Kinsicht in das zahlentheoretische Wesen der Zahlkérper erméglicht worden, 
indem sie den Zusammenhang mit der Galoisschen Gruppe aufdeckte. Meine 
Untersuchungen machen bestandig von Hilberts Begriffsbildung Gebrauch 
und setzen deren Kenntnis voraus. Die wichtigsten Sitze betreffen die 
Tragheits- und Verzweigungsgruppe der Primideale. Sie zeigen, wie den 
gruppentheoretischen Eigenschaften des Oberkérpers zahlentheoretische 
Eigenschaften des Grundkérpers entsprechen. 

AuBerdem werden die Arbeiten Webers iiber die in Linearformen ent- 
haltenen Primzahlen eines imaginiar-quadratischen Kérpers wesentlich be- 


Nachr. 1900, 8. 277; Problem 12. Der Ausnahmefall ist in meinen friiheren Arbeiten 
durch einen gruppentheoretischen Fehischlu$ iibersehen worden (J. f. Math. 130, 
8.207). Andererseits ist der von H. Weber: Algebra III (1908), 8.620 ausgesprochene 
Satz nur fiir Teiler richtig, die Primidealpotenzen sind, nicht aber fiir zusammenge- 
setzte Teiler, indem die Bemerkung am Schlu8 von § 158 (S. 592) nicht stichhaltig 
ist. Es wird somit wirklich erst die Vollstindigkeit erhalten, wenn die Teilungs- 
kérper hinzukommen, wie weiterhin gezeigt wird. 

*) Hilbert, Gott. Nachr. 1894 S. 224 und ,,Die Theorie der algebraischen Zahl- 
kérper“, Bericht erst. der deutsch. Math.-Ver. 1897, 8. 247. Dieser Bericht wird im 
folgenden kurz als ,,Zahlbericht* zitiert werden. 
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nutzt. Diese schénen Resultate stehen mit der Theorie der relativ-Abelschen 
Oberkérper in innigstem Zusammenhange und sind von Weber im II]. Bande 
seiner Algebra dargestellt worden. Sie sind grundlegend fiir meine Betrach- 
tungen und bilden das einzige direkte, transzendente Element der Beweis- 
fiihrung. 

Der Inhalt der Arbeit ist der folgende: Das erste Kapitel beginnt mit 
‘der Definition von Ring und Strahl im Grundkérper. Mit dem Strahl 
steht der aus gewissen Kérpern der Einheitswurzeln und singuliiren Mo- 
duln zusammengesetzte Kérper in enger Beziehung. Die Eigenschaften 
dieses Kérpers werden, soweit bisher méglich, aus den bekannten Eigen- 
schaften der Kérper der Einheitswurzeln und singulaéren Moduln hergeleitet 
und die Galoissche Gruppe bestimmt. 


Das zweite Kapitel behandelt beliebige Oberkérper mit einer Gruppe, 
wie sie die im 1. Kapitel besprochenen Kérper besitzen. Fiir die in der 
Relativdiskriminante enthaltenen Primideale wird die Triigheits- und Ver- 
zweigungsgruppe naher bestimmt. Dadurch gelingt es, jedem Oberkérper 
den Fithrer eines Strahls des Grundkérpers zuzuordnen, so daB beim Zu- 
sammensetzen zweier Oberkérper ein Oberkérper entsteht, dem als Fiihrer 
das kleinste gemeinsame Vielfache der den beiden Kiérpern zugeordneten 
Fiihrer zugeordnet ist. 


Das dritte Kapitel bringt die Einteilung der Klassen des relativ-Abel- 
schen Oberkérpers in Geschlechter. Es wird bewiesen, daB nicht alle még- 
lichen Geschlechter existieren, sondern daB die Anzahl der existierenden 
gleich ist dem Quotienten aus der Anzahl aller méglichen Geschlechter 
und dem Relativgrad. 

Das vierte Kapitel bestimmt die Diskriminante der im 1. Kapitel auf- 
gestellten Kérper, d. h. insbesondere der Kérper der singuliren Moduln. 

Das fiinfte Kapitel behandelt die Frage der Vollstiindigkeit. Der Satz 
tiber die Anzahl der existierenden Geschlechter gibt bei ungeraden Relativ- 
graden ohne weiteres die Antwort. Fiir die Primzahl 2 sind die Resultate 
oben schon angefiihrt. SchlieBlich werden die Oberkérper kurz besprochen, 
denen ein Fiihrer zugeordnet ist, der keine ganze rationale Zahl, sondern 
ein beliebiges Ideal des Grundkérpers ist. 
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Kapitel I. 
Die Grundlagen. 


1. Der Ring*). Gegeben sei ein quadratisch-imaginiirer Kérper 

k=k(Vm), wo m ohne quadratischen Teiler angenommen wird; 

f= iy i 
sei eine beliebige positive, ganze rationale Zahl, wo /,, l,, ---, 1, die von- 
einander verschiedenen in f enthaltenen Primzahlen bedeuten. 

Jede Zahl « von k, deren Nenner einen auch in ihrem Zihler enthal- 
tenen gripten gemeinsamen Idealteiler mit f gemein hat, liegt im Ring mit 
dem Fiihrer f (kurz im Ring f), wenn 

a =a (mod f), 
wo a irgend eine rationale Zahl ist; « heipt dann Ringzahl. 
Zwei zu f prime Ideale a und b von k heiBen dquivalent im Ring f, wenn 


= = (@), 


und « so mit einer Einheit multipliziert werden kann, dap eine Ringzahl 
entsteht. Alle zueinander fquivalenten Ideale bilden eine Ringklasse; die 
Ringklassenanzahl h, ist endlich; ist h die Klassenanzahl von k, so ergibt 


sich nach Dedekind**): S 
" 2-0 G— 1) (G,— d 
h,  @f)w,_ 2 H - : (7) 


Ihe'a-» 


n= 3 (Efe con 


d bedeute dabei stets die negativ genommene Diskriminante von k. 


2. Der Strahl. Jede Ringzahl a, deren Norm =1 (mod f) ist, liege 
im Strahl mit dem Fiihrer f (kurz im Strahl f), « heipt dann Strahlzahl. 

Die Strahlzahlen reproduzieren sich durch Multiplikation und Division; 
sie sind zu f prim, d. h. der gréBte gemeinsame Idealteiler ihres Nenners 
mit f ist auch der gréBte gemeinsame Idealteiler ihres Zihlers mit f. 


h ,(f) w 


~~ 


*) Siehe fiir die Begriffe Ring und Strahl: R. Fueter: Die Klassenkérper der 
komplexen Multiplikation ete., Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 1911, Bd. 20, S. 6 u. ff. 
**) Zahlbericht, 8. 245. 
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Zwei zu f prime Ideale a und b von k heiBen dquivalent im Strahl 
mit dem Fiihrer f (oder dquivalent (mod f)), wenn 


;. = («), 


und « so mit einer Einheit multipliziert werden kann, daB eine Strahlzahl 
_ entsteht. Wir schreiben hierfiir kurz 


+ & 1 (mod f). 


Sind zwei Ideale einem dritten aiquivalent (mod /), so sind sie auch 
untereinander fquivalent (mod/). Alle zueinander (mod /) i‘quivalenten 
Ideale bilden deshalb eine Strahlklasse. Die Strahlklassenzahl h, ist end- 
lich; um sie zu berechnen, bedenken wir, dab jede Ringzahl = a (mod /), 
also ihre Norm = a* (mod/f). Nun gibt es »,(/)) Kcngruenzklassen (mod f), 
die Ringzahlen enthalten. Von diesen sind nur diejenigen Strahlzahlen, 
fiir die 

a* = 1 (mod f). 

Diese Kongruenz hat 2¢+’ (mod /) inkongruente Lésungen*); dabei 
ist @ die Anzahl der in f enthaltenen voneinander verschiedenen ungeraden 
Primzahlen; 6 = 0, wenn f +0 (mod 4); o6=1, wenn f=0 (mod 4), 
+ 0 (mod 8), und 6 = 2, wenn f= 0 (mod 8). Somit bilden je 2¢+” Kon- 
gruenzklassen eine Strahlklasse, und alle Ringzahlen bilden 


off) — 1 Dp yrnns 
o¢+? _ get TT. (,— 1) 
verschiedene Strahlklassen. Die Klasse der Ringzahlen (Hauptringklasse) 


zerfaillt deshalb in orf) Strahlklassen, und da jede Ringklasse in gleich- 
gre 
viele Strahlklassen zerfallt, so ist 


h, 1 : r-1 
Nm [Jeoq-p, 
. i=1 


he gearmes LP DOCH) 


h. 





226 
3. Die Kreiskérper. Die Zahl Z,=e/ legt einen im Bereich der 
rationalen Zahlen Abelschen Korper K, fest. Derselbe hat folgende Eigen- 
schaften: 


*) Dirichlet-Dedekind: Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4. Aufl., Braunschweig 
1894, 8S. 87. 
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1) Der Grad von K, ist o(f) =] Jy" —».") 
i=1 


2) Eine zu f prime Primzahl p zerfillt in n Primideale in K,, wenn 


9s) 
p” =1 (modf), 


und wenn keine niedrigere Potenz von p dieser Bedingung geniigt.**) 

3) Die Abelsche Gruppe von K, ist holoedrisch isomorph mit der Gruppe 
der zu f primen Kongruenzklassen (mod f).***) 

4) Die Diskriminante von K, enthiilt alle und nur die Primteiler 
von f.+) Hiervon bildet 2 eine Ausnahme, wenn es nur einfach in / ent- 
halten ist. 

4. Die Kérper der singuliren Moduln. Es sei f der Fuhrer eines 
Ringes von k; @ = ; Vd resp. a = : += , wenn m=1 (mod 4), sei mit 
positiv imaginirem Teil genommen. Dann wird durch Z, = j(f@) ein zu k 
relativ-Abelscher Kérper K, festgelegt++); j(¢) bedeute die vollstindige In- 
variante der elliptischen Modulfunktionen+;+). K, hat folgende Eigen- 
schaften: 

1) K, ist absolut Galoissch und hat den Relativgrad 


2 { Tere) 
in bezug auf k+*). “s 


2) Ein zu f primes Primideal » von k zerfillt in K, in n Prim- 
ideale, wenn 
hy 


y?~l 


und im Ring f liegt, und wenn keine niedrigere Potenz von » dieser Bedingung 
geniigt. Hiervon kénnen eine endliche Anzahl in einer bestimmten Diskri- 
minante enthaltene Primideale ausgeschlossen sein +}*). 

3) Die Relativgruppe von K, in bezug auf k ist holoedrisch isomorph 
mit der Gruppe der Ringklassen mit dem Fiihrer f von k++*+*). 


*) Zahlbericht, 8. 332. **) Zahlbericht, 8. 333. 
***) Zahlbericht, S. 337, 338. +) Zahlbericht, 8. 332, 333. 
++) Weber: Algebra III (1908), S. 428, 427, 441442. Ist m=1 (mod 4), so 
entsprechen dem Ring die Formen 2. Art. Siehe hieriiber die friihere Darstellung 
von Weber: Ellipt. Funkt. und algebr. Zahlen, 1891, S. 338 u. ff. 
ttt) Weber: Algebra IIT (1908), S. 153. 
+*) Weber: Algebra III (1908), S. 427, 448. 
+#*) Weber: Algebra III (1908), S. 445 u. ff. 
+77") Weber: Algebra III (1908), S. 448. 





=e 
rfp 


Qa, 


lm | 
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Die der Eigenschaft 4 der Kreiskérper entsprechende Aussage von K, 
ist bisher noch nicht bewiesen. Ihr Beweis ist eine der Hauptaufgaben 
dieser Arbeit. 

5. Der aus K, und K, zusammengesetzte Kérper. Adjungiert 
man zu K, den Kérper K,, der zu demselben Fiihrer f gehért, so erhalte 
man den Kérper K(f). Derselbe hat folgende Eigenschaften: 

1) K(f) ist absolut Galoissch und relativ-Abelsch in bezwy auf k. Sein 
Relativgrad in bezug auf k ist 


one — __ v0 120-0) (l,—1) (i,— (7)| h. 
4 i=1 : 


2) Ein zu f primes Primideal » von k zerfillt in K(f) in n Prim- 


ideale, wenn 
hs 


p" ~1 (mod /), 


und wenn keine niedrigere Potenz von » dieser Bedingung geniigt. Hiervon 
kénnen eine endliche Anzahl in einer bestimmten Diskriminante enthaltene 
Primideale ausgeschlossen sein. 

3) Die Relativgruppe von K(f) in bezug auf k ist holoedrisch isomorph 
mit der Gruppe der Strahlklassen mit dem Fiihrer f in k. 

Beweis von 1): K(f) ist Galoissch, da K, und K, absolut Galoissch 
sind. Weber hat bewiesen, dab die Gleichungen von K, bei Adjunktion 
von Einheitswurzeln nur in der den Geschlechtern des Rings f entspre- 
chenden Weise zerfullen*); d.h. K, enthailt von Kreiskérpern nur**): 


Ve 1) 1, wo / jede in fm enthaltene ungerade Primzahl ist; 
V-1, wenn f= 0 (mod 4), m= 1 (mod 4); 
V—1, V2, wenn f =0 (mod 8), m=1 (mod 4); 
V2 oder Y— 2, wenn f= 1 (mod 2), m = 2 (mod 4); 
V—1, V2, wenn /=0 (mod 2), m=2 (mod 4); 
V—1, wenn m =3 (mod 4); 
V—1, V2, wenn f=0 (mod 4), m=3 (mod 4). 
*) Weber: Algebra III (1908), 8. 619. Fueter, Gétt. Nachr. 1913, S. 331-384. 
**) Weber: Algebra III (1908), S. 513 u. ff. In der hier gegebenen einfachen 


Form bewiesen in Fueter: Der Klassenkérper der quadratischen Kérper etc. Diss. 
Géttingen 1903, S. 5 u. ff. 
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Andererseits enthailt K, nur folgende quadratische Unterkérper: 


/ 1-1 
‘V (—1) ? 1, wo l jede in f enthaltene ungerade Primzahl ist; 
V-1, wenn f = 0 (mod 4); 
V—1, V2, wenn f=0 (mod 8). 

Gehen in f @ ungerade verschiedene Primzahlen auf, so haben K, 
und K, @ voneinander unabhiingige quadratische Unterkérper gemein. Der 
Grad von K(f) ist somit héchstens (nach 1) von 3. und 4.) 29. Ist 
f =0 (mod 2), + 0 (mod 4), so haben K, und K, keinen weiteren Unter- 
kérper gemein. Ist f= 0 (mod 4), + 0 (mod 8), so enthalten K, und K, 


noch k(Y—1) gemein. Der Grad von K(f) ist dann 200 Ist endlich 


f =0 (mod 8), so haben K, und K, noch k(/2) gemeingsam. Der Grad 
von K(f) ist oor In allen Fallen ist der Relativgrad von K(f) in 
bezug auf k nach 2. wegen der Bedeutung von o: 

p(fyh, _— 


ger? a 
Beweis von 2): Es sei m” die kleinste Zahl, fiir die p"” im Ring (/) 
liege; n’ die kleinste Zahl, so dab 
n(p)" = 1 (mod f). 
Ist dann m, das kleinste gemeinsame Vielfache von n’ und n”, so ist sicher 
ps > 1 (mod /). 
Andererseits ist », auch die kleinste Zahl, fiir die diese Bedingung erfiillt 
ist; denn gibe es ein n* < n,, fiir die 
p= (mod f), 
so miiBte p* im Ring (f) liegen und 
n(p)" =1 (mod /). 


n, wire dann nicht das kleinste gemeinsame Vielfache der kleinsten Zahlen 
n’ und n”. 


Wir haben noch zu zeigen, daB p in K(f) in =n Primideale zer- 
fillt. Es seien 0, und 0, bestimmende Zahlen von (K,,k) und K,. Jede 
Zahl A von K(f) kann dann so mit einer bestimmten von der Diskrimi- 
nante abhingigen rationalen Zahl uw wultipliziert werden, dab 

u-A= R(O,, 9,) 
eine rationale Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten von 0, und 0, 
wird. Es sei p in der rationalen Primzahl p enthalten und zu w prim: 
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a) (“) =+1, p=n(p). Da p in K, in ”, in K, in *, Prim- 
ideale zerfallt, so ist 
e” = 0, (mod p), 


@%" = @, (mod p), 
somit 


A?" = A (mod p). 
Da der Relativgrad von K(f) h, ist, zerfallt somit p in K(f) in wenig- 
stens a Primideale. Wiirde p in mehr Primideale zerfallen, so miiBte ein 
n* <m, existieren, fiir welches 
A’ = A (mod p). 
Da dies fiir jede Zahl A gelten miiBte, so wiire auch 
er" = 0, (mod p), 
er” = 0, (mod p). 
n, ware dann nicht das kleinste gemeinsame Vielfache von n’ und n”. 


b) (*) =—1, p=(p), n=n,, n”=1. Dann ist: 


e”"= ©, (mod p), 
2 
0; =90, (mod p), 
somit 
A” A (mod p). 


(p) zerfallt in K(f) in * = a. Primideale. Wiirde (p) in mehr 
alia | 1 


Primideale zerfallen, so miiBte ein n* < m, existieren, fiir das 
as (mod p), 
also auch 
2n* 
OF =0, (mod p), 
was der Annahme, daB n, =’ die kleinste Zahl sei, die diese Kongruenz 
befriedige, widerspricht. 
Beweis von 3): Es sei a ein Ideal von k, und es seien wieder n’ 
und »” die kleinsten Exponenten, so dab 
n(a)" = 1 (mod f), 
a”’~ 1 im Ring f. 
Dann gibt es nach Abschnitt 3. und 4. in K, eine Substitution S, 
und in K, eine Substitution S, der Relativgruppe, so daB aus S,”=1 
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und S,”=1 stets r'=0 (modn’), r’=0 (mod n”) folgt. Ist m das 
kleinste gemeinsame Vielfache von »’ und n”, so ist 
a" ~ 1 (mod f). 

Ist 

a) » ungerade, so kann, da K, und K, nur quadratische Unterkérper 
gemein haben kénnen, S,“ S,* nur dann = 1 sein, wenn 2, = 0 (mod n’), 
4, =0(modn”). Somit hat die Substitution S=S8,S, von K(f) die Eigen- 
schaft, daB erst ihre n*® Potenz die Einheitssubstitution wird. 

b) » gerade, so kann entweder der gleiche Fall, wie fiir n ungerade 


eintreten, der sich gleich erledigt; oder es kann S,* = S,*, also (S,S,)? =1 
werden. Man setze, falls n’ durch die héhere oder gleiche Potenz von 2 
wie n” teilbar ist, S = S,S,*. Dann ist sicher S*= S,"S,°"= 1; dagegen 
S? = S25," = S.? + 1. 

Zu jedem Ideal a, dessen mw” Potenz erst Strahlzah] wird, laBt sich 
somit eine Substitution S der Relativgruppe zuordnen, fir die aus S’=1, 
r=0 (mod) folgt und S*=1 ist. Die Relativgruppe ist also Unter- 
gruppe der Gruppe der Strahlklassen f in /. Da aber beide denselben 
Grad h, haben, so miissen sie holoedrisch isomorph sein. 

6. Der absolut Galoissche, zu k relativ-Abelsche Kérper. 
Jeder absolut Galoissche, zu k relativ-Abelsche Kérper K kann zusammen- 
gesetzt werden aus absolut Galoisschen Kérpern, die zu i relativ-Abelsch 
sind und deren Relativgrad eine Primzahlpotenz / ist. 

Denn jede Abelsche Gruppe kann aus Abelschen Untergruppen zu- 
sammengesetzt werden, deren Grad eine Primzahlpotenz ist. Es sei K, ein 
Unterkérper von K, dessen Relativgruppe nur noch eine solche Unter- 
gruppe mit dem Relativgrad /” sei. Dann ist K, absolut Galoissch. Denn 
ist S eine Substitution der Relativgruppe und s = (Vm :— Vm) die Sub- 
stitution von k, so ist, da K absolut Galoissch: 

sS = S*s, 
wo S* eine Substitution der Relativgruppe von K zu k. Daraus folgt, 
wegen s?= 1, 

sS’ = Jers, 
d.h. S und S* gehéren zu demselben Exponenten, also beide zur Unter- 
gruppe mit der Ordnung 7”. Somit ist s*S, wo S alle zur Untergruppe 
gehérenden Substitutionen durchliuft und z = 0 oder 1 ist, die Galoissche 
Gruppe von K,, w. z. b. w. 

7. Die Unterkérper von K,(f). K,(f) sei derjenige Unterkérper 
von K(f), der nach 6. als Relativgrad die gréBte in h, enthaltene Potenz J” 
der Primzahl J besitzt und der absolut Galoissch ist. 
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K,(f) lapt sich zusammensetzen aus einer Reihe von absolut Galoisschen 
Kérpern, die zu k relativ-zyklisch sind, und deren Relativgrad zu k eine 
Potenz von 1 ist. 

Wir denken uns K(f) aufgebaut aus den beiden Kérpern K, und Ky. 
Fiir K, ist der Satz evident, da K, absclut-Abelsch ist. Um ihn fiir K, 
zu beweisen, bedenken wir, daB die Relativgruppe von K, holoedrisch iso- 
morph mit der Gruppe der Ringklassen (f) ist. Wir kénnen das Basen- 
system dieser Klassen so wiihlen, daB alle Klassen desselben zu Primzahl- 
potenzexponenten gehéren. Nun entspricht jeder Klasse k eine Klassen- 
invariante (k) = @*), die mit Ym eine bestimmende Zahl von K, ist. Ist 
S irgendeine Substitution der Relativgruppe und SO die entsprechende 
konjugierte, so ist**) 

SO =/(0, Vm), 
@ = (SO, —Vm) = f(SO, s¥m), 
wo f(x, y) eine ganze rationale Funktion von 2, y mit rationalen Koeffi- 
zienten ist. Da © einer Relativgleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten 
geniigt, so ist sO = 0. Somit 


sO = 0 = Sf(0, sVm) = Ssf(0, Ym) = SsSO; 
sS=S-'s und Ss=sS-}. 


Wihlen wir also als Basensystem der Relativgruppe lauter Substi- 
tutionen, die dem oben definierten Basensystem der Ringklassen (f) ent- 
sprechen, und bestimmen wir alle Unterkérper, deren Relativgruppe nur 
noch eine solche Substitution und deren Potenzen ist, so setzt sich aus 
denselben sicher K(f) zusammen. Andererseits ist aber jeder dieser Unter- 
kérper relativ-zyklisch vom Primzahlpotenzrelativgrade zu k. Wegen 
sS = S~'s ist jeder aber auch absolut Galoissch. Denn seine Galoissche 
Gruppe hat denselben Grad, wie er selbst. Nach dem Beweis von Eigen- 
schaft 1) von K(f) kénnen wir noch folgendes Resultat aussprechen: 

Alle diese zu k relativ-zyllischen Unterkirper von K(f) haben aufer k 
keinen weiteren Unterkirper gemein, ausgenommen im Kalle |= 2, wo sie 
einen weiteren quadratischen Korper gemein haben kinnen. 

Dieselben Resultate ergeben sich auch fiir jeden Kérper, der sich aus 
Unterkérpern der Kérper K, und K, zusammensetzt. 

*) Weber: Algebra III (1908), S. 436 u. ff. 

**) Weber: Algebra III (1908), S. 441 


woraus 
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Kapitel II. 
Der dem relativ-Abelschen Kérper zugeordnete Strahl. 


1. Gegeben sei ein zu k relativ-Abelscher, absolut Galoisscher Kérper K. 
Derselbe besitze die gleichen Kigenschaften wie K(f) (siehe Kapitel I, 7.): 
er sei vom Primzahlpotenzrelativgrade N=" und lasse sich aus einer 
Reihe von relativ-zyklischen, absolut Galoisschen Unterkérpern zusammen- 
setzen. Alle seine Unterkérper, die zugleich absolut Abelsch sind, sollen 
den Oberkérper K’ vom Relativgrade N’= 1", alle iibrigen Unterkérper 
den Oberkérper K” vom Relativgrade N” =I in bezug auf k bilden. 
Die Relativgruppe von K’ in bezug auf k werde durch die Substitutionen 
S’, von K” durch die Substitutionen S” gebildet. Es ist dann 


3s’ = S's, 
of” = S”-15*), 
a 


Satz: 1, sei ein in 1, +1 enthaltenes Primideal von k. Wird dann |, 
in K’ die n'*, in K” die n”” Potenz eines Ideals, so ist 


(«) 


wenn 


1—1=0 (modm’), 4— (+) = 0 (mod nv”). 


Beweis: »’ und »” sind Potenzen von 1. Wir nehmen sie so grof 
an, daB [, nicht die /n’” resp. In” Potenz eines Ideals wird. Da K’ und 
K” absolut Galoissch sind, so muB auch sl, die n’® resp. n”® Potenz 
eines Ideals werden; somit 


o6=1, oe 


6=2, (7) -90 


(@,)=2,°" in K’; (,)—2,""" in K” | 

Um die Zerlegung von [, in K’ resp. K” zu studieren, benutzt man 
am besten die von Weber, Algebra Bd. II (1899), S. 661 u. ff. durchge- 
fiihrte Verallgemeinerang der Hilbertschen Begriffe: 

a) Die Kirper K’ wnd K” sind die Verzweigungskirper aller in (1,) 
enthaltenen Primideale. Denn der Grad der Verzweigungsgruppe ist eine 
Potenz von 1,**), also gleich 1, da 1 +/1,. ; 

b) Die Trégheitskirper K; und K,’ von K’ und K” sind fiir alle in 
l, enthaltenen Primideale dieselben. Denn K’ und K” sind relativ-zyklisch 
za K; und K;’***), wobei dieselben fiir ein bestimmtes in J, enthaltenes 








*) Siehe Kapitel V, S. 246 u. ff. 
**) Weber: Aigebra II., 8. 664. *) ibid. S. 668. 
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Primideal 2,* resp. 2,** genommen seien. Sind 7” und 7” die Grund- 
substitutionen der Triigheitsgruppen, so mub 


Y ee a 1, Tn a 1 


und keine niedrigere Potenz von / wird diesen Bedingungen geniigen. 
AuBerdem ist nach (a): 


(B) sT’ = T's, sf” =—T"’-'s. 
Da K’ und K” zu k relativ-Abelsch sind, und da fiir jede Zahl 
Q’ resp. Q” 
Y — T’'Y =0 (%,*); QW’ — T’Q2"”"=0 (¥,**); 
T’2,* = &,*; T’2,** = 2 
ist*), so erkennt man ohne weiteres, da diese Bedingungen auch fiir alle 


relativ-konjugierten Primideale von &,* resp. 2,** erfiillt sind. Sie sind 
aber auch fiir s2,* und s&,** erfiillt; denn wegen (() ist: 
sQ’ — T’(s®) =0 (s%,*);|  sQ” — T”-*(sQ”) = 0 (sk,**); 
T’(s2,*) = s&,*; T” -*¢8,%* = 32,™, 
wo man fiir sQ wieder Q und fiir 7”~* wieder 7” setzen kann. 
c) Es sei 7’=S’", T” = 8S”, wo S’ und S” Substitutionen der 
betreffenden Relativgruppe von K’ resp. K” sind; es sollen jedoch keine 


Substitutionen S’ und 8” existieren, sodab 7”=S"'”, T”’=S”"". Dann ist 
S’"" = 1; 8’ =1; sS’ =—S§'s; s8” = §”-'s. 

Wir bestimmen die beiden zu i relativ-zyklischen Kérper K’(/,) und 

K" (l,), die Unterkorper von K’ resp. K” sind, und deren Relativgruppe 


durch die Potenzen von S’ resp. S” gegeben werden kénnen. K’(l,) und 
K’ (i,) sind absolut Galoissch, und es wird 


cmt, (f) 40 
(I,) = 2," in K’(,); (4) = 2," in K"(1,) ° } 
o=2, (7) =O 


@) (7) +0. Es sei A,’ eine durch &,’ teilbare Zahl von K’(l,), A,” 


die entsprechende Zahl von K”(l,). Doch seien oY, o zu J, prim. 
1 1 
Auferdem darf man, da s&,’ = &’, 3%,” = &,”, (+) + 0 ist, A,’ =sA,’, 
1 


A,” = sA,” voraussetzen. Unter Benutzung der symbolischen Potenzen**) 
wird dann 
A1-8 = (4); Ay"-#" = 0" (8), 


*) Weber a. a. O. 8. 661 u. ff. 
**) Hilbert: Zahlbericht, 8. 271. 
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wo 0’, ©” Zahlen der Trigheitskérper sind, d. h. Zahlen der zu k relativ- 
zyklischen Unterkérper v’*" resp. v’*" Relativgrades sind.*). Bildet man 
die Relativnormen dieser Trigheitskérper in bezug auf k, so wird: 


4-8" Pe v—1 ‘1-T’ — 9’ "): 
A,’ S’)(1+8' + +8 ) w= A, 1-7? =? (2, )5 

ieee aMa...ag0h "y_ 7" __ ots ’ 
A, (I—S")(14+4 8"%+---48 ) as A, i-?"= 9 (2,”), 


wo #, #” Zahlen von k sind. Unter Beriicksichtigung der gemachten An- 
nahmen folgt 


60 =sh'-7 =A -" = (2), 
se” = Ae ™ > ee" = a" = - (2,”) 
oder 
3% = @ (mod i,), 
so”. 2’ =1 (modi). 
Da aber 
Vm = (*) Vm (mod 1,), 
so ist a 
4-1 = 1 (mod ls 
(7) ‘ 


oC) 4 (mod 1,). 
Andererseits ist 
A’ OF") = 9's (2), 
A,’0-7"") = #"* (2,”). 
Sind z, und 2, die kleinsten Zahlen, sodaB 
A=") = 1 (G') oder A,’ — T° A =0 (2,'), 
A,*G-9°%) 5 1 (2,”) oder A,” - T’ =A," =0 (2,"%), 
so bestimme man den Grad uw’ der Untergruppe 7" (y=0,1,---). Zu 


dieser Untergruppe gehért ein Kérper**). 6 sei die Differente von A,’ in 
bezug auf ihn; dann ist 


“wal 
6=] [a’—7A,) =0 (8-9). 
Ist 28 
A —A, A'F~* dade, yes 1)'2,, = 0, 
die Relativgleichung von A,’ in bezug auf denselben, so ist auch 


b= WA" — (WIAA + — (IY 


ie 


*) Weber: a. a. O., 8. 663. 
**) Hilbert: Zahlbericht, 8. 250. 
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Jedes 1, ist durch &,’, also auch durch &,’“’ teilbar, da es im Unter- 

kérper liegt. Somit wird, da w’ eine Potenz von | +1, ist, 
6 = p’A,'“-! +0 (2,’’). 
Vergleicht man dieses Resultat mit dem vorigen, so folgt: 
w>2w—-1); w<2, w=. 

Somit besitzt die Gruppe 7™"” (y=0,1,---) nur die Einheitssubstitution 
Ts =—1, dh. a, =n’. Ebenso beweist man z=”. Deshalb sind n’ 
und »” die kleinsten Zahlen, sodaB 
(d) a” =1 (modi); &”"”=1 (modl). 

Aus (y) und (0) aber erkennt man 


l, —1=0(n), —(#) =0(n’). 
B) (*) =0. Da K’'(l,) absolut Abelsch ist, so kann man den Be- 


weis fiir diesen Kérper wie unter «) fiihren; d. h. es muB /, — 1 =0 (mod n’) 
sein. 

Dagegen darf man nun in K”"(l,) fiir die Zahl A,” nicht mehr 
A,” = sA,” voraussetzen. Ist 

A,"1-8" = 8” (2,"); A 1-?" = 8” (&,"), 
so wird 
s(My"1-7") = (sh,")!-2°~* = (6A,")"-1 = 69" (8,"), 
A “\in- 7” — | ae ” 
(GA) = 9.88” = 1 (2,”). 


1 


Denn * ist au &,” prim und fiir jede solche Zahl ist die (1—7”)* sym- 


bolische Potenz kongruent 1 (mod &,”). 
Andererseits beweist man, wie oben, daB n” die niederste Potenz ist, 
sodaB #”"” = 1 (mod {,). 
d 


Aus #’s#” =1 ({,) folgt wegen (7) 9, e’=+1 (1). Somit 


kann »” nur gleich 2 sein, /, ist dann ungerade. Betrachtet man den 
absolut Galoisschen Kérper K”(1,), so ist derselbe Verzweigungskérper 
von /,, da sein Grad 2*”” ist. In ihm wird (1,) die vierte Potenz eines 
Ideals. Die Trigheitsgruppe ist daher vom Grade 4, zyklisch und in- 
variant,*) und Untergruppe von s*S”" (O0<a2<2; O<y<v'm’) und enthilt s. 
Dies ist unméglich. Also ist der Fall 8) ausgeschlossen in K” und der 
Satz in allen Teilen bewiesen. Das letztere Resultat soll noch besonders 
ausgesprochen werden. 

Die in d enthaltenen, zu l primen Primzahlen sind prim zur Relativ- 
diskriminante von K" in bezug auf k. 


*) Hilbert: Zahlbericht, S. 251, 263. 
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2. Die Primzahl /. Hilfssitze. Ist 7 in der Relativdiskriminante i 
enthalten, so gilt ein ahnlicher Satz, wie der eben bewiesene. Um den- 
selben zu erhalten, brauchen wir eine Reihe von Hilfssiitzen, die wir 
gleich so vollstiindig hier behandeln wollen, daB die Untersuchungen der 
folgenden Kapitel auch nicht mehr unterbrochen werden miissen. 

Es sei K ein zu k relativ-zyklischer, absolut Galoisscher Kérper. Die 
Relativgruppe bestehe aus den Potenzen der Substitution S, wo sS = S*'s; 
der Relativgrad sei die Primzahlpotenz » = /". Das in (1) enthaltene Prim- 
ideal { von k werde in K die n, =” Potenz eines Ideals, nicht aber 
die In,“ Potenz eines solchen. Fiir alle in (0) enthaltenen Primideale ist 
der Trigheitskérper in bezug auf k derselbe. Somit ist 


=2 | 
(t) = 2% (' a | 


= 2, (5) = 0 


im hi Gn or 


Der Trigheitskérper ist gleich dem Verzweigungskérper, alles be- 
ziiglich k. Denn der Relativgrad der beiden Kérper ist ein Teiler von 
(Y—1), also in unserem Falle = 1.*) Die Verzweigungsgruppe besteht 


aus den Potenzen von T= S™, wo s7 = T's. 
I. Hilfssatz: Ist A eine durch & teilbare Zahl von K, wo ” zu l 
prim ist, und ist 
A'-? =1 (2) #1 (2''t") 
fiir wgend einen Primidealteiler & von (1), so ist diese Bedingung fiir jeden 
anderen Primidealteiler erfiillt, wnd es ist 
r=6, falls |>3 und sT=Ts; 
r=1, falls l>3 und sT = T's oder l= 3, 6=1, sT = T-'s; 
r <3, falls |=3, rhs sT = T-'s; 
r<1+é, falls l= 
Beweis: Der ts K werde aus dem Verzweigungskérper sukzessive 
durch die Kérper K,, K,,---, K,_,, K, = K, von denen jeder den Re- 
lativgrad 1 zum vorhergehenden hat, aufgebaut. 
a) Der Satz werde fiir n, 1, K, = K bewiesen. Hier ist (/) = 2”. 
Es sei 
Ai-?=1 (2) #1 (2’"t), 
wo 2 irgend ein Primideal von (/) ist. Da 7’ Substitution der Ver- 
zweigungsgruppe ist, so ist r >0. A geniige der Relativgleichung: 


N —4,N-1 4 4,N-2—--- Fa, =0 


*) Weber: a. a. 0., 8. 667. 
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in bezug auf den Verzweigungskérper. Dann gilt fiir die Differente 0 von A: 
0 = IA! — (1-1) A, NF +--+ +4, 50 (BFDE-), 
Jedes 4, ist durch eine Potenz von | = 2 teilbar; somit jeder Sum- 
mand von d durch eine andere Potenz von 2’; es muB deshalb jeder 
Summand wenigstens durch 2’”+»(-» teilbar sein. Ist 4, genau durch 
2’ teilbar, so ist 
(e) ol+l—1S(r+1)(l-1); a2l1+1—1—tlfS(r+1) (l-1). 


Aus der 1. Ungleichung folgt r < 6 + — Fiir 6 = 1 ist r= 1, 
wenn 1+ 2; r< 2, wenn 1=2. w.z. b. w. 

Ist dagegen 6 = 2, so nehme man zuniichst / > 3, dann wird r < 2; 
also ist im Falle s7’=7'+'s der Satz bewiesen, da dann r >1, wie leicht 
ersichtlich. Ist dagegen s7'= 7'-'s und fiir jedes A: A'~7 = 1 (2’*) = 1 (2°), 
so ist fiir jede Zahl O von K 

0—TO=0 (X). 
Denn jede Zahl O ist (mod &) einer Zahl des Verzweigungskérpers = Triig- 
heitskérpers kongruent, also von der Form a@ +A. Wir bilden 

A, =A-sA. 
Dann ist 
At-Taa1 (84) #1 2%). 

Denn aus A,'~? = 1 (2"°) folgte, wegen (Mh) "= 0'-7=1 (2), auch 

A%a-7) =] (2’*), 
was fiir />2 unméglich. Setzt man A,'~7=1-+A,, so ist A, genau 
durch 2? teilbar, und es wird 


1+ sh, =A,!-7', 


: " 1 
1+ Ts—AT-" =7t7, 
Te a ‘SS 
~~ 5” ai-? 


Nimmt man beiderseits die Relativnormen in bezug auf den Ver- 
zweigungskérper, so folgt, da / + 2, 


ae s—1 Se t-1 
sA,'+T+ +7 = —A,)+7+ +7 ‘ 


Nun geht / sicher in m auf ((7) = 0). Somit enthilt die Relativnorm 
von A, in bezug auf k, Ym in ungerader Potenz als Faktor, wobei der 
andere Faktor eine zu | prime rationale Zahl ist. 2’ miiBte daher in A, 


in einer ungeraden Potenz enthalten sein, was unméglich ist. Also r= 1, 
w. z. b. w. 


Mathematische Annalen. LXXV 13 
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Ist 1 = 3, 6 = 2, so ist ry <3. Man erkennt aber leicht, daB r fiir 
alle A dasselbe ist und auch fiir alle Primidealteiler 2’. Im Falle s7'= 7's 
ist zudem r gerade, also = 2. 

Ist 1 = 2, 6 = 2, so ist r< 4; doch kann man auch hier durch Be- 
trachtung von A-sA zeigen, dab r < 3. 

b) Wir nehmen an, der Satz sei fiir K, bewiesen und beweisen ihn fiir 


K,,,- In K, ist V = 7” Einheitssubstitution; 1, V, V*,--., V'-" ist die 
Relativgruppe von K,,, in bezug auf K,. In K,,, wird (I) = 2°"*". Hat 
A die im Satze angegebene Bedeutung im Kérper K,,,, und ist 

A'-? =1 (2) = 1 (V**") 

=1+A,, 

wo A, eine durch & teilbare Zahl ist, so ist 
AG 2) (t+ Feet vt") oe (1+A)(1+ VA, ---(1+V'"*A)) =144,+---+4, 
wenn A, der Relativgleichung 

Aj — a,Af-* +---Fa4,=0 
von A, in bezug auf K, geniigt. Nun ist A, = A'+’+-+"~* eine Zabl 
von K,, die genau durch © teilbar ist. SchlieBt man also zuniichst die 


Fille ] = 2 und 1 = 3, 6 =2 aus und beschrinkt sich auf den Fall s7'= 7'-'s, 
so wird, da der Satz fiir K, gilt: 


Ai-?=144,4+---+4,=1 (2) #1 (2). 


Andererseits ist A = n wenigstens zu einem in 2 enthaltenen Prim- 


ideal 2’ prim; deshalb wird 
A=a+ BA+ yA? +---+ 0A (Lit), 
wo a, B,---,» Zahlen des Verzweigungskérpers von 2’ sind. Somit 
A — TA = B(A—TA) + y(A*—TA*) +--+ vo(A'—TA) (2+) 
=0 (8+), 
(i) "= AI-? = 1 (g+4), 
Ai- 7 = NO-?) (Q’*+") 
=1 (2), 
A, — TA,=0 (2%); A, — VA, =0 (24 


Somit geniigt die Differente d von A, der Kongruenz: 
6 = 1AJ-1 — (I—1) A, AJ? +--+ +4_, =0 (UC-4), 
Wire nun i>1, so wire A; — TA,, also umsomehr A, — VA, wenigstens 
durch 2'+! teilbar; 4, wire durch 2* teilbar und somit 


AGt vt t NGA 7) Ai-7 =1 (2’"), 
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gegen obige Aussage. Also ist i</ und zu / prim. Jeder Summand 
des Ausdruckes 6 ist dann durch eine andere Potenz von @ teilbar, mub 


also wenigstens durch 2’*"-" teilbar sein. Ist 4, genau durch 2’**" teil- 
bar, so ist deshalb: 
“b+ i(l—k—1)>2i(1—1) oder 2,1>i(1—k—1), 


m2>i(1+*z")2i. 
Somit 
At? asl (8), 
woraus sich, wie vorhin, i= 1 ergeben muB. w. z. b. w. 
Analog gestalten sich die Beweise fiir s 7’ = 7's; l= 3, ¢=2,sT=T7'-'s; 
[= 2. 
Il. Hilfssatz: Es sei A genau durch & teilbar, “ zu 2% prim; dann 
ist fiir jedes in & enthaltene Primideal & 
At-?* = 1 (@”) 1 (@"*") (§=0,1,2,---,u.—1), 
wo 
vy, =o(14+1+P+---+0) fir sT=Ts; v,=14+6(1+P4+---4+P) 
fir sT=T-'s ist. Dabei ist 14+ 2 vorausgesetzt und der Fall l1=3, 6 = 2, 
sT = T-'s, N-?=1 (2°) ausgeschlossen. 
Der Satz gilt dann fiir jede durch 2 teilbare Zahl K,, wo r += 0 (mod 1); 
und fiir jede Zahl A von K gilt 
Ai-7* = 1 (9%), 
Beweis. Hs sei 
Ai-7" = 1 (@") #1 (Vt) (i=0,1,2,---,4,—1). 
a) Dann ist v,>1y,_,. 
Denn wenn 
Auer? = 1 (@’"-*) 
so folgt fiir jede Zahl A 
ai-re* =1 (g’"-*) , 
da sich jede Zahl A in der Form « + BA+yA?+--- (mod 2’’*-**") dar- 
stellen liBt, wo a, B, y,--- Zahlen des Verzweigungskérpers sind. Also 
ist, wenn A, eine durch 2’* teilbare Zahl bedeutet: 


Ai-re-* | + A, as 
i—1)2 
AG-z2! - r a 


aaaelty L+A 


byg_y P 
13* 
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Da aber 
(1— TPS me TE TO... + 7 O-w§ _ Ye (TP) 
ist, wo f(1) = 1, so folgt 


. é j-1 , ‘ pial 
A! rm Ns r (1 + A) i (1 + A,_ J” (1 + Nv,—1) 
=1 (e’"-*), 


b) Der Satz ist fiir i= 0 durch Hilfssatz I. bewiesen. Wir nehmen 
an, er gelte fiir K,, K,,---,K,_, und beweisen ihn fir K,. Da u, jede 


b 


Zab! sein kann, ist er dann nach dem Schlu8 der vollstindigen Induktion 
allgemein bewiesen. Wir beschriinken uns ferner auf den Fall s7'’= 7'~'s, 
da der absolut Abelsche Fall s7’ = 7s gleich durchzufiihren ist. 

v, ist stets cu | prim. 

Zam Beweise nehme man an Stelle von A eine durch 2° teilbare 
Zahl A, fir die sA = A. Wire nun v, _, =0 (mod 1), und 

N—AA-'+---—-14,=0 

die Relativgleichung von A in bezug auf K 


Uo —1? 


sO wire dann 


i-1 


8=1N-'— (1-1), N+ +ho=]] (A— TH**A) 0 (B19), 
=1 


Ist 4, genau durch 2”'*« teilbar, so folgt durch dieselbe SchluBweise, 
wie schon friiher, 


() olx,+o6(l—1—k)>(v,,_,+6)(I—1) oder ola>v, _,(l—1)+6k, 
(k =1,2,---,d—1) 
oder, da v, _, durch / und (/—1) durch 2 teilbar ist: 
v 
ox, >—“—' (I—-1) +6 (k= 1,2,---,(—1)). 
Somit ergibt die Relativgleichung 
N— 40 (gtattneatee), 
N—T! N20 (Qe O tote a—2), 


Ro 
wh-r') = 1 (Q’%-1''*"), 
Andererseits ist 


( No 
N .-r') =(1+A, J=1+A 
+ 1(Bh%—1""), 


ad Vann 1) 
1 


"ug- 














\ 
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da genau nach dem unter d) gefiihrten Beweise auch 
Myr S14 o(lt--- +l), 


also ly, ,+¢6<6n,+¥,_, gezeigt werden kann. Aus dem Wider- 
spruch folgt, daB v, _, zu / prim ist. 
Wire v,=0 (mod l), i<u,—1, so setze man v,=/q und 


N-P—1$A,=(1+A) (1+A,A,) (r>9), 


wo A, eine Zahl von K, _, ist und r zu / prim angenommen werden 
darf. Bildet man beiderseits die Relativnormen in bezug auf K 
so wird 


-1) 


NI-P" (LEAS (LEA A + AMA +e ANA), 
A} 3 1,/A!-} deo em x = 0 

die Relativgleichung von A, in bezug auf K, _, ist. Da r zu 1 prim ist, 
folgt wieder durch genau dieselbe Schlubweise wie friiher 

al+r(l-1—k)>r(l—1)+4,_,0-1), 

a1 >v,_s(l—1) + rk, 
wenn 4, genau durch Q**' teilbar angenommen ist. Nun ist aber nach a) 
v,,-1 > ql =»,; also: 
al>ql(l—1)+rk oder x, >q(l—1) +1. 


wo 


Somit 
A*G—0) — (LEAN =1 4A) $1 (Q+ 
=1 (2°). 
Nach Annahme gilt aber der Satz schon fiir A* in K,_,. Also ist 
Aa—2") — 1 (Qa +oG+--+) #1 (QHRtoG+---+H)), 
Diese beiden Resultate widersprechen sich. w. z. b. w. 
c) Aus a) und b) folgt somit 


y,>!l+1, 
y,>P+1+1, 


y>li +t +---4+141. 
Fiir 6 = 1 ist der Satz bewiesen, falls auch eine obere Grenze fiir 
v, gefunden ist, wie es in d) geschehen wird. Es sei also 6 = 2, und 


zuniichst i <u, — 1, Air 14 A,.. Genau wie in b) findet man dann 
fiir die Norm A* von A in bezug auf K,.-:: 


ABT LEA tay te thy, 
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und, wenn 4,’ genau durch 2**' teilbar ist, da v, zu | prim ist, 
al>v,_l—1)+ ok (k= 1,2,---,@—1)); 
oder, da ’ 
Vy Oem * + ent +--- +1, yl +--- +d: 
alan —1+F+0"*+---+14+1, 
>m +h +U-14---41 (k= 1,2,---,—1)). 
Daher wird 


aei-r") =1+ 1, (Quthei—t+---+1), 
2; ist genau durch 2" teilbar. Andererseits ist nach Annahme 
aeQi—r*) 4 (QUt+20+---+012) ey (QI8+8C+--- +I) | 
Sobald also n, +1+---+% >U1+2+4+---+0) ist, was fiir i<u,—1 


erfiillt ist, so ist somit ly, = /[1+4+2(1+--+P)], v4, =14+2(1+--+0). 
w. z. b. w. Ist dagegen i = u, — 1, so ist 


% srlly stl 
Sj} 2(m-14+---+P) +141. 
Ferner ist v,_, ungerade, wie man leicht einsieht*). Also 
Magan = 2(M—E EP) $ UF Be, 
wo r eine der Zahlen 1, 2, - - -, a ’ sein wird. Wire r < ma » 80 folgi 
aus den Ungleichungen («) von b): 
2la, > 2(nm,—?) + P —1+ 2r(l—1) + 2k, 
2u,>2% — (141) +2r4247" 


I1—1 
oder, da ri—,-, 


2x, >2 “2 — (141) + 2r , wenn b=" 


22,>2% —(14+1)+2r+2, wem k>'t?. 
Somit ist fiir alle k = 1, 2,---,(J—1), 


4,N-* =0 (Q2%— H+ 1) + 8ri+t+1) 
und 
A= A, (PnP 484Orn, 


i rr N=0 (QPP +8 +8r840,,~1) 
? 


; 2ng—P—14+14+2ri¢y 
A =1(2 M1), 


*) Siehe den Beweis 8. 193. 
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andererseits ist 


(27) 
Ai\i-z! =(i+A,,_,)' =| +A (Q7%*%u.—1) | 


"ug—1 
also miiBte, da 
ly, 1< 2m +, 1 

ist, 
2n,—P—1+1+2rl +, _.< ly, a, 
fiir 

v1 = 2(e-* +--+ P) +14 2r, 
144 

2 


v1.21 +o(l+---+l"-*). 
d) SchlieBlich bleibt noch zu beweisen, daB v, nicht gréBer als der 
angegebene Wert sein kann. Wire niamlich i der gréBte Exponent, fiir den 


sein, was unméglich ist. Somit ist r > , und 


Ai—r =1 (Q’1+ obit +H) | 


so wire die Differente 6 von A in bezug auf K, teilbar durch 2", wo 
hm (2 C—Vlo Gt tl4h) +1) + fhe lott tl D+ 1 = 
++ (-1)foQet +4141) +1] + 63; U-1) 


= 6(t4y—i)my — 6 (Peo 1) 4% —1+6 7%, (1). 


Ist andererseits 
1 


= >... 
AP —A, Ao ++->— dy, = 0 
rf 


die Relativgleichung von A in bezug auf K,, so muh 


= mae —..-=0 () 
oder 
A =0 (g" 
Somit ist 


h < 6(t)—i)m + o(" = 1). 
Setzt man den Wert von A ein, so findet man leicht 


Ny n Ny \. 
7 S0(2 rt fiat +0 
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da 1=2, und 1=3, 6 =2 ausgeschlossen sind, ist diese Ungleichung 
unmdglich. Somit sind die gefundenen Werte fiir v, die gréBtméglichen 
w. z. b. w. 

Mit genau denselben Mitteln beweist man im Falle 1=3, 6 =2, 
sT = T-'s die 

1. Erginzung: 3+'-2<y<3'*', l=3, o=2. 

Wenn fiir ein i: v, = 3'**, so ist diese Relation auch fiir alle griperen 
i erfiillt. 

Ist schlieBlich 1 = 2, so zeigt man 

a) y4<onm; b) 4,225 ©) 4,62"), 

woraus die 

2. Erginzung: 62'+'—26+1<y,<62!t!'—(6—-1), l=2. 

v, ist bei 6 =2 ungerade. Wenn fiir ein i die obere Summe von r, 
erreicht ist, so wird sie auch fiir alle griferen i erreicht. 

Ill. Hilfssatz: Wenn A'-?=1 (2'"”), wo k>O, so ist 


Arf 1 (Qintott+4), falls sT = Ts, 


Ai-7" —4 (Qtrotito+-- +4) falls sT =—T-'s, 
fiir alle i<u,. Dabei ist | +2 vorausyesetzt. 

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall s7'= 7'—'s und schlieBen 
zunichst auch /= 3, 6=2 aus. Es sei 4 eine genau durch L*% = [* 
teilbare Zahl von k. Dann darf man setzen: 

Ai-? = (1+Aa)(1+AA), 


wo @ im Verzweigungskérper liegt, und A wenigstens durch & teilbar ist. 
Daraus folgt: 


Ai- radtne (14a Sra+ eS raras. ‘) 


«=0 x} =0 
-1 
=1+A4 Sopra (QA + 1m), 
_ =O 
Setzt man A, = Ps T'A, so ist nach Hilfssatz [1 
=0 
A, — TA, =A—T'A=0 (Q°'+), 
Wire A, durch 2 teilbar, wo qg zu | prim, so wiire 
A, — TA, =0 (2*") = 0 (Q+?), 
also 


gqt+1laol+2, gqael+1. 


Ist dagegen gq = 0(1), so ist A, wenigstens durch 2 teilbar. Sicher folgt 
deshalb in beiden Fallen: 


At-?! = 1 (Qim+)), 
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Somit gilt der obige Satz fiir i= 1. Wir nehmen ihn deshalb ftir 
1, 2, 3,---,¢—1 als bewiesen an und beweisen ihn fiir 7. Dann ist 
f-3—1 


are i+a> TN (QE +) =] (Qimo tit a+. 48-3) | 
=0 
i | 


Ay -»> T'A ist daher durch Q'+°@+-+*~ teilbar. Da @ ein Ideal 


s=0 
von K, _, ist, kénnen wir deshalb immer 


A, =A, +A, 
setzen, wo A, ein durch 2'+°@+---+"~" teilbare Zahl von K,,_, ist, die 


auch O sein kann, und q >/ + 6(+---+/'-") und zu / prim angenom- 
men werden darf. Somit: 


A, — TA, = A— T*-*A=(A,—TA) + (A,—TA). 
Nun ist nach Hilfssatz I] A— 7"~'A durch 22+¢¢+--+"~" teilbar, 
und nach Hilfssatz I A, — 7A, durch v’@+oe+ -+#-*); also auch 
A,—TA,=0 (QoG+P+.--+/—1)4(9—0)8) ; 
weil aber g zu / prim ist, kann A,— 7A, héchstens durch 2’+* teilbar 
sein, d. h. 
qt+1ijo(l+---+l-"')+(2—6)2, 
q > (3—2e) + o(l+---+1-'). 
Deshalb folgt weiter: 
Aim?" —(141A,)'+ 
= (1FAA, FAA) PE +2 DE™ (Qatnym) 


i—1 i—J 
=14 aT AAS THA, (QA). 
1=0 =O 


Kiirzt man die beiden Summen rechts mit A’ und A” ab und nimmt die 
erstere genau durch 2’, die andere genau durch 2" teilbar an, so ist, wegen: 
N—T* N =A —T*A, N— TN =A —T*A, 

wenn qg und q” zu / prim wiiren: 
q +1+o(1+---+l-")> (1+60+--+))+1+6(1+--+0-), 
q +1+o(l+---4+l-")>q4+1+o(l+---+)>(4—26)+26(1+---+0-"'\+ oF, 


also sicher: 


fon i—1 
pets. p-ye 


lq >l+e(P+---+h, 


q >l+oP+---+h), 
d. h. 


Ai-r — 1 (Qtmo+i+ o@ +--+) 
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Es sei also q’ resp. q” durch / teilbar. Sind dann 4,’, d,’,- ++, 4, resp. 
1,”, 4s”, +++, 4," die elementarsymmetrischen Funktionen von 7“ A, resp. 
"A, (e=0, 1, 2,---,J—1), so ist 4,° =A’, 4,” = A”. Ist nun J,’ resp. 4,”, 
durch 2'%* resp. 2% teilbar, so beweist man genau wie oben, daB ent- 
weder q,’ resp. qg,” durch / teilbar sind, oder daB 


a, [[L + ol. + 0-9) ]x + oF 


Qe’ >[(B—26) + 6 +--+ U-)]x + oft 
Nun ist aber nach Hilfssatz II: 


resp. 


i—1 
[T[(- 28) = — (ay art + ea, 


t=1 
Ui—1) (2+ 2 +--+ 2)4 aif on 
= © (2 dt ¥( ) t i), 


i-1 
[Ja 7eta) = — (aa +e ta, 
s=1 

=0 (Q¢-DG +004. +8" +9), 


Die Glieder mit A,’ resp. 4,”, fiir die g,’ resp. g,” zu / prim sind, sind 
sicher durch den Modul teilbar, wegen der vorigen Ungleichungen, fallen 
also fort. Die noch iibrig bleibenden Summanden sind alle durch ver- 
schiedene Potenzen von & teilbar, miissen also jeder fiir sich, durch den 
Modul teilbar sein, woraus fiir x = 1: 


q, +(1+o60+---+-*%) @—2) > (l—1) (24+-260+---+F-*4) + ol), 
4,” +42) > (I-1) (1+ 604-480-944) 
oder (da q,’ resp. g,° durch / teilbar angenommen ist): 
qt =! + o(P+-.-+0), 
4g" 21+ 60+--+2), 
d. h. in jedem Fall 
ai-r" a1 (Qin tito@+---+8)) | 
Fiir 1 = 3, 6 =2 wird der Satz entsprechend bewiesen. 
Erganzung: Fir 6=1, 1=2 ist Ar-?* — 1 (gt) wenn 
i+ x, wo x der Index ist, fiir den v,_, = 2*—1, v, = 2**', dagegen ist 


Ai-?™ — 1 (git %x—%) 
Fiir 6 =2, |= 2 ist bei gleicher Bedeutung von x: 


pints (GS) fir i <u; 
Ai-?® = 1 (tet 9") fiir i> x. 





U7 
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IV. Hilfssatz: Ist & =" ein Ideal von K, und ist Mii 
nau durch 2,"~* teilbare Zahl von K,, wo v,_, We friihere Bedeutung (siehe 
Hilfssatz U1) hat, so ist: 

‘ >> re = 0 (mod *) = 0 (mod I’f), falls sT = Ts, 
at "e-1 [=O ((**-@~0) = 0 (mod [**+#-°), falls sT = T-'s. 


Jede andere elementarsymmetrische Funktion 2, der T'A, _,, mit Ausnahme 
von 4, (x>1), ist durch +", resp. *° +" teilbar; 4, (x>1) ist wenigstens 
durch l* resp. (*'-©-» teilbar. Dabei ist l= 3, 6=2, sT = T-'s, und 
l= 2 ausgeschlossen. 

Beweis. Wir kiirzen A mit A ab; A geniige der Relativgleichung 


eine ge- 


ve—1 


in bezug auf den Verzweigungskérper: 
AY — A, AP m1 4. de = 0. 
Die Relativdifferente d(A) ist nach Hilfssatz Il, da v,_, zu 1 prim 
ist, durch &* genau teilbar, wo 
sT=Ts: h=—l(l—1)(v,_,+1) + %-*(l—1)(v,_, +6041) +-- 
-e+ (U-1)(y,_, +60-' +--+) 
=v,_,(’—1) + «6 — o(1414+---4+F-); 
sT = T-'s: h=l-*(l—1)(v,_, +1) + F-2°(/—1) (v,_, +146) +-- 
++ + (I-1)(v,_, +1 +60+--+2-) 
=v,_,(’—1) + oxl — (o— 1) — (1+60+---+2-). 
Andererseits ist 
8 = PAY? — (1), A-2 +. + 1x_, = 0 (@). 
Da v,_, zal prim ist, ist jedes Glied durch eine andere Potenz von 
& teilbar. Ist (*—k)a, genau durch Q%!" = [* teilbar, so folgt: 
sT=Ts: la,+(%—1—k)v,_, >(U—1)v,_,+x6l"—6(1+---+—), 
sT=T-'s: ¥x,+ (U—1—k)v,_, > (U—1)v,_, +x0—(o—1)¥ 
—(1+604---4+P-%) 


oder, wegen des Wertes von v,_,: 
sT=Ts: la, >(k—1)v,_, +xol’, 
sT=T-'s: Fx, > (k—1)v,_, + xol* — (6—-1)F. 
Wenigstens in einer Ungleichung mu das Gleichheitszeichen auf- 
treten. Man sieht, daB dies nur fiir k = 1 eintreten kann; somit 
sT=Ts: 2,=—x6, 
sI =T-'s: 2, = x6 — (6—1). 
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Dagegen ist fiir k> 1: 
sT=Ts:; xy 2>xo+1, 
sT = T-'s: 4, >x6 +2—<6. 

Daraus schliebt man, wenn & zu / prim ist, wie z. B. fiir k = 1, 
daB 4, selbst durch [*« teilbar ist. Ist dagegen k =l'g, wo gq zu | prim 
ist und O<i< x, so ist 

sT = Ts: Fa, >(¥q—1)v,_, + xo” 
> (l—1)v,_, + xol* 
=> (¥+i-14...4+ 6 + nol”, 
x, > 6(1+1+---+1-") + x6, 
a, — io > 6(141+---4+%-!—i) + xo. 

Das Gleichheitszeichen kann nur fiir g = 1 eintreten. Daraus erkennt 
man, daB 4, fiir g=1,i—1 wenigstens durch ** = /, fiir alle iibrigen 
Falle wenigstens durch [*°+’=/**! teilbar ist. Entsprechend fir s7—7-'s. 


w. z. b. w. 


1. Erginzung: 1/=3, ¢6=2. Wenn A'~*? = 1(2°), so ist 


v'=1 


4 = > TA,,_, = 0 (P+), 
7=0 


und ebenso fiir jede andere elementarsymmetrische Funktion. Ist dagegen 
Ai-? = 1 (2%), so gilt der obige Satz. 
2. Erginzung: 1=2. Der obige Satz gilt, falls 


v,_, = 62* — (26—1). 


In jedem anderen Fall ist sicher fiir sT = T-'s: 
2" -1 
Am > TA, =O (02-0). 

V. Hilfssatz: Die Spur jeder Zahl von K, in bezug auf den Ver- 

zweigungskorper ist wenigstens durch 
(**(sT = Ts) resp. &°-@-9(sT = T-'s8) 

teilbar. 

Beweis. Man kann den Beweis von Hilfssatz IV statt fiir A, auch 
fiir A, fihren, wo A, eine genau durch &,’ teilbare Zahl von K, ist, und 
r zu l prim ist. Dann folgt wieder 


2, > x6 resp. x, > *6 — (6—1). 
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Also ist der Satz fiir alle A. bewiesen. Nun kann man aber jeder 
Zahl A von K, die Form geben*) 
Amat ht At +A, 
wo « im Verzweigungskérper, A, eine genau durch 2/" teilbare Zahl 
von K, und gq, + 0 (1) ist. Somit 


Son =a + rm Srn, + SrA, fos ‘S T'N 
i=0 i=0 i=0 i 


=0 


Vn 


oder nach dem eben Bewiesenen: 


rs 


> TA = 0 ({°* resp. [°*-@-), 
#=0 


Der Satz gilt somit stets. 


VI. Hilfssatz: Ist sS = S-'s und A irgend eine zu | prime Zahl 
von K,, so kann man stets eine zu l prime Zahl r angeben, sodap die r* 
Potenz der Relativnorm von A in bezug auf k im Ring mit dem Fiihrer 
(° liegt. Dabei ist l= 3, 6 = 2, A’? =1 (X°) und 1 = 2 ausgeschlossen. 

Beweis. Es sei A=a + A*, wo a@ im Verzweigungskirper liegt, 
A* durch & teilbar, und / = 2” ist. Man bestimme r, so prim zu /, dab 
«: einer ganzen rationalen Zahl. a (mod 2) kongruent wird, wo & ein 
in 2 enthaltenes Primideal ist. Man setze 


An=a+A, 
wo A durch &’ teilbar ist und die Relativgleichung 
W—iaN-'4...—-2=0 


in bezug auf den Verzweigungskérper besitze. Dann wird 
a, = Andre +2'-}) gis @~14,+-+++A,. 

Wiire A = 0 (24, so wiirde ohne weiteres a, =a' (2’*’) folgen, was 
den Satz ergibt. Ist also A durch &’” teilbar, wo r <1, so folgt wieder, 
wenn A, genau durch 2’**' teilbar ist,**) 

al>l+i-—1 oder 4, >2 fiir i>1. 
Somit: 
a=a'+Aa'-'+4,=0' +1, +4, (mod 2”), 
da 4, und A, wenigstens durch 2”' teilbar sind. Wenn r > 1, so ist 4, und 4, 


aber auch durch 2’*' teilbar. In diesem Falle und wenn 4, + 4, durch 2* 
teilbar ist, wird 


*) Siehe Kapitel II, S. 223. 
**) Siehe dieses Kapitel die Gleichungen (e) 8. 193. 





_ 
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«=a, N(A =a (P), 
und 


N(AY = 1 (@). 


Man kann also annehmen, dab ° zu 2 prim sei. Man setze 
N-#— B(L+A), 
= =-% 
= 3 no 
AI-? ae Bi tSt--- 45% 1+ w+); 
— | 


wat 
wo 6 im Verzweigungskérper liegt, also p'+' +S" = 6* in k. Da 
Ai-7=1 (2), 
wird #* = 1 (1). Man setze 


-1 


A” - > StN +--., Ain? = pF (1+A’). 


i=0 
Besitzt A” die Relativgleichung 
A”! a 4,"A"'-! + ——— a," a 0, 


und bildet man in A'~” = B*(1+A”) die Relativnorm in bezug auf den 
Verzweigungskérper, so folgt, wie oben, 
1 = p*(1+4,"+---+4,"), 
a” + 4,°= 0 (2'*). 

Andererseits ist auch 4,” = Si,”, wie man sofort erkennt. Setzt man 
as = a+ A*, wo @ im Verzweigungskérper liegt und A* durch & teilbar 
ist, so wird 

4, =a,” (2*), 
4,=@1," (2), 
A+ 4,5 G4," + @4" = (@—e) i,” (2%), 
a, == Ant? te +2!) = gia @—@a,” (V*), 
~ 3 


_ . 1) ee a 
N(A)s=a% +a / 4,” Si(a—a’) (2’*). 


Wenn aber (*) =+1 oder =0, so ist a = S*a (2), also. 


n 
-1 
No 


> Si@—@#) =0 (24, 


i=0 


N(A)» =a" (2*4, w. x b. w. 
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Wenn (5) =—1, so ist & =sS*a (2), also 


n 
=} 
No 
a* = . Si(a— a’) 
_ 
#=0 
eine Zahl, fiir die sa* = — a*. Dann ist aber 


N(A) — sN(A)* = tale)" (4" 4 54," (g’*), 


Es eriibrigt also noch, 4,” + sd,” zu untersuchen. Dazu betrachte man 


Ai~? = p*(L +A"), 
(sA)'-?~* = sB*(1+sA"), 
(sA)?—! = s6*(1+ TsA”), 


(cn) = BRsBM(L+A") (1+ Ts’), 


woraus, da S =Q mam & prim ist, und pF=1 (L"): 


oe A” , 
TsN” = — 5 ye (2), 
i—1 
81,” = $I T'N": ->' T" 0 (2’*), 
i=0 
Nun geniigt aber A = ae der Relativgleichung 
N — a,”N-"(1—A) + --- — 4,"(1—A} = 0, 
woraus: 
(1+ 4," 4,")N' — a,"N'-*(1—A) — 4,"(1—A) = 0 (2+), 


oder, da 4,” + 4," durch Q’* teilbar ist: 


i—1 


t—1 
Son Sir My =a" 
0 i=0 


also ist 
s4,"=—4," oder A,” +8A,"=0 (2%) 
oder 
N(A)’ — sN(Ay =0 (2%) 
also auch 


=0 (f*) w. z. b. w. 
1. Erginzung: Wenn 1=3, 6 = 2, so ist die Norm in becug auf k 
der (1—.s)*" symbolischen Potenz jeder Zahl von K,, die zu (1) prim ist, 
im Ring mit dem Fiihrer 3. 
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Denn es ist A'~*=1 (2*), da s eine Substitution der absoluten Ver. 
zweigungsgruppe ist. Daraus ergibt sich ohne weiteres fiir die Norm in 
bezug auf den Verzweigungskérper: 

(Ai~itT+ ye — 1 (2°) 
oder fiir die Norm in bezug auf k: 
N(A'~*) =1 (3) w.z. b. w. 
Wir kehren zum Kérper K(K’, K”) von 1. zuriick 

3. Es soll der Satz bewiesen werden: 

Satz: Die Verzweigungsgruppe der in (1) enthaltenen Primideale des 
Korpers K’ resp. K” ist zyklisch, wenn 1 + 2. 

Wir gehen von dem Gegenteil aus. Gibe es in K’ resp. A” zwei 
zum Verzweigungskérper relativ-zyklische Kérper K, und K, vom lielativ- 


grade 1, sodaB im Oberkérper K(K,, K,) vom Relativgrad /*: 
Dae" (0-1, (4) 40; 0-2, (4) =0), 


wo ~ aus lauter voneinander verschiedenen Primidealen zusammengesetzt 
(A) 
7g 
unnétige Fallunterschiede zu vermeiden, schlieBen wir den Fall s7'= 7's, 
6=2 aus. 

a) Es seien 7, und 7, die Grundsubstitutionen von K, und K, 
relativ zum Verzweigungskérper. Man setze 


Ai-% = 1+A,=1 (8). 


Ist 2 ein Primideal von & und (A,) genau durch 2” teilbar, so 
wiirde durch Bildung der Relativnorm von A in bezug auf K, folgen 


ist, so nehme man eine durch & teilbare Zahl A sei zu & prim. Um 


AG@+tt- +7! Da-—T) — AtO-7) =] (2’*). 
Nach Hilfssatz 1 ist deshalb r < 1, wenn 1=3, o=2, A'-?=1 (2) 
zunichst ausgeschlossen wird. Es sei 
A — afA!-'+---—4/ =0 
die Relativgleichung von A, in bezug auf K,, dann ist 
A*1-M me 14+ a +.-- +4). 
Somit diirfen nicht alle 4, durch 2’*' teilbar sein. Nun ist aber 


Ah=1 (8), A — TA, =0 (87+) 
also: 


i-1 
b=] J A-TIA) =A! 4 DA t+ HS 0 VON), 
f=1 





_ 
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Wenn + <1, so folgen hieraus, wie friiher, die Ungleichungen: 
ajl>tl—1+rif>l—1+4y7, 

wenn 4; genau durch 2’*' teilbar ist. Also ist nur r= 1 méglich. 

Ware aber r=/, so folgt aus A— 7,A=0 (2’'+") und der Rela- 
tivgleichung 

N—A,A-'4+---+4_,A—4,=0 
von A in bezug auf K,, wie oben, 
gl>P-—1+i. 
Einmal muB hier das Gleichheitszeichen auftreten, was nur fiir i = 0 


eintreten kénnte. Somit ist auch dieser Fall zu verwerfen und r = 1 be- 
wiesen. Dies zeigt man fiir jedes 2 von &. 


Ist A, eine durch 2 teilbare Zahl, wo r +0 (mod /) und ”) ga @ 


prim ist, so ist ~ =Q eine zu 2 prime Zahl, fiir die Q'-" =1 (). 
Somit ist auch 


A3-% = NO-™ = 1 (2) 
2 (2), 
AvO-T) = 1+ rA, (2) #1 (2). 


denn 


Resultat: Ist A, eine durch & teilbare Zahl, wo * ) au @ prim ist, 
80 ist | 
Ai-?=1 (2) #1 (2) 
falls r +0 (mod 1) fiir jedes in & enthaliene Primideal &. Dieser Satz 
gilt fiir jede Substitution T der Verzweigungsgruppe von K(K,, K,) 
TT (OSa,<Y, 
(x, = 0, 
|x, = (). 

b) Es sei 7, = S,", 7, = S,", wo S,, S, Substitutionen der Relativ- 
gruppe von K(K,, K,) in bezug auf / sind, dagegen seien 7, und 7, 
nicht die Jy,. resp. /v,. Potenzen solcher Substitutionen. Dann kann man 
unter K, speziell den relativ-zyklischen Koérper mit der Relativgruppe 

8 (OS a, <ly), 
unter A, denjenigen mit der Relativgrappe 

8S.» (0<a,<ly,) 
verstehen. K(K,, K,) hat dann die Kelativgruppe 8,” S, (O<a,<ly,). 
Es habe A die friihere Bedeutung und A'-" = 1+ A,. Dann ist 


mit Ausnahme von 


' A, —S,A 
(1-8) (1-7) — 1 ine 
tills 1+ 1+5,A, 


Mathematische Annalen. LXXV. 14 











210 R. Fverer. 


Nun ist aber A'~“ = Q eine zu 2 prime Zahl, somit: 
Q1-7, — AQ-7)A-s) =1 (2%), 
A, — S,A, =0 (2%), 
A-* = 1 (). 


+1 


o 2 
Die Zahl As) -——, die wir wieder mit A abkiirzen, hat deshalb die 
Eigenschaften 


1. A=0 (2); 2 Om prim; 3. A=sA; 4. AS =1 (8). 


Setzt man A!-% = 1+ A,, so ist » zu 2 prim und 
NAF me (LEA) EHSL 
Wird durch A, eine genau durch & teilbare Zahl bezeichnet 
(3 m prim J, 
so folgt sukzessive: 


A, - TA, 1+5,+ +5," — 


~~ \1+ 5, 4---45,"71 
1+7,A, (1+A,)'*% . 


AO 7" = (14 


Aa-7,)'-? ie a ~~ +5,"-1 


1+ T,A,_¢ =(1+A,_,)§t St +5" J 


Wenn also 7 irgend eine Substitution der Verzweigungsgruppe be- 
deutet, so wird 

AQ-na-7/-* — (1 A) tte tent 

ANiGQ-7)a-7,! * == (14A)'+5+- +4,"—1 (Q*+%), 

N@-7)a-7,)'-! * 1 (Q* +2), (p) 

Jede Zahl ist (mod 2) einer Zahl des Triigheits- resp. Verzweigungskérpers 

kongruent*), somit auch x, wo A eine durch 2” teilbare Zahl von k ist 
(2 =, (3 +0; i1=YVm, (4) -0). Somit ist A; einer Zahl des Ver- 


zweigungskérpers (mod 2**+') kongruent. AuBerdem kann man S, so ge- 
wahlt denken, dab die stets zyklische Relativgruppe des Trigheitskérpers 
zum Zerlegungskérper*) in 8S, (O< a2, < ,) enthalten ist. Dann ist 
(1+A;)'+5+>-+%""* einer Zahl des Zerlegungskérpers (mod 2"+") kon- 
gruent. Ist 2’ ein Primideal von %, so setze man &, = 2’, wenn LW = sv; 


*) Weber: Algebra II, 8. 663 
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£, = L’sQ’, wenn L’ + sX’. Jede Zahl des Zerlegungskérpers ist (mod &,") 
einer Zahl von k kongruent*). Weil aber 


AG-na-n-*= 14 A*(Q° +), 


wo A* im Zerlegungskérper liegt und durch 2" teilbar ist, so ist ; einer 
Zahl von k (mod &,) kongruent und 


Ait 7)a-7)'~! — = (mod &,"+1) = 1 (mod &,*) 
+ 1 (mod &," +), 
wo a in k liegt. Wir setzen 
Aia-T™ma-7!-! = Hy (2,°+1), 


an _7,\'-1 
AiG 7,7, 7) = a, (3,°+* y 


—_rnri-lya—ry—i_ 
NO—1 7-H a-1~! = w_ (Qt), 
Wenn 
«) sT,= 7T,-'s, sT, = T,-*s, so folgt wegen 2, = s&,, A=sA: 
sAA- 7) 0-1? A= T=) G—A-IK? = A-1A-7)A- 1)? = gq (QP +t) 
oder 


~ = $a; asx = 1(L*"); a = 1(L") + 1(2?”). 


Dies gilt fiir jedes z,. Da es aber nur /—1 inkongruente Zahlen 
a, (mod 2°") in k& gibt, die diesen Bedingungen geniigen, so mufB fiir be- 
stimmtes ¢ und k 
4, == m,(2?") (@ + k), 
A'a-73' 7) -7)'-1 — Aia- 7,* 7,)(1-7,)'- *(,° +2) : 
Ait 2, —7 1) -7,)'~! = 1(2,°+1), 
Ara-ré-Sa-ny~* = 1(8,P +4), 
Dies widerspricht der Formel (g). Die Annahme ist daher zu verwerfen. 
8) sT, = T,s, sT,= T,s, 6 = 1. Dureh dieselbe Uberlegung wie im 
Falle «) folgt . 
a = sa (mod /*), x= 1 (mod /) 1 (mod /*). 
Da es nur (/—1) solcher a gibt (mod /*), folgt der Widerspruch auf 
gleiche Weise wie oben. 
Fall |= 3, 6 = 2; hier ist (3) = 2"*; wir beschriinken uns auf den 
Fall sS = S~'s und greifen, wie vorhin, K, und K, heraus. Es sei 
Ai-h=1 +A, = 1(2'") $= 1(2'"t"). 


*) Weber: Algebra ll, 8. 662. 2” ist ein Primideal 1. Grades. 
14* 
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Durch Normbildung in bezug auf K, erkennt man, dab r < 9. Es sei 

A die in b) definierte Zahl, fiir die A = sA, A= 0(2*). Dann folgt 
sA'-% = A'-h™" = 1+ sA,, 
1,34, =— eh , 

woraus man schlieBt, dab r wngerade sein mub. Wire 

a) r= 3, so wire A— T,A=0(2) + 0(2"). Bedeutet 

A® — 1,A?+ 1,A — 4, =0 
die Relativgleichung von A in bezug auf K,, so ist, falls 4, genau durch 
2° (wegen sA = A) teilbar ist, 
BA?— 21,A + 1, =0(2™) + (2); 
62, >6 + 2%. 

In dieser Ungleichung muB fiir i= 1 oder 2 das Gleichheitszeichen 
auftreten; da dies unmiéglich ist, ist die Annahme r = 3 zu verwerfen. 

b) r=9. In diesem Falle sei 2 eine genau durch 2° teilbare Zahl 
des Verzweigungskérpers. Man kann dann setzen: 

A'-% =(1+a)(1+ 4A), 
wo A’ wenigstens durch 2 teilbar ist. Bildet man die Norm in bezug auf 
K,, so wird 
AQ+%2+TY)A-T) — AFA-T) — (1 +481 + aay + ,' + A,') 
= 1(2’"), 

was nach Hilfssatz I. unméglich ist. 

c) y kann also nur eine ungerade zu 3 prime Zahl <9 sein; somit 
r= 1, 5 oder 7. Da dasselbe fiir 7, gilt, so kann man setzen: 

A-ha l +A; MWe =1+A,; fe = 1, 5 oder 7. 
Wire r, >1, 7, > 1, so folgt durch Normbildung von A'~” = 1+ A, in 
bezug auf K;,: 
A*1~T a ANthtTO-T) — 1 + 4,’ + 1, + - 


wo 
AR —4,'A2 +4,'A,, — 4,'=0 
die Relativgleichung von A, in bezug auf K, bedeute. Die Relativdifferente 
von A, ist aber 
d(A,.) = BAS, _ 24,'A,, + A,’ = 0( 22+"), 
also, da r, = 0(3) und 1/ = 0(2°*"): 


3a, >2r,4+7,t>104+ 51> 15 
oder 


AtA-T) = 1(Q15), 
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was unmdglich, wegen Hilfssatz 1. Also ist wenigstens z. B. r,— 1. Aber 
auch dann ist bei r, > 5: 
3a/>10+i>11, 
A*0-T) = 1(Q"), 
was unméglich. Also ist 7,—r,—1 und der Satz genau wie friiher zu 
beweisen. 

4. Im Fall / = 2 liegen die Verhiltnisse anders; bilden doch schon 
K(V—1, V2) zwei zu k relativ-zyklische Kérper, deren Relativdiskrimi- 
nante 2 wesentlich enthiilt. 

Satz: Die Verzweigungsyruppe relativ zu k der in (2) enthaltenen Prim- 
ideale von K’ resp. K” ist zylilisch, wenn (s 


») = 0; zyhlisch oder von der 
Form 
fOsa,<2 


T x 7% 
rm" 10s %< 2", 
d . fe ‘ 
wenn ( 2) + 0, wo wv irgendeine Zahl sein ann. 


Beweis. 


d 
a) (3) . ; |. Wir nehmen zunichst an, die Verzweigungsgruppe sei 
T,*T,* resp. 7,2 7,%T,%, wo 0 < «,< 2, T?=1 (i=1,2,3). 
Es ist somit (2) = &* resp. 2°. Wir setzen (2) = 2’, v = 4,8. Ist A=0(X), 
” zu 2 prim, so wird fiir irgendein 7'+ 1 der Verzweigungsgruppe 
Ai-? = 1+ A, =1(8")  1(8"*?). | 
Wire r >v, so findet man z.B. im Falle 7 = 7,, v=8 ohne weiteres 
AGQ-7)+7)0+ 7) — AFU-T) = 1(2”), 
was gegen Hilfssatz I. ist. Somit mu stets r< vy sein. + ist aber auch 
ungerade; denn es ist 
ZAG-M04+M) = 1 = 1+ (A+ TA) +A,TA, 
- O = (A,+ TA,) + A,TA,= (A,— TA,) + 2TA,+ A, TA, 
=A,—TA,+A,TA,(2"*"). , 
Da aber A,— TA, durch 2'*"*! teilbar ist, sobald r gerade ist, weil 


(x) "= 1 (2”+*), so wiire auch A.7A, durch 2 *"+* teilbar, was un- 
méglich. 
Im Fall vy = 4 ist aber wenigstens fiir ein 7’ das zugehérige r = 1. 
Wire namlich 
Ai-n= 1(2), A-%=1(2%), 
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so wire 
AC-TA+— 14 (A, + TA) +A, TA, = 1+ (A— TA) +A, TA, (8) 
=1 (2), 
was gegen Hilfssatz I. verstéBt. Somit sind nur die beiden Fille méglich: 
«) A'-% = 1() = 1(2%), 8) Ans 1(2) + 1(2”), 
A'~ 7: = 1(2) + 1(2"). At~7 = 1(2°) = 1(2). 


Im Falle vy = 8 ist deshalb ebenfalls fiir wenigstens ein 7 = 7, das 
zugehérige r= 1. Denn wire 


Ai-%= 1(2%), (¢ = 1, 2, 3) 
so ware 
AG- 0+) = 1(Q4), AU-™MA+T) = 1(L4), 


was gegen die beiden einzig méglichen Fille «) und £) wire. 

Ware aber nun 

Ai-t = 1(2) = 1(2%), Ai-2=1(2'), A'-=1(2), 
so wiirde auch 
AQ@+MG-%) — A+TMU-7,) — 1(2*) 

folgen, was wieder gegen die Fille «) und #) verstéBt. Somit sei 
Ai—T: = 1(2) = 1(2"),  A'~ = 1(2) = (2%), AP =1(8’) + 1(2’"t). 

r ist ungerade. Nun ist 

AQ+T00—T,) = (1 de A,)'+ _ 1(2"+4); AQ+T0G—7) = 1(2)07 

Somit, wegen der Fille @) und #) sicher 1 +r<6, r< 5. Es kann also 
nur r= 1 oder 5 sein. Ist r= 1, so schlieBt man genau wie im allge- 


meinen Fall, dab 
At4-na-T) = x,(2,°) + 1(2,°) 
= 1(%,°). (¢ = 1, 2, 3). 
T ist dabei eine durch die Zerlegungsgruppe von &, = L's’ festgelegte 


Substitution. Da es (mod 4) nur vier inkongruente Zahlen 2 = 1(2) gibt, 
so miissen zwei 2, einander (mod 4) kongruent sein, also 


Aa-NA-T) = AO-NA—W(Q,Y), 
A4Q-N0—T%iT) = 1 (2°), 


was obigem widerspricht. 
Ist dagegen r = 5, so folgt 


AQ+)0-T) = (LEA) +e = (LEA, + TA, +A, T5A,) ; 
=(1+A,—T,A,+27,A, +A,TyA,) = 1+A,7,A,(24) 
= 1(2*) + 12%). (i=1, 2) 
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Nehmen wir mit Hilfe der Substitution 7, die Normen aller Zahlen, 
so erhalten wir deshalb einen Unterkérper, dessen Verzweigungsgruppe 
durch 7,%7," gegeben werden kann und in dem 


(2) = 4, Ai-%= 1(2) + (2), (i= 1,2) 
falls A eine genau durch & teilbare Zahl ist. Wir betrachten diesen Unter- 
kérper fiir sich allein, schreiben wieder 2 an Stelle von & und beweisen, 
daB er nicht existieren kann. Setzt man 

T,= S,", T, “= S," und S, = g.*. S, = S,?, 
so greife man den Oberkérper mit der Relativgruppe 
8,8," (O<4,< 2y,, i=1,2) 


heraus. In demselben ist entweder 


A= A+ 8h oder A—*t¥"™A4'—Y™ sn 


eine genau durch & teilbare Zahl (Se zu 2 prim), fiir die A,=sA,. Bil- 
den die Potenzen von S, die Zerlegungsgruppe, so folgt genau wie friiher 


A?24-™a-” = (1 f- A,*)! +8, +++ +8," 1 (Q6) + 1(2’) 
= n(&,°) = 1(2%) 
= 1(8,4); 
wo 2, = Ws’. Es miiBte also a = — 1(4). Nimmt man fiir 7 einmal 7,, 
einmal 7,, so erhalt man den Widerspruch wie friiher. Damit ist be- 
wiesen, daB im Fall (2) + 0 die Verzweigungsgruppe der in 2 enthaltenen 


Primideale héchstens zwei unabhiingige Substitutionen enthilt, deren Qua- 
drat die Kinheitssubstitution ist. 


d 


b) ($) = 0, o=2 Dieser Fall wird mit den Mitteln von a) erledigt, 


wenn man dabei nur die absolute Verzweigungsgruppe der in 2 enthaltenen 
Primideale betrachtet, also die Substitution s neben den 7 mit hinzuzieht. 
Man findet, dab die absolute Verzweigungsgruppe nur die Form 


s* Tx (O<#<2, 05 X< 2") 
haben kann. 


c) Es bleibt noch iibrig, im Falle (=) 4-0 zu beweisen, daB niemals 
der Fall einer Verzweigungsgruppe 
T=TT,*, (0<4,<4) 
wo (2) = 2'° ist, auftreten kann. Hat A die friihere Bedeutung, und ist 
Ai-T=1+A,=1(2’) + 1(2’"*?), 
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so zeigt man mit den friiheren Mitteln, dab r< 4. Es sei 
NT = 1(@") = 1(8"944); A= 18) + 1(8), 

wo 7, <7, <4. Dann folgt: 

Ai-T? = 1(22%); Al—T? = 1(Q?"2) 


und somit 
Att T+ 720-7) — 1 (QIN), 
AG+ MO A+ RAAT) =- 1 (V2 t+)+t resp, Lt, wenn 4r,< 2(7, +7.) + 1). 


Nun liegt A*+%°@+% in einem Unterkérper, wie er in Fall a) studiert 
wurde; da nur die dortigen Fille «) und #) auftreten kénnen, ist 


47,24; 2(r, +7.) +1< 12. 
r=1 ry <A. 


Man zeigt, dab r, ungerade, also = 1,3 sein muB. Der Fall r,= 1 


erledigt sich wie friiher als unméglich. Also bleibt nur der Fall r,= 1, 
r,= 3 iibrig. Man beweist, dab 
Ai- 7? = 1(2%) = 1(2"); Al-™ = 1(2’). 
Dann sieht man, dab 
ASQ—TWA—Ty) = gy, (2,"") = 1(2,"*) = 1(2,") 
ASQ—TM)A— TP Ts) = w,(L,"*) = 1(L,"*) + 1(Q, - 
wo 2,, x, in k liegen und &, = L's’ ist. Da aber xz, = a, = — 1(4) sein 


muBb, so folgt 
AtQ—Td (i—7,) — Ata—mMa T,? T.) (2,™), 
Ata- T)A- nm") = 1 (2, *) 
was unmdglich ist. Damit ist die Unmiglichkeit unserer Annahme in jedem 
Fall erwiesen und der Satz bewiesen. 

5. Wir kehren nun wieder zu dem Kérper K(K’, K”) zuriick. Es 
werde (1) = 2’°"' in K’ resp. = 2”"":" in K”, wo 2 ein aus lauter von- 
einander verschiedenen Primidealen zusammengesetztes Ideal ist. Haben 
wir einen entsprechenden zweiten Kérper K(X’, K”), in dem alle Gréfen 
gleich, nur tiberstrichen bezeichnet seien, so bilden wir den gemeinsamen 
Oberkérper der beiden Kérper K*( K*’, K*”), wo sich somit K*’ aus K’ 
und K’, K*” aus K” und K” zusammensetzt. Es werde nun (/) in K*’ 
die n,*’* Potenz, in K*” die n,*”"* Potenz eines Ideals 2’* resp. 2”* von 
der friiheren Eigenschaft. Dann gilt der Satz, daf n,*’ die grifere der 
beiden Zahlen n und ii’, n,*” die gripere der beiden Zahlen n,." und ii,” 


ist, Dabei ist nur der Fall / = 2, (¢) +0 ausgenommen; in letaterem 
Falle ist n.'* resp. n"* ebenfalls die grifere der Zahlen nj und ii,’ resp. 
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ny und ii,”, falls die Verzweigungsgruppe in beiden Korpern K’ und K’ 
resp. K” und K” nicht zyklisch ist; im anderen Falle kann sie auch das 
doppelte desjenigen n, oder i, werden, in dessen Koérper die Verzweigungs- 
gruppe zyklisch ist. 
Beweis: a) 1+ 2 oder 1 = 2, (¢) =(. Man darf K® und K® als 
- ohne gemeinsamen Unterkérper auBer / annehmen (i=1,2). Dann setat 
sich die Relativgruppe von K*® zusammen aus den Relativgruppen von 
K® und K®. Die Verzweigungsgruppe von den in (/) enthaltenen Prim- 
idealen ist in K®, K® und K*® zyklisch. Die Verzweigungsgruppe des 
letzteren Kérpers ist also zyklische Untergruppe der Gruppe 
TOs Tz O<r<n; 0< F <H,). 


Die gréBte hierin enthaltene zyklische Untergruppe besitzt aber als Grad 
die gréBere der Zahlen n° und ,, w. z. b. w. 


b) l= 2, (5) +0. Man zeigt auf gleiche Weise, daB wenn die Ver- 


zweigungsgruppen von K® und K beide nicht zyklisch sind, K*® eine 
Verzweigungsgruppe der Form 


rete (0S y<"3', OS <2) 
besitzt, die Untergruppe einer .Gruppe . 
« 
0Osa< =) 
TO2 [0% T OFT Oe 05% +? 
0<z<"% 





0<%,<2 


ist. Ist dagegen die Verzweigungsgruppe z. B. von K® zyklisch, so ist die 
Verzweigungsgruppe 7" 7," von K*® Untergruppe von 


n @) 
O0<*#< % 


Cor 
0<F# <i 


ToOz T,0*T (t) ‘ 


woraus sich wieder obiger Satz ergibt. 

6. Der zu K gehérige Strahl (f) von & Man bestimme alle in 
der Relativdiskriminante von K in bezug auf k aufgehenden Primzahlen 
l,l, ---, 45 resp. 1, 1,,1,,-+-, 1. In letzterem Falle werde (I) = 7°" 
in K’, = 2" in K”, wo n=l’ und n,” =I" ist. Dann setze man: 


f=el,l,---L0, 
wo. 
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e=2 fir m=—1, «=3 fir m=—3, ¢=1 in jedem anderen Falle; 

v= 0 fiir u =u,” = 0; 

v=, +1, wenn u, >,” und «, > 0 ist, und / = 2, (2) +0 ausge- 
schlossen wird; 

v= +2—6, wenn uw >u, >O0 ist, und 1 = 2, (5) +0 ausge- 
schlossen wird. 


Ist im Fall 1 = 2, (5) + 0, t,= 1, wenn die Verzweigungsgruppe in 
K zyklisch ist, sonst t,= 0, so ist 
y=, +u,+ 1, wenn 7, +4 >t, + u& , % >, 
v=t,+u, + 2—6, wem t,+u,">1,+ 4, >0. 
Der Strahl (f) heiBt der dem Korper K zugeordnete Strahl von k. Der 
Fiibrer f enthalt alle und nur die in der Relativdiskriminante auftretenden 


Primzahlen, ausgenommen fiir «+1. Der der Potenz /” entsprechende 
Faktor der Strahlklassenzahl*) geniigt der Kongruenz 


Pr-3(1—1) (¢— (*)) = O(ng ny"). 
Denn fiir (*) +0, 6—=1 enthilt der Ausdruck den Faktor 1*"-*, wo 
vy =u + 1 resp. r,+ «+ 1 und u, die gréBere der beiden Zahlen 1, 
und wu,” ist. Also ist /?*-* sicher durch nn," =/'+" teilbar. Ist 


(*) = 0, 6 =2, so ist /*"~' Faktor des Ausdruckes. Ist dann v = u,'+ 1 
resp. t+ ty +1, 80 ist m9 m0 = [Met < [8m < 2m’ t1 — J9-1, resp. 
Ng Wy < 22+! <2?" Ist dagegen v = uy” resp. t, + uy’, so ist wegen 
eS >m: ae 6X! = §-'* ree ae, Ss 8°". 

7. Hauptsatz: Sind K und K zwei zu k relativ- Abelsche Korper 
von den ‘in 1. angegebenen Higenschaften, so ist der Fiihrer des dem Ober- 
kérper K*(K, K) zugeordneten Strahls (f*) von k das kleinste gemeinsame 
Vielfache der Fiihrer f und f der den Kéirpern K und K in k eugeord- 
neten Strahlen. 

Der Satz ist fiir alle von / verschiedenen in /* enthaltenen Prim- 
zahlen selbstverstiindlich. 

Um ibn fir 7 mm beweisen, nehme man / in f zur Potenz 1’, in f 
zur Potenz l* und in f* zur Potenz /” als Faktor enthalten an. Dann 
ist sicher 

v>r; vF>y. 

Der Satz 5. und die Definition von vy in 6., insbesondere die Bedeu- 
tung von rt, im Falle / = 2, (5) + 0 zeigen aber, daB wenigstens in einer 
der Ungleichungen das Gleichheitszeichen auftreten mub, w. z. b, w. 


*) S. 181. 
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Kapitel ITI. 
Der Klassenstrahl. 

1. Definition. Es sei K ein zu k relativ-zyklischer, absolut Galois- 
scher Kérper mit der Relativgruppe S*(0<a2<n=I"), wo / eine Prim- 
zahl, und sS = S*'s ist. Es sei f der Fiihrer des K zugeordneten Strahls 
von k: f = él,l,---1,.U", wo (l) = Q%, () = 2°”, n, = 14%, ny=l, und &, 
resp. £ aus lauter voneinander verschiedenen Primidealen zusammengesetzt 
ist. Die Zahlen « und y sind nach Kapitel I, 6. genau bestimmt. Man setzt 

v = 22, - sts 3.2", 
wo u=2, wenn u=0, /=2, m=—1 oder 1=3, m=— 3, sonst 
uw =O, wenn u,=0, und, falls man zuniichst die Fille | = 2, (4) + 0; 


m=—=—1, l=2; oder m= — 3, / = 3 ausschlieBt: 


u = (6u,+o6—1)n,+1, wenn u,>0, und sS=S8s, 
u = (6u,+1—6)n,+1, wenn u,>0, und sS = S~'s. 


In den Fallen / = 2, (“) +0 oder 1=2, m=—1, oder 1 =3, 
m= — 3 sei 
“= (6u,+ 26—1)n,+1, wenn u>O0 und sS = Ss, 
u = (ou,+ 1)n,+1, wenn uw) >O und sS = S~'s. 


Alle Zahlen A von K, die (mod %) der Einheit kongruent sind, 
A =1 (mod §), 


bilden den Klassenstrahl. Wenn eine Zahl von k im Klassenstrah! liegt, so 
liegt sie auch im Strahl (f). Denn wenn 
« =1 (mod §), 
so ist auch 
«=1 (mod//,---11"). 

Wenn aber / = 2, (5) +0, oder /= 2, m=—1; oder 1=3, m=—3 
ausgeschlossen sind, so ist wegen der Definition von u: vy = u)+1 oder 
v= uU,+2—6 (da 2 = 36 —o*), je nachdem sS = Ss oder sS = S~'s, 
Nach den Festsetzungen Kapitel II, 6 ist daher »v =v. Im Falle / = 2, 
m=—1; 1l=3, m=—3 ist y=v+1; denn dann enthilt f wegen « 


*) + 0 ist, so ist die Ver- 


zweigungsgruppe von & zyklisch, und vy = v, weil v mit der Festsetzung 
von vy tibereinstimmt (nach Kapitel II, 6. ist t,— 1). 


einen weiteren Faktor 2 resp. 3. Wenn / = 2, ( 
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Ist umgekehrt « eine Zahl des Strahles / in /, so ist nach Kapitel J, 2. 
«* = 1 (mod f), 
also «* auch im Klassenstrahl, da nach obigem u < yn. 
Mit Hilfe dieses Klassenstrahls %§ kénnen wir die Klassen des Ober- 


kérpers K in Strahlklassen einteilen. Zwei Ideale U und B von K heifen 
diquivalent (mod %) oder liegen in derselben Klassenstrahlklasse, wenn 


uw , 
B _ (A), 


und A so mit einer Linheit multipliziert werden kann, dap eine Zahl des 
Klassenstrahls entsteht*). Man schreibt 


4 ~ B (mod §). 
Alle (mod %) aquivalenten Ideale bilden eine Strahlklasse, alle Strahlklassen 


eine Abelsche Gruppe. Aus letzterer greifen wir die zur Primzahl / ge- 
hérende Untergruppe heraus; d.h. ist /* die gréBte in der Strahlklassen- 


zahl H enthaltene Potenz von /, so betrachtet man nur die :” Potenz 


aller Klassen resp. Ideale. [* ist die Anzahl dieser Klassen. 

Ist h die Klassenanzahl des Strahls f von k, die gréBte in h ent- 
haltene Potenz von J, so macht man auch hier dieselbe Uberlegung: /” ist 
die Anzahl der zu | gehdrigen Strahlklassen in /. 

Wenn | +2 ist, so erkennt man ans obigem, daB alle Ideale jeder 
zu | gehérigen Klasse vom Strahl f in / in dieselbe zu / gehérige Klasse 
von § in A fallen. Jede Klasse des Strahles f bleibt also Klasse im 
Strahle % des Oberkérpers. 

Ist / = 2, so bleibt dies nicht mehr bestehen. Man fiihrt dann in k 
den enyeren Aquivalenzbegriff ein, nach dem zwei Ideale a und 6 von k 
nur dann iiquivalent sind, wenn 

a Aye 
6 (@) 
und («) so gewihlt werden kann, dab 
«= 1 (mod f/f). 
Ist h,* die Klassenzah] des Strahls im engeren Sinne, so ist 


*  Si+o-—l oe 
h® = 2°+¢-'h .**) 


Bei Zugrundelegung dieses engeren Begriffes gilt das vorige auch 
fiir / = 2. 


*) Siehe hierzu Fueter: Der Klassenkérper der komplexen Mu'tiplikation etc., 
Teubner 1911, 8. 12 u. ff 


**) Siehe Kapitel I 8S. 181, wo o und @ erklirt sind. 
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2. Satz: Liegt die (1—S)* symbolische Potenz einer Zahl A im Klassen- 
strahl, so ist A nach jedem in % enthaltenen Ideal 2,, das zu (1) prim ist, 
einer Zahl von k kongruent. 

Es sei 
As —H=1(8), 
so setze man 

A= 1L+H+H!'tS4+.---4 His S+s2+---+5"— 3, 
dann ist 
A, =n + 0(%). 
A, ist deshalb von Null verschieden; und da H'+5+:+8"~* = At~s" = 
ist, muB 
H = A,!-* = A!-*: 


somit ist A eine Zahl « von /: und 
A= «aA, =na(X,). 
3. Fiir das in (/) enthaltene Ideal & liegen die Verhiiltnisse kompli- 
zierter. Wir beweisen schrittweise: 


a) Wenn A eine Zahl des Zerlegungskirpers in bezug auf k der in (1) 
enthaltenen Primideale in K ist, und wenn A 2u | prim ist, so folgt aus 
A! S — 1(f), 
dap A (mod [*) einer Zahl von k kongruent ist. i ist eine beliebige ganze Zahl. 

Denn jedes Primideal 2’ von (/) ist im Zerlegungskérper vom 
1. Grade. Ist A’ durch & resp. 2L’s2’, wenn 6 + 2 ist, teilbar, aber so, dab 
(A’) (N’) eel ag 
@ TSP. aoe 4U (1) prim ist, so setze man: 
A= A'St 824-0548" —1 
(r, der Grad der Zerlegungsgruppe). A ist zu 2’s2’ prim; die Spur y 
von A in bezug auf / ist ebenfalls zu (U2) prim. Setzt man: 


A'S H, Ap = A+ ASH 4 ASHEFS 4 ASOT HERS Hoste? 


so ist wegen der Annahme A, = y (mod [‘) + O(f); A, ist somit von Null 


verschieden, und da A,t~S=H, muB wieder . 


i eine Zahl « von k sein; 
1 


dieselbe ist zu (7) prim; also 
A=«aA, = «>p((. 


b) Wenn A eine zu (l) prime Zahl des Trégheitskirpers in bezug auf 
k der in (0) enthaltenen Primidceale ist, so folgt aus 


A'-S = 1 (mod 19, 
dup A (mod {*) einer Zahl von k kongruent ist. 
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Wegen a) haben wir nur zu beweisen, daB A (mod [*) einer Zahl des 
Zerlegungskérpers kongruent sein mu8. Wir nehmen an, der Satz gelte 
fiir einen beliebigen Unterkirper des Trigheitskérpers und beweisen ihn 
fiir den nichst héheren, relativ-zyklischen Kérper vom Relativgrad 1. Da 
der Satz fiir den Zerlegungskérper bewiesen ist, folgt daraus durch den 
SchluB der vollstiindigen Induktion der Satz allgemein. Z sei die Sub- 
stitution der Relativgruppe, Z'= 1; Z ist eine Potenz von S. Aus 

A'-S=1 (f) 
folgt dann auch 
Ai-2=1 (Pf). 

Da I prim zur Relativdiskriminante des Trigheitskérpers ist, gibt 
es wenigstens eine Zahl 0’, fiir die O’— ZO’ zu &, einem Primideal 
von (/), prim ist. Somit wegen ZL’ = \’: 

A(9’) = (O’— Z9’) (O’— Z*0’) -- - (O’—Z'-'0’/) = 0 (L’) 

= 10’'~!— (I—1) #,0"'- 2+ ...—(—1)'8,_, # 0 (2), 
wo #,, #,,---, #,_, Zahlen des Unterkérpers sind. Alle #, sind nicht 
durch 2 teilbar. Ist #, dasjenige unter ihnen, das zu 2 prim ist und 
den kleinsten Index besitzt, so setze man O''= 0, die Spur # von O in 


bezug auf den Unterkérper ist dann zu & prim, da sie kongruent 
i, (mod 2’) ist. Jetzt setzt man: 


At-2—H, A, = 0+ 07H + OF H'+2 +... + OF TE pytaZteerg zim? 
so wird wie friiher: 
Aj-2=H; A, =@(mod lf); A, +0; A= «A, = «a (mod 2) 
oder 
A = a* (mod 2), 
wo «* im Unterkérper liegt. Da aber nach Annahme 
A'-S = 1 (mod 2") 
und der Satz fiir den Unterkérper gelten soll, so ist «*, d. h. auch A (mod 2) 
einer Zahl von k fiquivalent. Da dies fiir jedes Primideal 2%’ gilt, so gilt 
es auch fiir [* 
c) Der Trigheitskérper relativ zu k der in (/) enthaltenen Primideale 
ist mit dem Verzweigungskoérper identisch, da der Relativgrad eine Potenz 


von / ist. Setzt man S” = 7, so ist 7” (O0<2<n,) die Verzweigungsgruppe. 
Wir bauen K sukzessive aus dem Verzweigungskérper auf durch K,, K,,-- 
-K, 1, K,,=K, wo jeder Kérper den Relativgrad t zum vorher- 
gehenden hat. Ist (/) = 2°” in K, (1) = &°" in K,, so ist £ = Q/"~**). 


*) Die Bezeichnung &, ist nur voriibergehend und darf nicht mit den friiheren 
Teilern 2; von /; verwechselt werden. 
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«) Jede Zahl A von K, lapt sich in der Form darstellen 
AmetA + A,+->-+A; ra <u S<---<q 2, 


wo A, eine genau durch 2/% teilbare Zahl von K, oder gleich Null und q, 


cu lL prim ist. « liegt im Verzweigungskirper; %{ ist ein in K, liegendes 
.Primideal von &5 BJ = UO. 

Denn jede Zahl A ist (mod 2%’) einer Zahl « des Verzweigungskirpers 
kongruent; ist A=a+A,, und 2’ die gréBte in A, enthaltene Potenz 


von 2), r=l~-‘q,, wo q,; zu l prim, so ist, wenn A, die obige Be- 
deutung hat, * einer Zahl a, des Verzweigungskérpers kongruent (mod 2°); 
vj 


also, da « zu &/ prim ist und fiir «,A,, wieder A,, geschrieben werden 
kann: 


A=ath +A,, 1 >lo~'g, 

r, kann als die gréBte Zahl angenommen werden, fiir die A einer 
Zahl von K, (mod 2’) kongruent wird. Ist r, = l~4g,, so ist deshalb 
i, > 7%; denn sonst kiénnte A, in der eben angegebenen Weise nochmals 
umgeformt werden, wodurch ein y, > 7, erhalten wiirde, fiir das A einer 
Zahl von K;, (met Q' 7) liemapleent wiirde, gegen Aimdhane. A,, formt 

man weiter in der angegebenen Weise um und erkennt so die Richtig- 
keit des Satzes. AuBerdem ist J hg, > bo—fq,. 

6) Wir beschrinken uns von jetzt an auf den Fall sS =S~'s. Der 
Kreiskérperfall sS = Ss ist fiir 6=1 genau gleich, fiir 6=—2 entsprechend 
durchzufiihren. AuBerdem seien, wenn nicht das Gegenteil angenommen 
wird, die Faille /=2 und /=3, 6 = 2 ausgeschlossen. 

Wenn 

A'~? = 1 (2) ¢>0), A=O0 (2), Am atA,4+---+A, 


, 

wo & ein Primideal von (1) und A, die in «) angegebene Bedeutung hat, 
' ) ange; , 

so wird 


@ >t —1+ 4 —(e— 1), 


q; >th—-1+4+ Pte —(6—1)l (i = 2,3,--+ uh). 
Die Ungleichungen gelten nur fiir diejenigen q,, fiir die \,, von Null ver- 
schieden ist. 
Um Doppelindices zu vermeiden, beweisen wir nur den allgemeinsten 
Fall, daB alle \,, +0 sind. Beschriinken wir uns auf K,, wo A=a+A,+A,,, 
so folgt aus A— T'A=A, — T'A, wegen Hilfssatz If und III: 
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Ai-?' =1 (Q,’" +4); ee" =| (Q,' 1+2") +1 (Q,'2+0"); 

also 
de tol+1>tP +14 ——. 

oder 

Gy >tP—-1 4+ ss »—(6—1)l. 


Nehmen wir allgemein den Kérper K,_,, so ist nach Hilfssatz LI: 
a regent 
AP = 1 (ge ' +). 
Wir nehmen an, in diesem Kérper sei fiber A nichts anderes als 
diese Kongruenz vorausgesetzt, und es gelten dann die Ungleichungen: 


q,>th—14+ ay —(6—1)l (i=2,3,--,x—1). 


Beweisen wir in A, fiir eine Zahl A dieses KGrpers, fiir die 

Ai-7'=1 (Q* +!) 
ist, dieselben Ungleichungen, so gelten dieselben allgemein, nach dem Schlub 
der vollstiindigen Induktion, da fir x = 2 die Ungleichheit oben bewiesen 
ist. Es sei in K): 


Amati t--*+A. +A, Nm=atar +---tA 


Iy-1 ty 1 


? 
also 


A=A+A,, 
wo A’ in K,_, liegt. Dann ist 
A—T"""A=A —T"'A, 


Vy 


oder wegen der Hilfssiitze Il und III: 
gq, +1 + o(l+---+-1) > tk + ine +14 6(P+---+F-), 


q,2th—1+4 7, —(6—D). 


7 


Deshalb ist 


( Peo 
A—-TA=N-TAV=0\R5 ™™* }, 
oder, da A’ wegen der Ungleichungen in Satz «) durch genau dieselbe 
Potenz von &” teilbar ist, wie A: 
A’i-?' 1 (g,'" +) 4 (a7 *+a). 
Andererseits ist 


"1- . reel . 
A'-T=1 (2 °F ( »); 
wenn 6 = |, folgt daher 
A‘i-t! =] eer, **4. 


z-1 
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Wenn o = 2 und 4 eine genau durch 2’'"~" teilbare Zahl des Verzweigungs- 


kérpers ist, so kann man A’'~? = 1 + bs setzen, wo A durch &_,; genau 
teilbar ist. Dann wird 


i-1 
_ —~ we 1 , -1 
An?! . 1+4)) 5x on. +). 
=0 
t-1 


Pe - i= A’ ist wegen oben wenigstens durch &_, teilbar; man beweist 
e=0 


wie friiher*), daB es dann wenigstens durch 2,_, teilbar ist. Also wieder 
A’i-7r'—] (grr *+4 
x—1 P 
A’ liegt aber in K,_, und nach Annahme folgt hieraus 
a2—14—, —(o—1)l fir i=2,3,--,2x—1. 


Da fiir ix die Bedingung schon bewiesen, folgen dieselben all- 
gemein. Es bleibt nur noch iibrig, die Bedingung fiir g, zu zeigen. Man 
erkennt aber sofort 


oa 
A—TA=A, —TA, -o0 (¢ adi ), 
qt+1 2+ 2;—(@-)), 
%2tl—-1+ .2,-(-N w. z. b. w. 


vy) Wenn A'-? =1 (2) (t> 0), so kann man A stets so mit einer 
Zahl des Verzweigunyskirpers multiplizieren, daB das Produkt zu &% prim wird. 

Wir beweisen den Satz zuniichst fiir jedes in % enthaltene Prim- 
ideal 2’. Ist niimlich A genau durch &'“* teilbar (q, zu 1 prim), so ist 


Am A +A te tA, 
also nach p) 
x=1:4,>tl —1+q,—(e—1); oder tl <e, 


1 


xe>1i:¢,>t¥—1+4¢—(6—1)l; oder th<1+(6—1)l, 


was unmdglich ist, falls 14-2. Also kann A nur durch 2’*” teilbar sein, 
woraus der Satz folgt. 
0) Wenn 


Ai-7 1 (Ql +1—a)m, +1) und A=a + A, ferret A, 


*) Beweis von Hilfssatz III S. 200. 
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so darf man wegen y) « zu 2 prim annehmen, also r= 0 in #) setzen. 
Es ist somit 

q; j= (6% +1—6)f -1—(6—1)l (i>1), 

%= (ou +1—o)l—6 
fiir alle q,, fiir die A,, +0. Daraus folgt 

Gq = 4(u, — 1/0 (¢=1,2,---, m9); 

man kann A deshalb auch in der Form schreiben, wenn man es noch 
mit «~' multipliziert denkt: 


Am14 let (A +A t-- +A, ), 
wo 

qZ2l—e, 

q, > —(e—1)l-1 (¢>1) 


j“o-# 


fiir alle q,, fiir die A, +0 ist. Dabei ist A, genau durch or" a" 
teilbar, und 2 ist irgend ein Primideal von &. 
Es fragt sich, wie viel (mod 2’°“+!-”)">+") inkongruente A es gibt, 
deren (1—7Z)* symbolische Potenz die Bedingung 
AI-T = 1 (Qo%+1-9)m+1) 
erfiillen. 
Zunichst in K, folgt aus A=1+/"-'A,, g, >1—<o: 
A, — TA, = 0 @,'**) 
oder wegen Hilfssatz I 
@+1fl+1, g>l 


A=1 (G,emti-or+1) 


und 


d. h. es gibt nur ein A. 
In K, wird 


A=1+l"'(A, +A,),q21-—6,q2> 2 —(6—1)l—1, 
und 


A— TA=I-*[(A, —TA,) + (A, —TA,)] =9 (B,0%4!- 9+). 
(A,,—TA,) ist genau durch 2:'%+, (A.—TA,) genau durch {3%** teil- 
bar. Entweder ist also 

@+1S°P+1, @>P 


und 

-_ lg+iISP+1, g >I, 
_ A=z1 (Bom +1-4)F +1), 
oder es ist 


liqg+t+l)—q+1; 
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daraus ergeben sich die beiden Lésungen 


q,=P—(6—1)l—1, g=l—o 
und 
q =? —1, q=!—1, 


die fiir 6 = 1 zusammenfallen. Alle inkongruenten A sind dann gegeben 
durch 

A, = 1+ I-18 (A_, +Ap_,), lat-rip 
A,= 1 +18 EA gt Ap o—1)-1)s : vik 


wo &, &, alle Zahlen des Verzweigungskérpers (mod 2’") durchlaufen. 
Man kann dann &,, &, stets so bestimmen, daB 


A=A,A, (mod Q)%+1-9F +2), 
Denn wegen obigem kann man A stets in der Form 
A=1+4l”-'[aA,_,+ BA _ 0-1-1 +y7A_ y+ dAz_,| 


annehmen. Nimmt man 


1—T =1 errr 


E,=a, §& =y (mod g;"), 


A — A, A, = I~ *[((B— Bo) Ape nioesy-a + (7 — &)Ap_a- 


so wird 


Da aber 
(A—A,A,) — T(A—A,A,) = 0 (Qjuott- oP +h), 
folgt ohne weiteres auch , 
B—§&,=0, y—§, =0 (22°), w. a. b. w. 
Allgemein seien in K,_, ot,_, Zahlen 
A,, Ay; (¢=1,2,---,t,_4) 


der Form 


=l1+4+ [uot (A, +77 FA, _) 


gegeben, fiir die A}-” resp. AX~7=1 eaten} Wir nehmen 


an, jedes weitere A, fiir das A'-7=1 (gitaytt-0F-848) lasse sich durch 
die Kongruenz 


A=A,A, A,A,,°°-A, A (gie+1-9F-* +1) 


geben, falls man nur die £ im Verzweigungskérper richtig (mod @"5') 
bestimmt. Nach obigem ist dann 1, = 0, 1, = 1. 
Um eine Rekursionsformel fiir rt, zu finden, gehen wir von K,_, zu 
K, tiber. Ist A=1+ l@-* (A, +---+A,), wo g, > — (6—1)1—1 sein 
muB, so sind nur die Fille méglich g, >, g¢,=’—1, g, =”—(6—1)I—1, 
wie man gleich wie oben erkennt. Setzt man 
15° 
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AL = 1 + &, (Ay, +:°-+A,_, + Av-1), 


wo 
Ad-?=1 (Qi (ou +1—a)t +1), 


Aor, = 1+ bar, (Aj, +:°s + Ag, + Ae—(o-i-1), 


an? mi (Qret'-9"*4), 
so sind , , £,,, unbestimmte Zahlen des Verzweigungskérpers (mod 2’). Ist 


A=1+ bo *(a,A,, da a, yA, x, BAe go—ayi—a +72 _;) 
eine beliebige Zahl, fiir die 
Ai-T=1 (QiCowo+i—a) +1) 
so nehme man 


B=) bon =B (2). 


Dann ist einer Zahl A’ von K,_, kongruent (mod Q1%o+1—o9* +1) | 


A 
A, A, Ty 
und da auch 

att — 1 (Q<(owott a Mites. 
so liBt sich A’ durch die A,,A,,---,A, _A darstellen, oder 


ot 


A = A,A,---A A A, A. (g’tem+1—o0+1) | 


Te—-1 9% x—1 x x 
Daher wird tr, =1,_, +1, und da r, = 0, t, = 1, so ist allgemein 
t,=x—1, 1 =a, —1. 
Damit ist der allgemeine Satz bewiesen: 
Satz: Es gibt hichstens o(u,—1) verschiedene Zahlen A der Form: 


A= 1+ §le-' (Avo 5 se Nx) 


A =1 +é [¥o—1 A +---+A (t=1, 2, ---,u—1), 
at Fae ( 974 4°) 


deren (1—17')* symbolische Potenz der Einheit kongruent wird 
(mod Q' a Ug + 1-4) ng + 1), 
sodap bei richtiger Bestimmung der Zahlen a, &;,&, (i =1,2,-+-,%—1) 
(mod 2’) im Verzweigungskirper jede andere Zahl A, fiir die 
Al- T = 1 (Q’lomt1—a)0, +1 ) 
ist, sich in der Form darstellen lapt: 


A=aA,A,---A A (QL (F to + 1a) mo+1) 


@(#%_g—1) 


ue —1 


é) Wenn A eine zu 2 prime Zahl ist, fiir die 
A'-s =] (Q(4 Ho + 1—a)mot+1), 





8 
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so hat A die Form A= « + I”~*(A,,+---+A,,.), wo « im Verzweigungs- 
kérper liegt und zu 2 prim ist. Dann ist auch 

a—Sa=0 oder at-S=1 (Lwt2—o)m), 
d. bh. nach b) @ = ay (QL “+?-%%), wo a, in k liegt. Da A'S = (as1A)'-, 
so kann man A immer mit «>! multipliziert, oder in der Form 

A=1+ "(A +---+A,,) 

annehmen. Es fragt sich, wieviel (mod 2’(’“+!-“)"e+1) verschiedene solche 
A es gibt. Dazu haben wir nur die A; und A,, von 6) zu betrachten. Es 
gebe A, resp. A,,, fiir die bei nun festem &,, &,;: 

A;1-%= 1, A>" =] (QOH +1—- a) mo+1), 
wo 

Aj=1+le-*(A, +--+ +A,) (Aj, entsprechend) 

ist. Dann ist 
Aj — SA! = l-*((A, —SA,) +-°- + (A,,— SA,,)) =O (Sewett—omett), 


Beriicksichtigt man die Bedingungen*), denen die q, unterliegen, so 
erkennt man sukzessive: 


A,, — SA, =0 (g-"-)*) gol, &--.6 

Daraus sieht man, daB A,, auch genau durch S2/“ teilbar ist, d. h. 

somit durch &“ oder: fiir alle Primideale von & erhalt man dieselbe Dar- 

stellung von A. Wir diirfen von nun an die Kongruenzen mod. 20“+!—9%) "+4 

nehmen. Ist A,= 1+ &l%~*(A, +---+A,,) das allgemeine A,, so ist 
nur dann A}~*% = 1 (Q¢“e+1—on+1), wenn 


E,(A,, Maia \,,) 4 SE(SA,, + ita a SA,,) 
= (&,— SE) (A, +--+ A,) + SEL(A, — SA,) +--+ (A, —SA,)] 


= (&,—SE)(A, +---+A,)=0 ("+") 

wird. Da 9,< mo, so ist dies nur méglich, wenn 
&,— SE=O0), FS = 10) 

oder wegen b) &, einer Zahl von k (mod {) kongruent ist. Dasselbe be- 
weist man fiir &,, in A,,. Somit unter Beriicksichtigung von +): 

Jede Zahl A, fiir die A'~* = 1 (Qe%+!-%~+1), ist in der Form dar- 
stellbar : 

A = @A,A,- + Ay sAgyu—1) (BO%**- 94"), 

wo «, und die &, &,, trgend welche Zahlen von k sind. 

Die &, &; kénmnen [? verschiedene Werte annehmen (mod f). Das 
System A,A,---A,_,A stellt somit [27(“—») = [?-») (mod Q@ “+1—9) +1) 


G (uy—1) 


*) Siehe 6) S. 225 u. ff. 
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verschiedene Kongruenzklassen dar. Wir kiirzen das System durch & ab. 
Man erkennt somit den Satz: 

Satz: Wenn A'-S =1 (Q@%+!-)~+1), so kann man A stets 30 mit 
einer Zahl von k multiplizieren, daB es einer der ?\“°— Kongruenzklassen 
des Systems Z (mod Qe%+!-%"+1) kongruent wird. 

Der Fall | = 3, 6 = 2 erledigt sich ganz entsprechend. Nur besteht, 
falls A,'~7 =1 (%,°), das System 2 aus 3?” Klassen. 

4, Kehren wir zum Klassenstrahl §§ von 1. zuriick. Um die Resultate 
von 2. und 3. zu vereinigen, kénnen wir annehmen, daB die Kongruenz- 
klassen J saimtlich der Einheit kongruent werden (mod &,) (i = 1, 2, ---, r). 
= sei von nun an stets dieses System. Dann folgt der 

Satz: Wenn A'-* eine Zahl des Klassenstrahls § ist, so kann man 
A stets so mit einer Zahl von « multiplizieren, daB das Produkt der Ein- 
heit (u, =) resp. einer der P\“-—(u,>0) Klassen von Z (mod §) kon- 
gruent wird. 

Im Fall 1 = 3, 6 = 2, Ai-"%=1 (&,°) tritt 3° an Stelle von P\%-, 

5. Hilfssatz: Im Klassenstrahl gibt es ein System von u unabhdngigen 
Einheiten H,, H,,--+, H,, deren Relativnormen in bezug auf k eins sind 
und fiir die ein Ausdruck der Form: 


Ht H3*--- He", wo O<a,<l (i=1,2,---, u), 
nur dann die (1 —S)* symbolische Potenz einer .  Ueinheit wird, wenn 
Y= %=—---=—2,=0. 


Beweis. Wir bauen K sukzessive durch K,, K,,---, K, aus k auf, 
wo jedes K, relativzyklisch vom Relativgrad / zu K,_, ist. 

a) Fir K, folgt der Satz aus einem Hilbertschen*) Satze, falls man 
dort das System der unabhingigen Kérpereinheiten durch ein solches von 
Strahleinheiten ersetzt. 

b) Der Satz gelte fiir K,_,. H,, H,,---, H,_, seien die betreffenden 
Einheiten in K,_,. Dann wird auch in K, niemals 


HHS... Ht E'-*% wo O<a,<l (i=1,2,---,x—1), 
sein kénnen, es sei denn 2,=2,=—---=—2,_,=0. Denn durch Bildung 


der Norm fande man nach Annahme: 


. z—-1_ jet .— 
1 =[H?.-- H%*>! preesvee a ated oder E=S *s. 
d. h. E lage in K,_, gegen Annahme. Um die Existenz einer x” Kin- 
heit H, in K, nachzuweisen, benutzen wir die relativen Grundeinheiten 


von K, in bezug auf K,_,**), indem wieder ein System von unabhingigen 


*) Zahlbericht, 8. 275, Satz 92. 
**) Zahlbericht, 8. 272 u. ff. 
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Strahleinheiten den Hilbertschen Entwicklungen zugrunde gelegt wird. Es 
sei H die Einheit, deren Relativnorm in bezug auf K,_, eins ist, und die, 
mit irgend einer Einheit von K,_, multipliziert, niemals die (1 — S”~*)* 
symbolische Potenz einer Einheit wird. Es sei E,_, irgend eine Strahl- 
einheit von K,_, und 
: E,_,H = EG-5", 

wo E eine Strahleinheit von K, sei; dagegen sei, bei beliebigem E/_,, 
E’_,H nicht die (1—S)**+'* symbolische Potenz einer Strahleinheit. Dann 
ist r< *-*. Denn aus der Identitiit 


(1—S)""*=f,(8)(1—S"~") + (8S) (1+ S"-'+--- 4+ Se-ne-") 
wo f,(S) und /,(S) ganze rationale ganzzahlige Funktionen von S sind*), 
folgt 


ga—sy"—* on &’ [Enip-s"—* 
also fir r>/"-! oe 
” ; x—t 
E”_,H= =) eed 


gegen Annahme. 

Man wiihle E,_, so, daB das zugehérige t den gréBtméglichen Wert 
von t</*-', der fiir irgend eine Strahleinheit von K,_, eintreten kann, 
annimmt. Man setze H, = E*(/+ 2); dann ist die Relativnorm von H, in 
bezug auf k& gleich 1. Denn ist E'+S+-+5"-'— 0, so muB, da E im 
Klassenstrahl liegt, ; 

o =1 (mod f) 
sein. Im Fall m=—1 oder m—=—83 enthiilt aber f sicher 2 resp. 3 


und da +7 #1(2), + ise 


die Norm von H, ist daher 9* oder 1. Wire nun 


Ho Hy ~~ Het = Ey” (0<4,<l, i=1,2,---,%), 


1 
wo E, eine Strahleinheit und x, + 0, so wire 


EW = __.—-"" 

d. h. es yiibe eine Strahleinheit von K,_,, mit der H*, also auch H multi- 
pliziert, die (1—S)*+!* symbolische Potenz einer Einheit wiirde, gegen 
Annahme. Also miiBte z,—0 sein. Das ist aber nach dem obigen un- 
miglich. Also ist H, die gesuchte Einheit. 

Der Satz gilt auch fiir / = 3, (<) = 0. 

6. Einteilung der Kiassen des Klassenstrahls in Geschlechter. 

Definition: Alle Idealklassen des Klassenstrahls (%), dessen Relativ- 
normen in bezug auf k in dieselbe Strahlklasse von (f) fallen, bilden ein 


+ 1(3), so ist nur 9 = +1 méglich; 





*) Siehe Fueter: Theorie der Zahlstrahlen II, J. f. Math. 130, 8. 233, 234. 
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Geschlecht. Diese Definition gelte nicht nur fiir den relativzyklischen 
Kérper K, sondern fiir jeden Relativ-Abelschen Oberkérper von k. Alle 
Klassen von (%}), deren Relativnormen in bezug auf k in der Hauptstrahl- 
klasse (f) liegen, bilden das Hauptgeschlecht. Ist h die Strahlklassenanzahl 
von (f), der gréBte in h enthaltene Faktor von 1, so gibt es, wenn wir 
wieder, wie in 1., alles in bezug auf / betrachten, hichstens /* Geschlechter, 
die zur Primzahl / gehéren. 

Satz: Die Anzahl der wirklich existierenden Geschlechter des relativ- 
syklischen Korpers K vom Relativgrad |" ist hichstens ’~“. 

Beweis: a) Ist U& ein Ideal von K, so ist A'-* in einer Klasse des 
Hauptgeschlechtes. Denn die Relativnorm von YU'~* ist (1). 

b) Es sei A'-*~ 1 (mod §), also 

Wi-S— (A), 

wo A im Klassenstrahl liegt, A= 1 (mod §). Die Relativnorm von A in 
bezug auf k ist eine Einheit g, fiir die 9 =1(f), also p=+1. Ist 
@ =—1, so ersetze man M durch Y*, was erlaubt ist fir 7+ 2. Dann 
wird g= +1 und A= A!~-*‘=1 (mod §). Nach dem Satz von 4 ist A, 
dann einer Zahl des Systems Y (mod %) kongruent. Andererseits ist 


wroacs G)=s(f) 


Da &% und A, zu & prim sind, mub a ein Ideal a von (f) in & sein. 


Also wird & = (A,)a oder, wenn mit Z eine Zahl des Systems bezeichnet 
wird, 
A> (L)a (F). 


ce) Ist Wi-S > Wi-S (F), so ist Gy)’ 1 (%), also nach obigem 
2 


a (2) (8) 


d. h.: Die Anzahl aller Strahlklassen, deren (1—S)* symbolische Potenzen 
dieselbe Klasse des Hauptgeschlechts sind, ist gleich der Anzahl der Strahl- 
klassen, in die die Ideale (X)a zerfallen, wenn (Z) alle Ideale des Systems Z 
und a alle Ideale von (f) in k durchliuft. 

d) Die Anzahl aller Klassen des Strahls (%), deren (1 — S)* symbolische 
Potenzen dieselbe Klasse des Hauptyeschlechts ergeben, ist hichstens gleich 
-* (tg =0) resp. X+2%-9—" (4. >0). 

Denn nach dem Hilfssatz von 5. und nach 4. kann man jede dortige 
Einheit H,; in der Form darstellen 


H,;= A)-*, (i=1, 2, +++, 4), 


wo (A,) eine Klasse von 2 sein wird (mod §). AuBerdem ist (A,) eine 





p_ am nee pee 6h h6UehCClUee 
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Klasse a, von (f) in k. Es seien t der Zablen A; zugleich im Klassen- 
strahl. Fiir u,—0 ist dann tw. Das System dieser t Klassen a, ,a, ,---,a 


't 


7 


aa... a"? (O<a,<l, i=1,2,---, 1) 


stellt dann J" verschiedene Klassen von (f) dar. Denn wire 


a” a™ Pees a’™ _ (a), 


S % 't 
wo « im (f) wiire, so giibe es eine Einheit H des Klassenstrahls, sodaB 


An. AS'=a@H oder H"H'---H'=H'~", 
was nur fiir 7,=—2,—---=z,=0 miglich ist. Somit fallen /’ Klassen 
von (f) im Klassenstrahl (%) in die Hauptklasse. Da r= wu, fiir u,=0, 
gibt es in diesem Fall also nur /*-“ Klassen des Systems a(2’) (mod §). 
Im Falle u > 0 gibt es noch *+2“~-%-* yerschiedene Klassen in a(2). 
Da aber die noch bleibenden /*-* Klassen a,=— (A;) Klassen des Systems 
(2) sind, die alle voneinander verschieden sind, da ja die A,, A,,---, A, 
den aufeinanderfolgenden Koérpern K,, K,,---, K,— K angehiren, so 


[2 +2 @o-D- t 


bleiben auch in diesem Falle nur ae = *+2-D-"“ yerschiedene 


Klassen des Systems a(2) iibrig, Jm Falle l=, 6=2, (<) =0, 


Ai-? = 1 (2°), ist fiir u, > 0 die Anzahl hichstens 3***%~*, 

e) Die Anzahl der existierenden Geschlechter sei g; jedes Geschlecht wm- 
fapt gleichviel =e Klassen. Denn man erhilt alle Klassen eines Geschlechts, 
wenn man eine seiner Klassen mit allen e Klassen des Hauptgeschlechts 
multipliziert. Die Anzahl aller Klassen ist somit eg. 

f) Ist u,=— 0, so gibt es héchstens /*-" Klassen, deren (1 — S)* sym- 
bolische Potenz eine der e Klassen des Hauptgeschlechts ist. Also ist die 
Anzahl aller Klassen héchstens e/*~"; oder 


eg < el” Se g9sF-". 
Der Satz ist in diesem Fall bewiesen. 
g) Ist dagegen u, >0, so gibt es héchstens *+*\“o-)-” Klassen, deren 
(1—S)® symbolische Potenz eine Klasse des Hauptgeschlechts ist. Wir 


. . on e . . 
werden nachher zeigen, daB es andererseits hichstens 3, Klassen im 


Fe 
Hauptgeschlecht gibt, die die (1—S)* symbolische Potenz einer Klasse 
werden kénnen. Also ist die Klassenzah] < ae 5 [¥+2(%-1)-" oder 


e “+ 2(uy—1)—u q < Jen, 


egs B(“o-1) 











234 R. Fuerer. 


Um noch zu beweisen, dab es héchstens 26-5 verschiedene Klassen 


im Hauptgeschlecht gibt, die die (1 — S)* symbolische Potenz einer Klasse 
sind, nehmen wir die in Hilfssatz IV, Kapitel II definierte Zahl A,, _,° 
Dieselbe nehmen wir noch durch &,, &,, ---, 2, teilbar an und setzen ihre 
Spur in Bezug auf & in der Form 


A~-*a@, wenn sS=Ss; 14°%-\“-YXe, wenn sS = S~'s 


ist, voraus, wo « zu / prim ist und 4 durch [ teilbar, aber 0 zu l prim 


ist. Letzteres diirfen wir annehmen; denn es gibt im Verzweigungskérper 
stets eine Zahl 0, deren Spur in, bezug auf k zu / prim ist.*) Wenn die 
Spur von A,, _, in bezug auf & nicht obiger Bedingung geniigte, so stelle 
man die Spur von A,,_, in bezug auf den Verzweigungskérper in der 
Form 14°“0’, resp. 2°“°-(°- Q’ dar, wo ©’ zu (J) prim ist. Dann geniigt 


7 A,,,- sicher allen gestellten Anforderungen. Wir beschrinken uns von 


nun an auf den Fall sS = S~'s und setzen 
B; — (1 a a; '-*A,, _3) (i s 2, 3, con, GU, —(¢— 1)). 
«,, 4 sind Zahlen von k und A hat obige Bedeutung. 8, sind Ideale des 
Hauptgeschlechts. Denn bedeutet N die Norm in bezug auf k, so ist nach 
Annahme 
N(1 +a dfAy,, 1) = 1 dfn Dee + AED outta, 
oder, da i> 1: 
N(1 + aa’ *A,,._,) = 1 (t*~*) 
=1 (1) (c= 1,2,--471). 
Aus der Annahme 
B, B, ate _ = 1 (§), 
folgt 
«,=0 (L) (i= 2, 3, ---, 6u,— (6 — 1)). 
Denn sonst miibte es eine Einheit H geben, soda 
H(1 + AaA,,,_,) (1 + Aad, 1) 0° - (Ld? doug —(o—1)Ay,,-1) 
= 1+ Arm —DA, 
wo A wenigstens durch & teilbar wire. Bildet man hier die Relativnorm 
in bezug auf k, so wird, wie oben, wegen N(H) = 1, 
(1 + alot? %% + @,24°%+3 a.) (1 + AT H0+ 89 oy 4 ac,2 47% + 8.) a 


om dl + Gicn.~nyg*t ”"*"e + gprnuttg) =1+ PrunH~ RG, 


GUg—-G—1 


*) Siehe dieses Kapitel S. 222, 3. b) Beweis. 
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wo « sicher zu / prim ist. Liest man diese Gleichung sukzessive als 
Kongruenz mit den Moduln [(°+*~%, [%+4-% ..., [2e%-(-0), s0 folgt 


Oy SE Og +> SH, ey) = 0 (f). 
Genau ebenso beweist man, dap aus 
¥B, B; oo S...-0-n= G-* (3) t= 0 (f) 
folgt (i= 2,---, uy —(6—1)), da dann ©'-S =f und 
H(L aan, s)o os (hA eou— (01d? PA, _ ) me FC ater A) 


sein miiBte, was wegen N(H)= 1, N(F)=—1 unméglich ist, auBer wenn 
= 0 (1). 

Wenn also die «, die (? inkongruenten Werte (mod {) durchlaufen, so 
stellen B,B, --- B,,,_(¢_1) im ganzen 7~» Klassen des Hauptgeschlechts 
dar, die nicht die (1 — S)* symbolische Potenz einer Klasse werden. Diese 
Klassen bilden eine Abelsche Untergruppe der Abelschen Gruppe aller 
e Klassen des Hauptgeschlechts. e ist durch /*-” teilbar, und es gibt 


héchstens a jy Klassen mit der verlangten Eigenschaft. 


Ist 1 = 3, () —0, 6 = 2, A'-?= 1 (Q), und bedeutet A, eine durch 
&, %.,-++, S und & teilbare tabi, wo ‘® au @ prim ist, so setzt man 


u 
t=0, m+—3 

= (1 = 0, 1, 2,- —1 4 ). 
B= Ut aMensives 4 ine wits m=—3 

Man beweist wie oben, daB dadurch 3°“ verschiedene Klassen des 

Hauptgeschlechts gegeben sind, die nicht die (1 —S)* symbolische Potenz 


einer anderen Klasse werden. Es gibt also nur Klassen des Haupt- 


3? “ 
geschlechts, die die (1—S)* symbolische Potenz werden. Dabei ist auch 
k = k(Y—3) mit eingeschlossen. 

7. In K existieren genau ~“ Geschlechter. 

Dies ist eine Folge des von H. Weber bewiesenen 

Hilfssatzes*): Durchliuft p, alle Primzahlen, die Normen von Prim- 
idealen einer Strahlklasse in bezug auf die Primzahl |**) von k mit dem 
Fiihrer f sind, und ist die Strahlklassenzahl in bezug auf’ l, so ist: 


1 1 1 : 
ar amy + f(s) (s>1), 
wo f(s) fiir lim inf. s = 1 endlich bleibt. 
*) Math, Ann. 49, 8S. 89; Algebra, Bd. III, 8. 606, 608, 612. Der Hilfssatz gilt 


auch fiir 7/2 und den engeren Aquivalenzbegriff. 
™) S220 dieser Arbeit. 
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Durchlauft nimlich andererseits p,; die Primzahlen, die Normen von 
Primidealen 1. Grades des Galoisschen Kérpers K vom Grade 2/* sind, 
so ist*) 


Dor #6 tho, _— 


wo f,(s) fiir lim inf. s = 1 endlich bleibt. 

Wenn I die Anzahl der existierenden Geschlechter in K bedeutet, so 
gibt es /* Klassen im Strahl (f) von /, die Relativnormen von Klassen in 
(%) von K sind. Nur die Primideale dieser /‘ Klassen kénnen also in 
Primideale 1. Grades zerfallen. Durchliuft jp, alle Primzahlen, die Normen 
von Primidealen dieser /' Klassen sind, so ist nach dem Hilfssatz 


1 it 1 , 
> pF Bai tho, (s>1) 
und da 
y 1 1 
so ist 
[ee ee (s>1) 
am 853 Sar 8-1 Th), ) 


wo der lim inf. s = 1 von f,(s) endlich ist. Also: 
It 


1 
a Sa 


20" 


t 


IV IA 


x— &. 


Andererseits wurde in 6. bewiesen, daB ¢ < x — u; also ist nur t= x — 
méglich, w. z. b. w. 
Da jetzt 


1 1 1 » 
> ene Ba th® 

1 1 1 . 
> pnw i th® 


so folgt: Séimtliche Primideale der ’-“ Klassen von (f), denen ein Ge- 
schlecht entspricht, zerfallen in K in Primideale 1. Grades in bezug auf k, 
mit Ausnahme der Primideale »*, fiir die 


1 
z n(p,*) 
konvergiert. 


8. Das Resultat von 7. laBt sich auf jeden in k relativ-Abelschen 
Kérper ausdehnen, falls derselbe die Eigenschaften von Kapitel II. 1. hat. 
Der dort definierte Kérper vom Relativgrad N =" setze sich aus den 
zu k relativ-zyklischen Kérpern K,, K,,---, K, mit den Relativgraden 


T 


(s>1), 


*) Zahlbericht, 8. 265, Satz 84. 








bes 


eS 8 tw 
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I, l,---, l zusammen. Dieselben sollen keine gemeinsamen Unterkérper 
besitzen, also u = u,+ uy+---+u, sein. Ist f das kleinste gemeinsame 
Vielfache der den Kérpern K,, K,,---, K, zugeordneten Fithrer f,, f,, ---, f,, 
so ist nach Kapitel II f der Fiihrer des K zugeordneten Strahls in &. In 
K, zerfallen nun alle Primideale einer Klasse von (f;) in /“ Primideale, 
oder keine; um so mehr also auch in einer Klasse von (f). Eine Ausnahme 
kénnen nur die Primideale p,* machen, fiir die 


Ps so 


konvergiert. Ist / die zu 1 gehérige Klassenzahl von (f,), * die von 
(f), so zerfallt jede Klasse von (f,) in (f) in *-% Klassen. Also gibt es 
*—*i. 4—“ = *-“ Klassen von (f), denen ein Geschlecht in K, entspricht. 
Alle Primideale einer Klasse von (f) in k zerfallen in l* Primideale in K 
oder keine zerfallen in |“ Primideale. Ausgenommen sind die p*, fiir die 
P - oat konvergiert. 

Ist also I die Anzahl der Klassen von (/), denen ein Geschlecht in 
K entspricht, so ist nach dem Hilfssatz, wenn p, alle Primzahlen, die 
Normen von Primidealen der /‘ Klassen sind, durehliuft: 


1 i 1 / 
> 7a Bai tO (s>1). 


Durchliuft p, alle Primzahlen, die in Primideale 1. Grades in K zer- 
fallen, so ist*) 


7 2 1 1 ; 


Also ist 
VE-Th- Dade E-Bieti tho eon 


Nun konvergiert aber > 


ies fiir lim inf.s= 1. Also muf 
n(p,*) 


1 


I 
wid ay? 


21 


t=zx—u 
sein. 

Hauptsatz: I. Ist K ein zu k relativ-Abelscher, absolut Galoisscher 
Korper vom Relativgrad I“, der sich in eine Reihe von relativ-zyklischen 
absolut Galoisschen Kérpern auflisen lépt (sS = S*'s); ist ferner * die 
grépte Potenz von |, die in der Klassenzahl des K zugeordneten Strahls (f) 
von k enthalten ist, so existieren genau I’-“ Geschlechter in K. 


*) Zahlbericht, S. 265, Satz 84. 
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Il. Ordnet man K den Strahl f* zu, dessen Fiihrer ein Vielfaches von 
(f) ist, und ist l* der entsprechende Faktor der Klassenzahl von (f*), so 
existieren genau I~“ Geschlechter in K. 

Denn jede Klasse von (f) zerfillt in /“~* Klassen in (f*), die l*-* 
Klassen, denen Geschlechter entsprechen, also in /”*~* - *-“=/*"-™ Klassen (/*). 


9. Wihrend der Fall 1=3, ({)=—0, ¢—2 leicht mit behandelt 


werden konnte, verlangt / = 2 eine besondere Betrachtung. Die Beweis- 
methode bleibt dieselbe, nur daB der engere Aquivalenzbegriff voraus- 
gesetzt wird. Wir geben der Kiirze halber die Abweichungen an, die 
gegentiber dem allgemeinen / eintreten. Im Satz 3c) #) lauten die Un- 
gleichungen fiir die q,: 


r 


1 2t?—1+ i>x; ol, 
, r ; 
q, = tB— 2+ Ts i<x; 6=1. 


Fir 6 = 2 ist 
%ZtM—1+ a, = 2, 


oder das erste g,, fiir das A, +0 ist, hat den Wert 


r 


Ug—t 


= {2}— 3 
q, = #2 += 


und alle weiteren g, (i>) sind eindeutig bestimmt. Dabei hat x die Be- 
deutung der Erginzung zu Hilfssatz III, Kapitel I1.*) Ist 


v1 = 62%t! — 26 + 1, 
so bleibt alles weitere gleich, nur treten im ganzen 2*(-+?—” Klassen in 
(2) auf und entsprechend 2?“+?-% Klassen der 8,. Der Hauptsatz bleibt 
derselbe. Ist dagegen v, _,— o62“*+'—o + 1, so treten geringfiigige Ver- 
ainderungen ein, die dem Falle 1 = 3, 6 = 2, A'~? =1 (2°) entsprechen. 
Der Satz ist auch jetzt zu beweisen. 

Der Hilfssatz von 5. ist fiir 12 leicht mit denselben Mitteln zu 
beweisen, falls f+ 1. Denn fiir f>3 muB die Norm jeder Strahleinheit 
= 1 (mod f) sein, also sicher gleich + 1. Ist aber f = 2, so ist m= — 1 
und m = — 3 sicher ausgeschlossen; ebenso 6 = 1. Wenn aber 6 = 2, so 
ist f= 2 nicht mit den einfachen Mitteln zu behandeln. Der Hauptsatz 


gilt dann nur fiir f > 2. 





*) S. 202. 
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Kapitel IV. 
Die Diskriminante der K6érper K(f). 


Mit Hilfe der Satze von Kapitel IJ. und III. kann fiir die Kérper 
K(f)*) diejenige Eigenschaft bewiesen werden, die der Eigenschaft 4.**) 
der Kreiskérper entspricht: 

Hauptsatz: Die Relativdiskriminante von K(f) in bezug auf k ent- 
hilt nur die Primzahlen von f; die Primteiler von f treten umgekehrt alle 
in der Relativdiskriminante auf mit Ausnahme: 

a) von 2, wenn 2 nur einfach in f enthalten ist und m = 1(8) oder 

m=—1; 

b) von 3, wenn 3 nur einfach in f enthalten und m = — 3. 

Der Satz wird fiir jeden Unterkérper K,(f) von K(f) bewiesen und 
gilt dann allgemein. 

1. Zuniichst werde der zweite Teil des Satzes bewiesen. Gibt es eine 
Primzahl /, die auch =/ sein kann, die in /, aber nicht in der Relativ- 
diskriminante enthalten ist, so ist der dem Kérper K(f) nach Kapitel II. 
6.***) zugeordnete Fiihrer f von / zu /, prim, falls man zuniichst von 
den Ausnahmefiillen / = 2, *) = 1, oder m=—1; 1=3, m= —83 ab- 
sieht. Dann zerfallen nach Kapitel II. 8.+) alle Primideale der Haupt- 
klasse des Strahls (f) in K,(f) in Primideale 1. Grades, abgesehen von 


p,*, p,*, a fiir die , 
a n(p;*)* 


fiir lim inf. s = 1 konvergiert. Nun gibt es nach dem Hilfssatz Kapitel III. 
7.7+) unendlich viele Primideale 1. Grades in jeder Strahlklasse. Also 
gibt es unendlich viele Primideale 1. Grades, die in der Hauptklasse des 
Strahls (f), nicht aber in der Hauptklasse des Strahls (J,) resp. (0”) liegen. 


Fiir diese Primideale p, (i= 1, 2,---) existiert auBerdem der lim inf. ap is 
s=1 i 


nicht. Somit giibe es unendlich viele Primideale, die sicher nicht in der 
Hauptklasse des Strahls (f) von k liegen und die trotzdem in Primideale 
1. Grades in K,(f) zerfielen; dies widerspricht dem Zerlegungssatz 2. der 
Koérper K(f).++7) 

In den Ausnahmefillen wiirde f/, wenn 2 resp. 3 in f zu héherer als 
1. Potenz enthalten wire und die Relativdiskriminante trotzdem zu 2 resp. 3 
prim wire, die Primzahl 2 resp. 3 nur zur 1. Potenz enthalten. Dieselbe 


*) S. 183. **) S. 182. ***) S. 217. +) S. 236. 
+t) S. 235. +tt) 8. 183. 
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Uberlegung wie oben fiihrt auch hier zum Ziel. Der Fall, daB 2 nur ein- 
fach in f enthalten und (5) = — 1,0, wird spiiter behandelt. 


2. Die Relativdiskriminante von K,(f) enthalte eine Primzahl 1, + 1, 
wo |, zu f prim ist. 

a) 1+ 2. «) Wir betrachten A,(/,f). Dieser Kérper ist relativ-Abelsch 
zu K(f) und enthalt letzteren vollstiindig*). Sein Relativgrad ist die 


gréBte in 
; (4-1) (i, ai ()) 


enthaltene Potenz /“ von /**). Dabei sei 1 = 3, m =— 3 aunichst aus- 
geschlossen. K,(1,/) hat einen Unterkérper K,, der denselben Relativgrad 
l = N wk hat wie K,(f), und dessen Relativdiskriminante zu /, prim ist. 
Denn nach dem Satz Kapitel II. 1.***) hat die Trigheitsgruppe der in /, ent- 
haltenen Primideale héchstens den Grad /%. Der Trigheitskérper hat aber 
eine zu /, prime Relativdiskriminante zu k und hat wenigstens den Grad 
l= N. Zu K, gehire der Fithrer f in k. f ist also prim zu l,. Bilden 
wir das kleinste gemeinsame Vielfache /* von f und f, so ist auch f* 
zu l, prim. Die zu l gehérige Klassenanzahl des Strahls f* in k sei I”. 
Nach Kapitel III. Hauptsatz+) existieren genau ”-*“ Geschlechter in K, 
in bezug auf den Fiihrer f*. Andererseits entsprechen jeder Klasse von (f) 
l“-« Klassen von (f*), da l* die Klassenanzahl von (f) ist, die zu / ge- 
hort +7). 

B) Die  -« Klassen von (f*), denen Geschlechter in K, entsprechen, 
liegen alle in der Hauptklasse von (/). 

Denn es zerfallen (*—1I*~—“) Klassen von (f*) nicht in K,. Fiele 
eine derselben in die Hauptklasse von (f), so gabe es, da /, zu f* prim 
ist, unendlich viele Primideale p, (¢=1, 2, ---), fiir die der 


nicht existiert und die in der Hauptklasse des Strahls (/,f) liigen. Dies 
ist gegen Zerlegungssatz 2.;7+) der Kérper K(f) resp. K(l,/), nach dem 
alle Primideale dieser Hauptklasse zerfallen miissen, abgesehen von endlich 
vielen. Alle (—(* -“) Klassen von (f*) miissen also in Nebenklassen 
von (f) liegen. Den /*—1 Nebenklassen von (f) entsprechen aber genau 
(* —l~*) Klassen in (f*). Also miissen alle Klassen von (f*), die in 
Nebenklassen von (f) liegen, nicht zerfallen, und die —“ Klassen, die 


*, Weber: Algebra II, 8. 451. Hilbert: Zahlbericht, 8. 330 u. ff. 
™*) S. 183, Eigenschaft 1. **) S. 188. 7) S. 237. 
+7) 8. 183, Eigenschaft 1. +77t) S. 183. 
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in der Hauptklasse von (f) liegen, entsprechen den existierenden Ge- 
schlechtern. 

y) Die Kérper K, und K,(f) haben denselben Relativgrad zu k. Sie 
sind beide relativ-Abelsch zu k. Die Primideale 1. Grades sind nach £) 
und wegen Zerlegungssatz 2.*) dieselben, wenn man von den Primidealen 
p,* (¢=1, 2,---) absieht, fiir die 


Loa, 1 
lim inf. 
niet 2 ae 


existiert. K, und K,(f) sind dann identisch. 

Um dies zu zeigen, adjungiere man die /*" EKinheitswurzeln zu K, 
und zu K,(f), auBer wenn 1 = 3, m= — 3. Die beiden Kérper sollen in 
K; und K;/(f) tibergehen. Die oben angegebenen Kigenschaften bleiben 
dann erhalten. Denn da (J—1) der Grad des Kérpers der /*® Einheits- 
wurzeln ist, kann keiner der beiden Kérper K, und K,(f) dieselben ent- 
halten. K, sei ein Unterkérper von K,(f), zu dem K;(f) den Relativgrad 1 
besitze. K/(f) entstehe aus K, durch Adjunktion von Yw. Andererseits 
miiBte, wenn K’(f) nicht identisch mit XK,’ ist, bei dem algebraischen Auf- 
bau des Kérpers K, der Fall eintreten, daB der Unterkérper K/ von K/ 


noch in K;(f) liegt, der durch Adjunktion von Vw erhaltene niichst 


héhere Unterkérper von K, aber nicht mehr. Dann gibt es unendlich 
viele Primideale 8%, (¢= 1, 2,---) 1. Grades in K,, fiir die 


. Y 1 
lim inf. 
= 2 n(B,)° 


nicht existiert, und fiir die: 


w w ° ol 
(e)-1; (e+! (i=1,2,-+) 
ist, wo (a) das /* Potenzrestsymbol bedeutet**). Alle 8, zerfallen in K,(f) 


in Primideale 1. Grades, nicht aber in X,’. Dies widerspricht der Annahme. 
Also muB K/(f) mit K/ und K,(f) wit K, identisch sein. Nun ist die 
Relativdiskriminante von K, in bezug auf k zu l, prim. Also ist die An- 
nahme, diejenige von K,(f) in bezug auf k enthalte /,, hinfillig. 

0) /=3, m =— 3. In diesem Falle darf man f= 1 immer durch 3 
ersetzen, da (1) und (3) in bezug auf 3 die gleiche Klassenanzahl haben, 
also K,(3) = K,(1). In jedem Falle ist dann der Relativgrad von K,(l,f)} 


zu K;(f) gleich der gréBten in : (l,—1) (/, ri (*)) **%) enthaltenen Po- 
= 1 


tenz von 3. 


*) S. 183. 
**) Hilbert: Zahlbericht, S. 426, Satz 152 und sein Beweis. 
***) Siehe die Formel von h, S. 183. 


Mathematische Annalen. LXXV. 16 





re 


242 R. Fuerer. 


Die iibrige Uherlegung bleibt gleich. 

b) l= 2. Ist m=—1, f= 1, so kann man f stets durch 2 ersetzen, 
da (1) und (2) in diesem Fall dieselbe Klassenzahl haben, also K,(1) = K, (2). 
Somit ist in jedem Fall der Relativgrad von K,(l,f) zu K,(f) gleich der 


gréBten in ; (l, — 1) (i, — (t)) enthaltenen Potenz von 2. Der Kérper 


K,(l,f) hat demnach einen Unterkérper vom Relativgrad 2" = N, dessen 
Relativdiskriminante zu 2 prim ist. Denn zerlegt man K,(/,f) in den 
absolut Abelschen Kreiskérper und den relativ-Abelschen Kérper der kom- 
plexen Multiplikation, so haben die beiden Kérper nach Kapitel I.*) jeden- 
4-1 
falls den quadratischen Unterkérper Ve 1) ? 2,, dessen Relativdiskrimi- 
nante /, enthalt, gemein. Vergleicht man dies mit dem Satz Kapitel II. 4.**), 
so erkennt man sofort, dab die Trigheitsgruppe von den in /, enthaltenen 


Primidealen héchstens als Grad die gréBte in : (i, —1) (i, ~ (i )) enthal- 


tene Potenz von 2 besitzen kann. Alles weitere bleibt sich gleich. Nur 
ist nun 2*°*¢*¢ die Klassenanzahl von (f*) im engeren Sinne***) und es 
gibt nach dem Hauptsatz von Kapitel Ill. 2” *+°+¢-“ existierende Ge- 
schlechter in K,, da /* > 2. Alle Klassen von (f*) im engeren Sinne, die 
existieren, fallen aber in die Hauptklasse von (/) im weiteren Sinne. Also 
haben wieder K,(/') und K, dieselben Primideale 1. Grades, abgesehen von 
jenen p,* (¢=1, 2,---); der SchluB ist derselbe wie vorhin. 

3. Die Primzahl / sei in f nicht enthalten. Die Relativdiskriminante 
von K(f) in bezug auf k ist dann zu | prim. 

a) 1+ 2. Man denke sich die K,(f) aus den Kreiskérpern und den 
Kérpern der singuliren Moduln aufgebaut. Fiir den Kreiskérper kennt 
man die Diskriminantey). Der Satz gilt dann und ist nur noch fiir den 
in K,(f) enthaltenen Korper K,"(f) der singuliren Moduln zu beweisen. 

Wir betrachten die Relativgruppe 


S® Sy* --- 8 (O<4,<l%, i=1,2,---,v) 


von K;,"(l-**—°f) in bezug auf k. Dabei ist u, so gewahlt, daB | in K,"(f) 
genau die /* Potenz eines aus lauter verschiedenen Primidealen zusam- 
mengesetzten Ideals wird. K,"(fl“+*-°) ist relativ-zyklisch zu K,’(f). Denn 
die Gruppen sind holoedrisch isomorph mit den Gruppen der Klassen des 
Ringes (l“+?~—°/) resp. (f)}+) und fiir dieselben gilt, wie leicht zu sehen, 
diese Tatsache. Der Relativgrad ist /%. Die Relativgruppe soll nun etwa 


*) S. 183, Beweis von 1. **) S. 213. 
***) S. 220. Man unterscheide das jetzige ¢ von dem sonstigen. 
+) S. 182, Kigenschaft 4. +7) 8. 183. Eigenschaft 3. 
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gerade durch die Potenzen von S,"*~“° gegeben sein. Dann ist die Re- 
lativgruppe von K,"(f) in bezug auf k gegeben durch: 
S™ sz ae s* ee < 
s4,<l (i= 2, 3,-- *»v). 

Dabei kann =~“: auch gleich Eins sein. Wir wollen beweisen, dab 
es dann immer einen Unterkérper K,” in K,’(l+?~°f) vom Relativgrad I“ 
‘gu k gibt, dessen Relativdiskriminante zu J prim ist. 

Die Verzweigungsgruppe (gleich der Triigheitsgruppe) der in [ ent- 
haltenen Primideale ist zyklisch*). Ist dieselbe eine zyklische Unter- 
gruppe von 

Sy... 8% {O<2,<l% (§=2,3,---,v), 
so ergibt sich ohne weiteres der gewiinschte Unterkérper. Ist dagegen eine 
Potenz von S, die Basissubstitution der Verzweigungsgruppe, so miiBte 
dieselbe den Grad “° haben. Denn da dieselbe zyklisch ist und schon in 
K,"(f) den Grad Ul hat, miiBte sie wenigstens den Grad I“ haben, oder 
S,"~“° miiBte eine ihrer Substitutionen sein. Wiire aber auch S,™~*” 


nicht in ihr, so wiirde, da S,""~ “° die Grundsubstitution der Relativgruppe 
von K,"(l+?~-°f) zu K,"(f) ist, auch { in K,’(f) nicht die I Potenz 
eines Ideals werden. Somit ist sicher n,— 2u,>0 oder n, > 2u,. 

Wegen des holoedrischen Isomorphismus mit den Klassen der Ringe 
von (f) resp. (l“+*-°f) gibt es aber eine Ringklasse A, fiir die 

Am— "oth (yy <4) 

im Ring (f), nicht aber im Ring (l*+*~-°f) liegt; fiir die dagegen A™ im 
Ring (l+*-°f) liegt. Diese Klasse A ist der Substitution S, in K,"(f) 
und K,"(l+?~-°f) umkehrbar eindeutig zugeordnet. Dies ist unméglich. 

Denn ist p ein Primideal (prim zu 1) von A, so gibt es in K;,’(f) 
eine Zahl TT, fiir die 

(TT) _ D; TH+ Sate + 5b Mond x; yi (x), 

wo a im Ring (f) liegt**). Dabei ist m= — 3, 1=3 zuniichst ausge- 
schlossen. Nach Hilfssatz VI, Kapitel I1.***), ist aber, wenn / = 3, 6 = 2, 
At-7 = 1 (2%) ausgeschlossen wird, 2 auch im Ring ({*). Also ist 2’°~’ 
schon im Ring (I+?-°f) oder p~* liegt im Ring (l+*-°f) gegen 
Obiges. 

Somit ist dieser Fall auszuschlieBen, und es gibt einen Unterkérper K,”, 
dessen Relativdiskriminante zu / prim ist. Fiir denselben beweist man ge- 


*) Kapitel II. 3, S. 208. 
**) Weber: Algebra III. S. 449. 8. 439. 
***) S_ 205. 
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nau nach a), 8) und y), dab er mit K,"(f) identisch sein mu$. Man hat 
bloB beiderseits den Kreiskérper Kj(f), dessen Relativdiskriminante zu | 
prim ist, zu adjungieren, um den Satz iiber Geschlechter anwenden zu 
kénnen. 

Ist 1 = 3, 6 = 2, so fiihrt man den Beweis gleich; nur ist p durch 
p'~* und TT durch TT'~* zu ersetzen. p'~* hat aber in bezug auf die Prim- 
zahl 3 die gleichen Eigenschaften wie p; also ergibt die Anwendung der 
1. Ergiinzung von Hilfssatz V1.*) den Beweis wie vorhin. 

Ist schlieBlich 1 = 3, m = — 3, so ist K,”(1) = K,”(3). Wir nehmen f 
immer einmal durch 3 teilbar an und setzen f = 31,1,---1.. Die Klassen- 
zahl der Kérper k =(V— 3) ist Eins. Man kann deshalb die Klassen- 
gruppe des Ringes (f) durch 


Sy Si... es (0<24,< 3", i=1,2,---,r) 


r 


gegeben denken, wo S, der Primzahli J; zugeordnet und 3% die gréBte in 
(4-(|)) enthaltene Potenz von 3 ist. (3"*+1/,1,---1.) hat dann die 
i 


Gruppe: 
S*So SP +--+ 8° (0<2< 3%, 0S 4,< 3%, i=1,2,--,7). 

Diese Gruppen sind holoedrisch isomorph mit den Gruppen von K,”(/) 
und K,”(3"f). Wird (3) in K,’(f) die 2-3” Potenz eines aus lauter ver- 
schiedenen Primidealen zusammengesetzten Ideals, so erkennt man sofort 
aus obigen Gruppen, dab K,” (3"°+'/,---1,) einen Unterkérper vom selben 
Relativgrad zu k wie K,”(f) haben mu, dessen Relativdiskriminante zu 3 
prim ist; denn die Verzweigungsgruppe jedes in 3 enthaltenen Primideals 
ist zyklisch**). Alles weitere ergibt sich wie friiher. Daraus schliebt man 
riickwirts, daB der Satz auch fiir zu 3 prime f gilt. 

b) 1 = 2. m—=—1 werde zuniichst ausgeschlossen. Ist 2’ die Anzahl 
der Geschlechter des Ringes (f) von k, so wird die Gruppe der zu 2 ge- 
hérigen Klassen des Ringes (f) gegeben durch 


SM Sy --. Str (O<a,<2", i=1,2,---,7). 
Denn jede ambige Klasse enthalt auch ein ambiges Ideal***). Also ist 
die Anzahl der unabhingigen Basissubstitutionen y. Betrachtet man bei 


ungeraden f die quadratischen Unterkérper+), so sieht man, dab dieselben 
eine zu 2 prime Relativdiskriminante beziiglich k haben, da?}7+) stets: 


*) S. 207. **) S. 208, Kapitel II, 3. Satz. 
***) Vgl. hierzu Zahlbericht, 8. 302 u. ff., insbesondere den Satz 107, 8.305. AuBer- 
dem Dirichlet-Dedekind, 8S. 315 u. ff. 
+) S. 183, Kapitel 1, Beweis 2u 1. 
++) Siehe Fueter: Der Klassenkérper der quadratischen Kérper etc. Diss. 
Gottingen 1903, S.7u. ff. 
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i—1 


(—1)* 1=1(4); 


dasselbe gilt auch im Fall m =1(4), 6 = 1, wenn f nur einfach durch 2 
teilbar ist. Wir unterscheiden: 

a) m=1(4), o=1; es sei f= 21,l,---l, einmal durch 2 teilbar. 
Dies ist keine Beschrinkung, da K,” (1,1, ---l,) = K,’(21,/,---l,). Gehen 
‘wir zum Ring (2“+*f), wo u,+t>2, so wird, da sich die Anzahl der 
ambigen Klassen vervierfacht*), die Klassengruppe gegeben sein durch 


sm Ss? tga Sir Sivt? Sirs (O<2,< 2", i=1,2,---,y,y+1,y+2). 


y+1 

Den neuen Substitutionen S,,,, S,,, entsprechen aber die quadra- 
tischen Unterkérper Y—1, V2**), die einen Kérper ergeben, in dem 2 
die 4. Potenz eines Ideals wird. Ferner ist m,,,+ m,,.=uU)+t und n,,, 
oder n,,, gleich Eins***). 

Wird nun (2) in K,”(f) die n,“ = 2” Potenz eines aus lauter ver- 
schiedenen Primidealen zusammengesetzten Ideals, so setze man t= 1, 
wenn die Verzweigungsgruppe zyklisch, sonst r= 0. Im letzteren Fall 
sieht man dann ohne weiteres nach dem Satz Kapitel Il. 4.***) wegen 
N41 +M,49—= Mp, daB K,"(2“/f)) einen Unterkérper K,” vom selben Re- 
lativgrad zu k besitzt wie K,”(f), dessen Relativdiskriminante zu 2 prim 
ist. Ebenso im Fall r=1. . 

B) m #1(4), o=2; ist dann f ungerade und wird (2) die 2-2” 
Potenz eines aus lauter verschiedenen Primidealen zusammengesetzten 
Ideals, so ist K,”(2“f) relativ-zyklisch zu K,”(f) vom Relativgrade 2”. 
Die relative Verzweigungsgruppe der in 2 enthaltenen Primideale ist jetzt 
zyklisch***), Die Anzahl der ambigen Klassen des Ringes (2“f) ist doppelt 
so groB wie diejenige von (f). Die Gruppe von K,"(2“/) ist also 


49% 2. S*y Sty +1 
82 8%... S47 84741. 


Algebraisch entspricht der Substitution S,,, der quadratische Unter- 


korper+) V2 resp. Y— 2, dessen Relativdiskriminante zu k 2 sicher ent- 
hilt. Die Existenz des Unterkérpers K,” folgt dann gleich wie unter «), 

vy) m=—1, 6 =2. Dieser Fall erledigt sich gleich wie 6); nur ist f 
zunichst als einmal durch 2 teilbar anzunehmen (es ist K,” (2) = K,”(1)). 
Damit ist in jedem Fall die Existenz eines Unterkérpers K,” bewiesen, 
der den gleichen Relativgrad zu k hat wie K,”(f) und dessen Relativ- 
diskriminante zu 2 prim ist. DaB die beiden Kérper identisch sein miissen 
folgt wie im friiheren Fall 2b). 


*) Dirichlet-Dedekind: Vorlesungen, 8S. 316. **) S. 183 und 184, Kapitel I. 
***) §. 213, Kapitel Il, 4. +) 8. 183 und 184, Kapitel I. 
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Der Satz ist damit in jedem Fall bewiesen. Denn nur im Fall m= 1(8) 
ist die Klassenanzahl von (f) und (2f) bei ungeradem f gleich. Sonst ist 
sie das dreifache (m = 5), resp. zweifache (m + 1(4)). 

4. Aus dem Hauptsatz erkennt man das Resultat: 

Satz: Der dem Korper K,(f) zugeordnete Strahl von k hat einen Fiihrer f , 
der ein Teiler des Fiihrers f ist. Dabei ist nur im Fall m=—1,1=2 
f durch 2, im Fall m = — 3, 1=3 f durch 3 teilbar angenommen. 


Kapitel V. 
Die Vollistandigkeit. 


1. Es sei K ein beliebiger in k relativ-Abelscher Kérper vom Relativ- 
grade N. Von diesem setzen wir voraus, dab er absolut Galoissch sei. Wir 
erreichen dies immer durch Adjunktion der konjugierten Kérper, da die- 
selben auch relativ-Abelsch sind. Wir bestimmen denjenigen Unterkérper 
K, von K, der zur Primzahl / gehért, d. h. dessen Grad die gréBte in N 
enthaltene Potenz /” ist. K, wird dann ebenfalls absolut Galoissch und zu k 
relativ-Abelsch sein. Die Relativgruppe sei 


S = S* 82... 8% O<2,<l4, im1,2,--,r), 


wo also S,S,—S,S, und * =[atut+--+%", gs —(Ym:—YVm) sei die 
Substitution von k. 

2. 1+ 2. Da der Korper K, absolut Galoissch ist, ist seine Galoissche 
Gruppe durch 


espns | 


r 


O<zr<2 ) 
0<27,<l, i=1,2,--- 7 
gegeben. Es muB also fiir jedes i = 1, 2, ---, r: 
sS,= Ss, S,s=s8 
sein, wo S sich wieder in der Form S," --- S,* darstellen laBt. Es sei 
S=— S58’, 

wo S’ nur von S, (hi, =1,2, --,r) abhiangt. Setzt man 

S,=S,S =S,*'s’, 


Soo = S,S~* = S/*-*8’, 


so ist, weil sS“ = S,*s, fiir jedes u: 
s8, =s8,S =SsS =SSs =Ss , 
$S8y) = s8,S-' = SsS-' = SS-'s = Sys. 
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Da ! ungerade ist, so ist v,+ 1 oder v;—1 zul prim. Jenachdem 
nehme man S, oder S, und setze es gleich S/. Dann ist sS/—=— S/+1s. 
Nun gehért aber S/ zum selben Exponenten wie S,, und da S, in S;/ zu 
einem Exponenten, der nicht durch / teilbar ist, auftritt, so darf man S, 
als Basis sukzessive (¢=1,2,---,7) durch S, ersetzen. Man erhilt so die 
Relativgruppe 
q 5," 5," --- 8” (O<2,<l%, i=1,2,---,r), 


und diese Gruppe ist identisch mit der vorigen. Wir diirfen deshalb von 
vornherein voraussetzen, daB die Relativgruppe von K, gegeben sei durch 


S" 8." » Sir (0<2,<l%, i=1,2,---,r), 


sS;= S's (i= 1,2,---,r). 

K, hat dann alle Eigenschaften, die in Kapitel Il. 6.*) vorausgesetzt 
sind. Man kann also KX, einen Strahl (f) von & eindeutig zuordnen. Dabei 
ist f im Fall m = — 3, 1 =3 durch 3, im Fall m=—1,1=2 durch 2 
teilbar. Wir betrachten den Koérper K,(/)**) der singuliiren Moduln und 
Kreiskérper und bilden den Oberkérper K = K(K,, K,(f)). Derselbe ist 
wieder absolut-Galoisch, relativ-Abelsch zu k und die Relativgruppe hat die 
vorigen Eigenschaften. Also wird auch XK ein Strahl in k zugeordnet sein. 
Der Fihrer ist das kleinste gemeinsame Vielfache der den Kérpern K,(f) und 
K, zugeordneten Fiihrer***). Nach dem SchluB von Kapitel IV.+) ist aber 
der dem Kérper K,(f) zugeordnete Fiihrer ein Teiler von f. Also ist f 
selbst der Fiihrer von K. 

Es sei nnn N = /” der Relativgrad von K zu k, und /* die zu 1 ge- 
hérige Klassenzahl des Strahls (f). Die Anzahl der in K existierenden 
Geschlechter ist -“+;). Nun mu8 wenigstens ein Geschlecht existieren. 
Denn es gibt in jedem Ké6rper unendlich viele Primideale 1. Grades 
$,, (¢=1,2,---), fiir die 

lim inf. —* 
s=1 NB’ 
nicht existiert, da sonst die Klassenzahl von K Null wire. Also ist 
ite = 1 ’ 
x>uU. 


Andererseits ist der Relativgrad von K,(f) in bezug auf k gleich /’; 
somit ist der Grad I von K wenigstens gleich dem Grad lt von K,(f), oder 
MS; uSx. 


*) S. 217. **) S. 186, Kapitel I. 7. 
**) §. 218, Hauptsatz, Kapitel Il. 7. +) 8. 246. 
+7) 8. 237, Kapitel III. 8., Hauptsatz. 
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Daraus folgt «=x, oder der Kérper K, muB in dem Korper K,\f) 
enthalten sein. Zugleich ist hiermit das Mittel gegeben, um denjenigen 
Kérper der singuliren Moduln zu bestimmen, in dem ein vorgelegter 
Kérper K, enthalten ist. 

Satz: Jeder Koérper K, ist in einem Korper der singuléren Moduln 
und der Kreiskirper enthalten. 

3. | =2. Wenn sich die Relativgruppe des Kérpers K, auf eine Gruppe 

s” S." ae 8’ O<24,< 2%, i=1,2,---,r), 
wo sS,=— 8*'s ist, zuriickfihren laBt, so ist der Beweis wortlich derselbe 
wie unter 2., falls der dem Kérper K, zugeordnete Fiihrer (1) oder eine 
ungerade Primzahl (/,) ist. Denn in diesem Falle stimmen die beiden 
Strahlklassenzahlen*) miteinander tiberein. Satz 8., Kapitel I]].**) darf dann 
angewandt werden. Gehen aber mehrere Primzahlen oder zwei in f auf, 
so zerlegt man K,(f) in seinen absolut-Abelschen und relativ-Abelschen 
Teil K,'(f) und K,”(f); ebenso K, in K,’ und K,”, was wegen der An- 
nahme tiber die Relativgruppe méglich ist. Wire nun z. B. K(K,”’, K,"(/)) 
von héherem Grade als K,"(f), so miiBte die Relativdiskriminante von 
K(K,”, K,"(f)) in bezug auf K(f) wenigstens zwei ungerade Primzahlen 
1, , oder 1 = 2 enthalten. Denn sonst hitte dieser Kérper einen Unter- 
kérper, dem der Fiihrer (1) oder (/,) zugeordnet wire und dessen Relativ- 
grad zu & von héherem Relativgrad als K,”(1) resp. K,”(l,) wire gegen 
obiges. Wiirde nun J, in K,”(f) die mn, Potenz, in K(K,’(f). K,”) die 
2n, Potenz von einem Ideal, so miiBte nach Satz 1 Kapitel II. (1, + 2)***) 


en (7) =0(2n,). 


Dies ist unméglich, da n, schon die gréfte in 1, — (7) enthaltene 
1 


Potenz von 2 ist}). Ist aber 2 in f enthalten, so ist fir 6 =1 die Ver- 
zweigungsgruppe von (2) nicht zyklisch. Wiire also 2 in der Relativdiskri- 
minante von K(K,"(f), K,”) zu K,”(f) enthalten, so miiBte die Verzwei- 
gungsgruppe der in 2 enthaltenen Primideale fiir 6 = 1 drei voneinander 
unabhiingige, im Falle 6 = 2 zwei voneinander unabhingige Grundsubsti- 
tutionen haben, was nach Satz 4., Kapitel Il. 8.213 unméglich ist. Damit 
ist bewiesen, dab K,” in K,”(f).und ebenso K,’ in K,'(f) enthalten ist. 


*) Siehe Kapitel III. 1. S. 220. 


**) S.61. Ausgenommen ist f<2, m=——41. Doch ist hier die Klassenzahl h—1. 
***) S. 188. Fiir m= —1 ist J, die 2m,‘ Potenz eines Ideals und 


(i, - (")) (i ie (7) =0 (4n, m), 


was unmdglich. 


+) 8. 182, Kapitel I. 4. Eigenschaft 1. 
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Wenn jedoch die Relativgruppe von K, nicht die obige Eigenschaft 
hat, so kann man dieselbe im allgemeinen nicht auf die gewiinschte Form 
wie in 2. bringen. Es ist dann notwendig, Strahlen mit Fiihrern zu be- 
trachten, die nicht rationale Zahlen, sondern irgendwelche Ideale von k 
sind. Ein Fall, wo sich auch durch Bildung des Galoisschen Kérpers die 
Relativgruppe nicht auf die gewiinschte Form bringen laBt, ist z. B. ge- 
‘geben durch 

r=—a,=V1+i; at, =i V1+i—iz; a,=—VYl+i=——z2z; 
a,=——iVil+i—=—iz; S,=(x:iz); i=V—-1. 
Trotzdem liBt sich x als Unterkérper aus K(f) erhalten. Denn ist 


Vi VIA 


eine 32. Einheitswurzel, und y = /— 2, so ist: 


t- V1 +i= by. 
y ist aber in einem Kérper der singuliren Moduln enthalten. Denn K(y) 
ist relativ-zyklisch vom 8. Relativgrad zu k(Y—1): 


y=m-=V-2, Sty=my,——y, 
Sy—mm yeas Sty =y— —*Z"y, 
S*y = y= — ty, Sty =y,=+ iy, 
Sty=y-—'y 8 Sty = — "Ty, 
wo S=(y,:y,). AuBerdem ist K(y, ~—1) absolut-Galoissch und wegen 
sSy = sy,—*t' y= y,—S'y auch 


sS = S~'s. 

Nach dem Obigen ist also y*+2—0 eine Gleichung, die aus den 
Gleichungen der komplexen Multiplikation erhalten wird. 

4, Trotzdem es fiir obiges Problem nicht notwendig ist, wollen wir 
der Vollstindigkeit halber auch fiir ungerade Primzahlen 1 die Theorie 
der Oberkérper, die zu Idealen in / als Fiihrer gehéren, durchfiihren. Es 
sei also 1 ungerade und lI, irgendeine Primzahl +/, die in k zerfalle, 


(+) = +1; I sei die héchste in 1, —1 enthaltene Potenz von J; (J,)=[,sl,. 


Die /,*" Einheitswurzeln haben dann einen zyklischen Unterkérper K;’(l,) 
vom /*‘*" Grade, in dem [, und sl, die J**" Potenzen eines Ideals werden. 
T’ sei die Substitution der zyklischen Gruppe von X,(i,). Nimmt man 
den Korper K,"(l,) hinzu, so wird in demselben |, und sl, ebenfalls die 








Te 
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h Potenz eines Ideals. 7” sei die Grundsubstitution der Triigheitsgruppe lat 
in K,’(1,). Es ist dann Pi 


sT’=Ts, sT” =T’-'s. 


Bildet man nun K(K;,'(l,), K," (l,)), so ist der Relativgrad dieses Kérpers 
zu k die gréBte in (l,—1)*h enthaltene Potenz von J; dabei ist h die EK 
Klassenzahl von k. Da die Triigheitsgruppe jedes in [, enthaltenen Prim- 


in 
ideals 2, von K zyklisch ist*), und zugleich Untergruppe von zy 
T’* TT (0 < . < I) 
ist, so sieht man, daB {, durch Adjunktion von K,"(i,) zu K/(l,) wohl b 
noch weiter zerfallt, aber nicht mehr in gleiche Faktoren. Nimmt man ‘ 
also z.B. 7’ T” als Grundsubstitution der Trigheitsgruppe von &,, so ist 
fiir jede Zahl Q von K: 
Q=T’T’? (&); g' 
also auch 
sQ = T’T’sQ (&,) =s TT” -'Q (2%) 
oder fiir jede Zahl Q in K: 
Q=T'T”-*Q (s&). 
T’T”~—* ist dann die Grundsubstitution der Trigheitsgruppe von s&, 
und 7’T” ist sicher nicht in letzterer. Bildet man also den zu 
a ae (O<2#<l) ‘ 
gehérigen Unterkérper K,({,), so wird dessen Relativdiskriminante in bezug d 
auf k zu sl, prim sein**). Andererseits enthilt dieselbe aber alle in |, ent- ] 
haltenen Primideale von K, also [, selbst. Der Relativgrad von K,(l,) in F 
bezug auf k ist auBerdem die gréBte in (J, —1)h enthaltene Potenz von /. 
Seine Relativdiskriminante enthilt nur das Primideal [,.***) e 
Bildet man umgekehrt den Strahl ({,) in k, d.h. greift man alle Q 
Zahlen a von k heraus, fiir die ] 
« = 1 (mod {,), f 
i 
so ist die Strahlklassenanzahl - (l,—1)h, wo w die Anzahl der Einheits- f 


wurzeln von k ist. Diesen Strahl ordnet man K,({,) zu. Aus obigem geht 
dann fiir 1+ 2 der Satz hervor: 

Zu jedem Primideal (,, das zu | prim ist, existiert ein in k relativ- 
Abelscher Korper, dessen Relativdiskriminante nur |, enthdlt und dessen Re- 


*) Zahlbericht, 8. 264, Satz 71. 
**) Zahlbericht, S. 259, Satz 76. 
***) S. 239, Hauptsatz, Kapitel IV, 


a i iin Joo” Sie 
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lativgrad gleich der griéften in der Klassenanzahl des Strahls ({,) enthaltenen 
Potenz von 1 ist. 


Im Falle k(Y— 3) hat man den Fiihrer 1, durch 3[, zu ersetzen. 
Ist (4) =+1, so macht man dieselbe Uberlegung fir K,'(I”) und 


K,"(’), wo v irgendeine Zahl > 1 ist. Da nun (/) = Isl, so wird fiir jedes 
in { enthaltene Primideal 2 die Verzweigungsgruppe in K,(K,’(l"), K,’(?) 
zyklisch sein miissen mit einer Grundsubstitution 7’ 7”, wo 
sT’ = T's; sT” = T”-'s, 
Man beweist dies genau nach der Methode, mit der Satz 3 in Kapitel II 


bewiesen wurde*). 7’ 7”-*! ist dann wieder die Grundsubstitution der 
Verzweigungsgruppe von s&, und der zu 


(7 T*-1)° (O<2<l-1) 
gehérige Kérper K,({") hat folgende Eigenschaften: 
a) Er ist relativ-Abelsch zu k; 


b) sein Relativgrad ist die gréBte in <-1(1— 1)h enthaltene Potenz 
von 1; 

c) seine Relativdiskriminante enthalt nur [; 

d) { wird in ihm die /’-** Potenz eines Ideals, nicht aber die /’*. 


Andererseits hat der Strahl ({”) in k die Klassenanzahl . b-t(1—1)h. 
Also: 

Zu jedem Strahl ((") in k existiert ein relativ-Abelscher Korper K,((’), 
dessen Relativdiskriminante nur 1 enthilt, in dem | die l’-!* Potenz eines 
Ideals wird und dessen Relativgrad gleich der zu 1 gehirigen Klassenzahl 
des Strahls (() in k ist. 

Durch Zusammensetzen der Kérper K,(1,) (i= 1, 2,---,r) und K,((’) 
erhilt man einen Kérper K,(f), wo f=I[,l,---1, ist, der in bezug 
auf den Strahl (f) von & dieselben Beziehungen hat wie oben. Nur im 
Fall m = —3, 1=3 ist eine einfache ergiinzende Betrachtung hinzuzu- 
fiigen. SchlieBlich kann man in f einen beliebigen rationalen Idealfaktor (f) 
als Faktor hinzufiigen, wenn man dementsprechend den Kérper K,(f) von 
friiher zu K,(f) adjungiert. Man erhiilt den 

Satz: Zu jedem Strahl (f) in k, wo § ein beliebiges Ideal von k ist, 
existiert ein zu k relativ- Abelscher Kirper, dessen Relativdiskriminante nur 
die Primideale von § enthdlt, und dessen Relativgrad gleich der zu 1 +2 
gehirigen Klassenzahl des Strahles (f) ist. Dabei heiBen zwei Ideale in (f) 
diquivalent, wenn ihr Quotient zu einer Zahl gemacht werden kann, die 
(mod f) der Einheit kongruent ist. 


*) S. 208. 
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5. Ist dagegen 1 = 2, so kann man den eben aufgestellten Satz nicht 
beweisen unter Zuhilfenahme der in Kapitel 1V betrachteten Kérper. Es 
ist dann notwendig, in héhere Kérper, die Teilungskiérper von Weber*), 
zu gehen. Dies wollen wir zunichst an einem Beispiel zeigen. Es sei 


k(V—1) =k(i) der zugrunde gelegte Kérper. Bilden wir K(10). Dieser 
Kérper setzt sich aus den 5. Einheitswurzeln, die durch Ver 
geben sind und V2 f,(V—100)**) zusammen. Letztere GréBe ist 


l= + (1+ V5). 


ge- 


Also wird K(10) gebildet durch K (ystF . V5), was ein Kérper 
8. Grades ist. In demselben wird jedes der beiden in (5) enthaltenen 
Primideale (1+ 27) und (1—2%) von k die 4. nicht aber 8. Potenz eines 
Ideals***). Ist S, die Substitution des Kérpers der 5. Einheitswurzeln, 
S, die Substitution des Kérpers von (V5), so ist 


oy “/ Pe D ~7 _. PG wlie { = sites 
S,S, = 8,S,, sS,= S.s, SS,= 5, >) S, os 3. hs a 


und es kann die Substitution S, so gewahlt werden, daB die Trigheits- 
gruppe der in (1+ 27) enthaltenen Primideale durch (S,S,)” (0<2< 4), 
der in (1 — 27) enthaltenen Primideale durch (S,S,-*)}” (O<2<4) ge 
geben ist. Daraus erkennt man sofort, daf K(10) keinen Unterkirper ent- 
héilt, dessen Relativdiskriminante zu (1—2i) prim ist, und in dem (1+ 2%) 
die 4. Potenz eines Ideals wird. Denn im Trigheitskérper von (1 — 2%) 
wiirde (1+ 27) nur das Quadrat eines Ideals, da er bloB vom 2. Relativ- 
grad ist. Derselbe ist namlich Y1-+ 27. 

Geht man in einen beliebigen Kérper K,(f), wo f ein Vielfaches 
von 10 ist, so wird auch dieser Kérper keinen solchen Unterkérper ent- 
halten. Denn derselbe ist Oberkérper von K(10)+) und die Relativdis- 
kriminante muB zu 5 prim sein}}). Er setzt sich zudem aus Kérpern 
K,(2”), K,(2l,) zusammen, deren Relativdiskriminanten fiir 1,5 zu 5 
prim sind nach dem Hauptsatz Kapitel 1V.;+) Somit: 

Es gibt keinen Korper K,(f) in bezug auf k(i), der einen Unterkirper 
besitzt, dessen Relativdiskriminante zu (1 —2i) prim ist, und in dem (1 + 2%) 
die 4. Potenz eines Ideals wird. Ein solcher Kérper ist aber 


s=V1 + 2i, 


*) Weber: Algebra III (1908), 8S. 563 u. ff. 
**) Tabelle Weber: Algebra III, S. 724. 
3%) 


) Denn die Trigheitsgruppe ist zyklisch. 
+) Weber: Algebra III, S. 451. +7) S. 289, 
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der relativ-zyklisch zu k() ist. Derselbe ist der Kérper K(2(1+%)(1 + 2%), 
d. h. der zum Strahl (2(1+7)(1+22) gehdrige Oberkérper. Die Klassen- 
zahl des Strahls ist ,*, - 2°-((1+2i)(1—2i)—1] =4. 


Nehmen wir aber einen beliebigen Oberkérper K,™(f) in bezug auf 
k(Vm), so muB, damit (5) die 4. Potenz eines Ideals in demselben wird, m 
zu 5 prim sein. Denn sonst ist K,((5) der Oberkérper (V5) von K,™(1). 
Ist dagegen m zu 5 prim, so kann (5) die 4. Potenz eines Ideals werden. 
Da von allen Kreiskérpern nur die 5. Einheitswurzeln und deren Ober- 
kérper die Eigenschaft haben, daB in ihnen (5) die 4. Potenz eines Ideals 
wird, so geniigt es, in K,™/(f) nur die nicht absolut-Abelschen Bestand- 
teile zu betrachten. Kénnte man aus K(10) und solchen Kérpern einen 
Oberkérper bilden, der A(z) enthielte, so miiBte in jedem m wenigstens 
eine Primzahl /, aufgehen, die das Quadrat eines Ideals ist. Ist 7, ungerade, 
so wird aber (l,) in K(z) nicht das Quadrat eines Ideals. Also miiBte z 
auch in dem zu s = (Ym:— Ym) und zu der aus s gebildeten invarianten 
Untergruppe gehérigen Unterkérper enthalten sein. Nun enthiilt aber diese 
invariante Untergruppe, da 

S-1sS = sS* 


? 


auch die Substitution S*, oder der zugehérige Unterkérper wiirde aus z und 


aus lauter Quadratwurzeln Ym, bestehen. In einem solchen Kérper wiirde 
aber 5 niemals die 4. Potenz eines Ideals. Ist 1, = 2, so waren die Oberkérper 


von k(Y—2) zu betrachten. In denselben wird aber wegen (=) =—l 


(5) héchstens das Quadrat eines Ideals, nicht die 4. Potenz. Somit erkennt 
man den 

Satz: Der zu k(i) relativ-Abelsche Kérper V1 + 2i ist in keinem 
Kirper der singuléren Moduln und Kreiskirper enthalten. 

6. Dagegen gilt der 

Hauptsatz: Jede in einem imagindr quadratischen Korper Abelsche 
Gleichung ist durch Kreiskirper und Teilungskérper der elliptischen Funk- 
tionen losbar. 

Wihrend die singuliren Moduln nur den Oberkérper in bezug auf 
den im Kapitel I, S. 181 ausgesprochenen Aquivalenzbegriff der Strahlen im 
Grundkérper liefern, ergeben die Teilungskirper die entsprechenden Ober- 
kirper, die zum engeren Aquivalenzbegriff der Strahlen, Kapitel III, 8. 220, 
gehiren. In beaug auf die ungeraden Teiler der Klassenzahlen stimmen 
beide iiberein, also auch ihre Oberkérper, nicht aber fiir die in den Klassen- 
zahlen enthaltene Potenz von 2. 

Dieser Satz ist nur fiir die Oberkérper von einem Relativgrad 2" zu 
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beweisen, da derselbe nach 4. fiir alle Kérper ungeraden Relativgrades 
gilt. Dazu ist genau mit den Mitteln von Kapitel I] der folgende, den 
dortigen Resultaten entsprechende Satz zu beweisen, der sich nun auf einen 
beliebigen Oberkérper bezieht: 
Hilfssatz: Wenn K ein beliebiger zu k relativ-Abelscher Kérper vom 
Relativgrad 2“ ist, so ist 
_ d 
1. fiir 1,+ 2, (7) = +1, () =—{sl,: 
l.—1=0 (mod 2"), 
falls 2" der Grad der Trégheitsgruppe von |, ist; 
“ d 
2. fiir 1, + 2, (7) = —1: 
1?—1=0 (mod 2%), 
falls 2" der Grad der Triigheitsgruppe von 1, ist; 
3. fiir l,+ 2, (zt) = 0: die Relativdiskriminante zu 1, prim. 
4. fiir (2) =+1, (2)=—Isl: die Verzweigungsgruppe von 1 von der 
Form 


” 0<r4<2 
sail ty ge = 
5. fiir (5) + +1: die Versweigungsgruppe von (2) in der Form 
One O0<2 <2" 
7 leorcet 


Entsprechend ist die Theorie von Kapitel III durchzufiihren, unter 
Zugrundelegung des Aquivalenzbegriffes im engeren Sinne. AuBerdem 
kann man jedem relativ-Abelschen Oberkérper K vom Relativgrad 2* 
einen Fiihrer f zuordnen, der alle zu 2 primen, in der Relativdiskriminante 
enthaltenen Primideale [, einfach und jedes in 2 und der Relativdiskrimi- 
nante enthaltene Primideal { zur 2 +‘ Potenz enthalt, wenn v die gréBere 
der Zahlen v’ und v” vom Hilfssatz ist. Damit ist die Theorie dieser all- 
gemeinen Gleichungen erledigt. 

Um die Anwendung dieser Entwicklung auf die Teilungskérper durch- 
zufiihren, muB deren Theorie besser bekannt sein, als dies bisher der Fall 
ist. Man weiB, daB die Teilungskérper in bezug auf den Klassenkérper 
K(1) relativ-Abelsch sind, aber nicht, ob zu k relativ-Abelsch.*) Dagegen 
weiB man, daB die Primideale der Hauptstrahlklasse in Primideale 1. Grades 
im Teilungskérper zerfallen.**) Wenn also die Kérperklassenzahl von k 
eins ist, kann man genau nach Kapitel IV den Satz beweisen: 


*) Weber: Algebra III (1908), S. 576. 
**) ibid. 8. 596, Resultat 8. 





me of, cg = «4, 
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Satz: Die Relativdiskriminante des Teilungskirpers, der zum Fiihrer f 
gehirt, enthdlt nur die Primideale von f. 

Damit ist dann auch der obige Hauptsatz genau wie in 2. zu beweisen. 

Ist dagegen die Kérperklassenzahl von k von eins verschieden, so ver- 
langt die Untersuchung ein Eingehen auf die funktionentheoretische Seite 
des Problems. Diese Betrachtungen habe ich noch nicht durchgefiihrt, sie 
wiirden auch zu weit abseits fiihren. Ich werde dieses Problem in einem 
Teubnerschen Lehrbuche im Zusammenhange darstellen. Doch glaube ich, 
daB die zahlentheoretische Seite durch meine Entwicklungen ausreichend 
geférdert ist. 


Karlsruhe, 5. Juni 1913. 
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Beweis fir die Existenz von Integralen einer gewdhnlichen 
Differentialgleichung in der Umgebung einer Unstetigkeitsstelle. 


Von 


Oskar Perron in Tibingen. 


Bekanntlich hat die Differentialgleichung 
d 
a. = F(z, y) (x, y reell), 


wenn die reelle Funktion F(z, y) an einer Stelle x, y, und in deren Um- 
gebung stetig ist und der Lipschitzschen Bedingung 


|7e KEW < (ye) 
geniigt, ein und nur ein Integral y, welches fiir «= a den Wert y= y 
annimmt. Ich behandle im folgenden den Fall, wo die Funktion F(z, y) 
an der Stelle 2), y, eine Unstetigkeit hat, welche aber durch Multiplikation 
mit einer stetigen Funktion m(z) von « allein beseitigt werden kann; ich 
nehme also die Differentialgleichung in der Form 


v(a)<" = f(a, y) 
an, wo f und @ stetig sind, und m(z,) = © ist. Diese Differentialgleichung 
ist mehrfach behandelt worden fiir den Fall, daB g(x) = (4—,)" (n = posi- 
tive ganze Zahl), und f(z, y) an der Stelle xz, y, holomorph ist.*) Be- 
schrinkt man aber z, y auf reelle Werte, was ja bei topologischen Unter- 
suchungen der Integralkurven allein in Frage kommt, so ist es wiinschenswert, 
das Problem unter geringeren Voraussetzungen zu behandeln. Ich werde 
von der Funktion g(#) nur verlangen, daB sie stetig ist und fiir 7 + 2% 
nicht verschwindet, wihrend f(x, y) ebenfalls stetig sein soll und daneben 


nur noch einer Bedingung unterworfen wird, die der Lipschitzschen sehr 
ahnlich ist und nicht viel mehr verlangt wie diese. 


*) Siehe z. B. J. Horn: Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 119, 
120. — J. Bendixson: Ofversigt af kongl. Vetenskaps-Akademiens Férhandlingar, 55 
(1898), Acta Mathematica, 24. 
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$1. 
Wir setzen x, = 0, was keine Beschrankung bedeutet, und betrachten 
im iibrigen nur positive 7, da der Fall negativer 2 sich darauf durch die 
Substitution x = — 2’ zuriickfiihren la8t. Die Differentialgleichung sei also 
d 
(1) p(x) 5% =f (2, y); 
dabei sei p(x) stetig fir 0< 2 <a; ferner 


g(0)=0, g(a) +0 fir O< ada. 


Hiernach hat g(x) konstantes Vorzeichen, und wir diirfen, indem wir 
nitigenfalls die Gleichung (1) mit — 1 multiplizieren, 


g(z)>0 fir O<rca 
voraussetzen. Die Funktion f(x, y) sei zuniichst in dem Gebiet 
O<rsa, ly—y\ Sb 


nur reell und stetig angenommen. 
Trivial ist der Fall, wo das Integral 


‘ P dx 
2 
(2) J @ (x) 
0 


existiert, d. h. endlich ist. Man hat dann nur nétig, eine neue unab- 
hingige Variable ¢ vermittels der Substitution 


x 


dx 
== 
J @ (a) 


0 


einzufiihren. Dann ist niimlich ¢ eine bestindig wachsende Funktion von 
z, also auch umgekehrt « eine bestiindig wachsende Funktion von ¢: 


clas v(t), 
und die Differentialgleichung geht iiber in die folgende: 


d , 

4 =f, 9). 

Daraus erkennt man beispielsweise auf Grund des in der Einleitung er- 
wiihnten Satzes, dab, wenn nur f(z, y) der Lipschitzschen Bedingung ge- 
niigt, dann ein und nur ein Integral existiert, welches fir #0, d.h 
x=0, dem Wert y = y, zustrebt. , 


Mathematische Annalen. LXXV. 17 
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§ 2. 

Wir wenden uns jetzt zu dem interessanteren Fall, daB das Integral (2) 
nicht existiert. Wenn dann /(0, y,) +0 ist, so sieht man leicht, daB die 
Differentialgleichung (1) kein Integral hat, welches fir z= 0 dem Wert 
y = y, zustrebt. Denn fiir ein solches wiirde aus (1) folgen: 


y—y=lim | fg 


«=+0 9 (x) . 
wihrend doch dieser Grenzwert nach uuseren Annahmen nicht endlich 
sein kann. 

Die Integralkurven kénnen also nur an solchen Stellen y, die Y-Achse 
erreichen, wo f(0, y,) = 0 ist. Wir diirfen ohne Beschriinkung der All- 
gemeinheit annehmen, daB etwa y,=0 eine solche Stelle sei; also 
{(0, 0) = 0. Weiter soll von der Funktion f(z, y) vorausgesetzt werden, 
daB es zwei positive Zahlen k, K gibt, fiir welche 

k< | wW—le, | — KX (Yy + Ye) 
a~R 
ist, so lange 2, y,, Y, im Gebiet 
OszSa, |y|Sb, %| <b 


bleiben. Diese Voraussetzung ist z. B. stets dann erfillt, wenn f(z, y) 
eine stetige von Null verschiedene partielle Ableitung nach y besitzt. | 
Aus unserer Voraussetzung folgt leicht, daB der Quotient 





f(%, y:) — fe, 9s) 
Y1— Ye 
konstantes Vorzeichen hat. Je nachdem dieses nun das positive oder das 
negative ist, wird sich die Untersuchung verschieden gestalten und auch 
zu verschiedenen Resultaten fiihren, die wir zunichst in folgender Weise 
formulieren wollen. 
Theorem I. Die Funktion p(x) sei fiir 0< x <a stetig, und es sei 


9(0)=0, g(2)>0 fir 0<a<a, 


. ‘dx 
lim @ (x) er 


Die Funktion f(x, y) verschwinde fiir « = 0, y= 0 und sei fiir 0 << «<a, 
|y| <b} reell und stetig, ferner sei in diesem Gebiet 


O<k< Me w—fe w)| < K (YF 2)» 
Y¥— Ye 
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sodag der Quotient f en) — Ee ¥2) konstantes Vorzeichen hat. Wenn dann 
1 2 
dieses Vorzeichen das negative ist, so hat die Differentialgleichung 


o(2)3" = f(@, y) 


ein und nur ein Integral, welches fir lim x = +0 dem Wert y=0O zu- 
_ strebt. 

Wenn das Vorzeichen aber das positive ist, so gibt es unendlich viele 
Integrale mit dieser Eigenschaft. Man kann dann némlich zwei positive 
Zahlen a’, b’ angeben derart, daB fiir jedes dem Gebiet 0 < % <a’, |\y <v 
angehorige Wertesystem x, y, ein und nur ein Integral existiert, welches 
fiir x = 2, den Wert y=y, annimmt und auferdem fiir lim x = + 0 dem 
Wert y= 0 zustrebt. 

Wir haben absichtlich nicht gesagt, daB die der Differentialgleichung 
geniigende Funktion y fiir z= 0 den Wert y = 0 annimmt; denn tatsiich- 
lich kénnen wir nur behaupten, dab y fiir > 0 der Differentialgleichung 
gentigt. An der Stelle « = 0 selbst ist, nachdem wir der Funktion y da- 
selbst ihren Grenzwert 0 als Funktionswert beigelegt haben, bei unseren 
allgemeinen Annahmen ein bestimmter endlicher (vorderer) Differential- 


quotient J unter Umstinden gar nicht vorhanden.*) 
*) Man betrachte z. B. die Differentialgleichung 


ay’ = f(@) — y, 
wo f(x) fir 0<a2<a stetig sein und fiir «=0 verschwinden soll. Hier sind alle 
Bedingungen unseres Theorems erfiillt, und zwar fiir das negative Vorzeichen. Es 
gibt also nur ein Integral der fraglichen Art, und das ist offenbar das folgende: 


y= . [ fo) dx. 
v0 


Nachdem man noch dem obigen zufolge y(0)—0 festgesetzt hat, kémnen nun je 
nach der Beschaffenheit von f(x) die folgenden drei Falle wirklich eintreten. 

1. y hat am Nullpunkt eine bestimmte endliche vordere Derivierte; Beispiel : 
f(a) =a. 

2. y hat am Nullpunkt die vordere Derivierte + o (bzw. auch — o); Beispiel: 
f(a) = Vx (baw. f(z) = — yz). 

3. y hat am Nullpunkt iiberhaupt keine bestimmte vordere Derivierte; Beispiel: 


0 fir c=0, 


f(a) = las (2* sin va) fiir 2>0. 
zx 


Bei dem letzten Beispiel achte man darauf, daB f(x) am Nullpunkt wirklich stetig 
bleibt. 


17* 











260 O. Perron. 


§ 3. 


Wir behandeln zuerst den Fall des negativen Vorzeichens; also 


—k>™©: n)— fe *) > — K (YF Ys) 
fir OS 2 <a, \y,| <b, |y,| <b. Daraus folgt, wenn zur Abkiirzung 

K+k K—k 

i ete” a 


gesetzt wird, 


(3) F (2, %) — F(@, Ye) + &(Y%s —Ye)| S Pauly, — Hl, 
was in dieser Form offenbar auch noch fiir y,=y, gilt. Dabei ist « eine 
positive Zahl, # ist positiv und kleiner als 1. 

Aus den Voraussetzungen des Theorems | folgt weiter die Existenz 
einer positiven Zahl a’ (< a) derart, daB fir O< 7 <a’ stets 
(4) f(x, 0)! <ba(1—#) 
ist. Wir beschriinken 2 von jetzt an auf dieses Intervall und setzen 
1 


(5) @ (x) 


an v(x), also w(x) =— (0<a2<a). 


b 


Nach unseren Voraussetzungen ist dann 


(6) v(x) >0 fir 0<ar<a, 
(7) lim w(x) = 0, 
r=+0 


und die Differentialgleichung (1) ist — mit der folgenden: 


(8) Eyer ev) = ipa, v) + en 


wo « die in (3) eingefiihrte positive Zahl sein soll. Hieraus folgt, weil 
fir «= 0 auch y= 0 werden soll, durch Integration von 0 bis «: 


(9) y = ev) slide | y) + ay|d 
y J o@ »y)+ayjdz, 
0 


und umgekehrt folgt aus (9) auch wieder (8), also auch (1). Die fir 
x = 0 verschwindenden Lésungen*) von (1) sind daher identisch mit den 
fiir z = 0 verschwindenden Lésungen*) von (9). 


*) Genauer sollte es heiBen; ,,Die fiir lim2=—-+0 gegen Null strebenden 
Lisungen“ (siehe Schlu8 von § 2; auch hat die rechte Seite von (9) fiir c= 0 keinen 
Sinn (-0)). Indes wollen wir hier und spiiter die kiirzere Ausdrucksweise anwenden, 
die ja zu Fehlern doch keinen AnlaB gibt. 
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Zur Lésung von (9) wenden wir nun sukzessive Naherungen an, in- 
dem wir 


(10) y= 0, 


e aye) 
(11) y = eve | = [f(2, y,) + wy, |dx fiir 0 < x < a’, 
; v+1 Pr es 


0 fir «=0 


setzen (v= 1, 2,3,---). Dann sieht man zuniichst, daB die Funktionen y, 
fir 0<2<a’ wirklich existieren, stetig sind und absolut <b bleiben. 
Denn fiir v = 1 ist das nach (10) evident. Nimmt man aber an, fiir einen 
bestimmten Wert von v sei die Sache erkannt, so hat wegen |y,| <b der 
Ausdruck f(z, y,) wirklich einen Sinn und ist eine stetige Funktion von z. 
Das Integral (11) existiert also, und zugleich ist nach (3) und (4) 


f(z, Y,) + ay, < If (2, 0)| + ta ly, | 
< ba(1 — &) + Bab = ba. 
Daher nach (11) fir O0< aca’: 


. (2) 
> -ay(z 
leas save | — badx = e*¥®. be-“¥@ = b, 
0 


Die Stetigkeit von y,,, ist fiir z > O evident, braucht also nur fiir die 
Stelle z= 0 bewiesen zu werden. Nun ist nach Definition y,,,(0) = 0; 
andererseits folgt aus (11) durch Anwendung des Mittelwertsatzes: 


- wy (2) 


Yor) — PP, yem)) + era) f os ae 
0 


- F(X, ¥y(%)) + ¥,(%), 


wo a, ein Mittelwert zwischen 0 und @ ist. Mit x wandert auch x, gegen 
Null, also auch y,(z,), weil fiir diesen Wert von » die Stetigkeit schon 
als bewiesen angenommen wird; man erhilt somit: 


lim y, .,() = 0, 
z=+0 
womit auch die Stetigkeit von y,,, bewiesen ist. 
Nunmehr wollen wir zeigen, daB die Funktionen y, fir O0<2<a’ 


gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion y konvergieren. In der Tat ist 
nach (11) fiir v = 2,3,4,--- 


> apie) | 
%41-9,= evn f . (f(x, y,) — f(x, y,-1) + ey, —9¥,_s)] de, 
0 
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also mit Riicksicht auf (3) 


* eo e¥@) 
¥,41—- ¥ <eve | 9 (2) ta\y,—y,_,\dz. 
0 


Die stetige Funktion |y,— y,_,| hat im IntervallO <2< aq’ ein Maximum. 
Bezeichnet man dieses mit M,, so folgt: 


* awe) 
Y41 Ys seve fi oie 2¢M,de — OM,. 
D) 


Daher auch M,,, < #M,, und folglich 
%4i-¥,! SM, SPM, 
Daraus ergibt sich die zu beweisende gleichmiiBige Konvergenz. Die 
Grenzfunktion 
y = lim y, 


ist wegen der GleichmiBigkeit auch stetig; ferner verschwindet sie fiir 
x =0, weil alle y, fiir «= 0 verschwinden; schlieBlich ist auch |y| <b, 
weil alle |y,| <6 waren. 

DaB die so gefundene Funktion y nun wirklich die Gleichung (9) lést, 
erkennt man jetzt leicht. Denn wegen der gleichmiBigen Konvergenz laBt 
sich zu jeder positiven Zahl ¢ eine Zahl m angeben derart, dab fiir vy >n 
im ganzen Intervall O< 2<a’ stets |y,—y\|<e ist. Wegen |y,! <<), 
ly| <6 folgt dann mit Riicksicht auf (3): 


> aye) : , 
ewe | or (f(z, v,) — f(z, y) + e(u, —y)] dx 
0 


on [ °°"... 
se gir daly, —y|dx 


Oo) 
< ev) [> Sasdx = Be 
a a j 


Daher ist 
. — aw (x) 
lim eve f' (x) (f(a, y,) + ay, | dz 
‘=e 0 


—aw(r) 


[f(2, y) + ayldz. 


zx 
= ven f e 
; 9 (x) 


LaBt man also vy in Gleichung (11) iiber alle Grenzen wachsen, so ergibt 
sich gerade die zu beweisende Formel (9). 
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§ 4. 

Wir haben im vorigen Paragraphen eine Lésung y der Gleichung (9) 
und damit der Gleichung (1) gefunden, welche fiir z= 0 verschwindet. 
Wir wollen jetzt zeigen, daB die Gleichung (1) keine weitere derartige 
Lésung hat. Ware nimlich noch eine vorhanden — sie mége z heiben —, 
- so wire das auch eine Liésung von (9) und mar hatte: 


> ay(2) 
y—-z= eve [ (f(a, y) —f (2, 2) + «(y—2z)] dz. 
0 


Ist a’’ eine hinreichend kleine positive Zahl, so wird fir 0 < 2 <a” nicht 
nur y|<b, sondern auch |z|<b sein. Wir kénnen also die Ungleichung (3) 
anwenden und erhalten: 


< von fer g 1 
ly—2z\<e J a\y—2z\dz. 
Im Intervall O< 2 <a” mub die stetige Funktion |y — z| irgendwo ihren 
gréBten Wert M annehmen; das sei etwa der Fall fiir z= 2,. Dann folgt 
aus der vorigen Ungleichung, wenn speziell =z, gesetzt wird, 


ft awe) 
M <ewen { r GaMdx=—oM. 
0 


Daher ist M=0, also z=y. W.z. b. w. 


§ 5. 
Wir wenden uns jetzt zu.dem in Theorem I erwihnten Fall des posi- 
tiven Vorzeichens. Es ist dann 


o<b< SSE we nH) 
fir OS 2<a, y, <b, \y,| <b. Setzt man wieder 
K+k_ K—k 


a, 


TT K+E~* 


so folgt diesmal 
(12) F(@, 1) — F(%, Ye) — €(Y%, —%2)| SH y,— yl, 


was auch fiir y,=—y, noch gilt; dabei ist « wieder positiv, # positiv und 
kleiner als 1. 


Aus den Voraussetzungen des Theorems I resultiert nun weiter die 
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Existenz von zwei positiven Zahlen a’(<a) und b'(<b) derart, daB fir 
O0< 2c stets , 

(13) ab’ + |f(2, 0)| <ba(1—8) 

ist. Alsdann setzen wir wieder 


a 


d ° 
(14) fH -¥@, aso w@=-4,  O<eKa’, 
und es ist wie friiher 
(15) v(z)>0 fir 0O<r<ad, 
(16) lim p(x) = oo. 
z=+0 


Die Differentialgleichung (1) ist hiernach gleichbedeutend mit der 
folgenden: 


d _ en 
(17) Ayer) =" f(a, y) — ay). 
Indem wir zwei beliebige Zahlen z,, y, in dem Spielraum 
(18) 0< HS, HSV 


wihlen, wollen wir die Gleichung (17) in der Weise integrieren, daB fiir 
x =, der Wert y = y, herauskommt; so ergibt sich: 


aw/(z) 


(19) y = eH 2P)) yen vr) 7, “pia U() y) — «yada 





und offenbar sind diejenigen Lisungen der Differentialgleichung (1), welche 
fiir «=z, den Wert y= y, annehmen, identisch mit den entsprechenden 
Lésungen von (19). Das Theorem I wird daher bewiesen sein, wenn wir 
zeigen kénnen, daB (19) gerade eine Lisung hat, die fiir 2 = x, den Wert 
y = und zugleich fir = 0 den Wert y = 0 annimnt. 
Wir suchen nun (19) wieder durch sukzessive Naherungen zu lésen, 
indem wir 
. xz 
(20) a = ’ 


e~ *¥@) 
(21) Yy41 _ 





e aw (x) 
yerve— — f(a, ¥)—exlas| fir 0<2S%, 


0 fir «=0 


setzen (v= 1,2,3,---). Zuniichst zeigen wir, daB diese Funktionen y, fiir 
0<2z< 4, wirklich existieren, stetig sind und absolut <b bleiben. Nach 
(18) und (20) ist das wegen b’ < b in der Tat fiir » = 1 der Fall. Nimmt 
man aber an, es gelte fiir einen gewissen Wert von v, so ist zunichst 
nach (12) und (13) 
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< ba(1— #) — ab’+ Bab; 


\f (a, Y,) ra wy, < f(z, 0) + da y,| 


also 
(22) If(@, y,)—ay,|<eb—) (fr OS eS ay). 
Mit Riicksicht hierauf folgt aus (21) fir 0<2< 4%: 


awe) 
— awl) } | a | paw(re) ° - 
Wil Se “7 Yo an’ +f o@ *0 sa 


< e7~ eva) { Db’ e@ ¥ (20) + (b am b’) (erv) — et (70) } 
<b'+ (b—b) =b. 


Die Stetigkeit von y,,, ist fiir « > 0 evident, braucht also nur fiir 2 = 0 
bewiesen zu werden. Nun ist y,,,(0) = 0; andererseits folgt aus (21): 


| 


(23) W413 & rr —J —J O<s<%,<H) 


Da y, bereits als stetig angenommen wird, so ist lim y,~0, und man 
z=+0 

kann nach Annahme einer beliebig kleingn positiven Zahl « die Zahl 2, 

so klein wihlen, daB fir 0<a#<z, 


f(x, ¥,) — «y,| <a 
ist. Dann folgt 


z, 


| | cy (2) - 

tris sada = (et?) — ev) < ger¥, 
a 9 (x) 

} z 


AuBberdem wird unter Beriicksichtigung von (22) 

Zo j Zo 
Me [ee ab— vy dz = 6b) (er) — x90) 
} i= p(x) \ : \ ) 
' ; < (b—D’) env), 

Setzt man dies in (23) ein, so kommt: 

Yynr| << en *V™ {Deve + serv) + (b—D')erv™) 
< é + bet’) — ee), 


LaBt man hier x gegen Null wandern, so wird wegen (16) schlieBlich 
ber¥ie:)—«¥@ < ¢, also |y,,,| << 2¢, womit die Stetigkeit bewiesen ist. 

SchlieBlich bemerken wir, daB die Funktionen y, fiir 2 = 2, alle den 
Wert y, annehmen; das ergibt sich aus (20) und (21) unmittelbar. 
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Nunmehr zeigen wir, daB die Funktionen y, fir 0 < «<2, gleich- 
maBig gegen eine Grenzfunktion konvergieren. In der Tat ist nach (21) 
fir v = 2, 3, 4,--- 


aw (2) 
Yy41 = ¥,= = cave fr (f(z, y,) a f(a, Y,—-1) a «(y,—Y,_1)] dz. 


Daher mit Riicksicht auf (12): 


“ew (x) 
ale eevee | 
Yrs ¥, < @ 


z 


a ¥,— y,-1|dz. 


(x) 


Die stetige Funktion |y,—y,_,| hat im Intervall 0 < z < a, ein Maximum 
M,; es ist dann 


» 


Zo 
* aw (x) 
Y41—- 4, Seo ov) { - 


taM dz 
oe = (2) ; 


= e*¥() 9 M (eV — eV) < OM,,. 
Daher auch M,,, < @M,, und folglich 
Yy41— y, | < M, ,; < -*M, 9 


Daraus ergibt sich die zu beweisende gleichmaBige Konvergenz. Die 
Grenzfunktion 


y = lim y, 


ist wegen der Gleichmi#Bigkeit auch stetig; ferner nimmt sie fiir z= 0 
bzw. x = x, die Werte y = 0 bzw. y = y, an, weil alle y, dies tun. Schlieb- 
lich ist auch |y| <b. weil alle |y, <b waren. 

DaB die so gefundene Funktion y nun wirklich die Gleichung (19) 
list, sieht man jetzt leicht ein. Denn wegen der gleichmaBigen Konver- 
genz laBt sich zu jeder positiven Zahl « eine Zahl m angeben derart, dab 
fir »>n im ganzen Intervall O< x< a stets y,—y <e ist. Wegen 
ly,| <5, |y| <6 folgt dann mit Riicksicht auf (12): 


e aw (x) , 

eave f =f, ) — fia, v) — ey, —w)lde 
<eeve fr 9 y,—y|dz 
= : @ (x) 


< eH eVO Ge (er) — CHV) <e. 
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Daher ist 


lim e~*¥@) 


‘=e 








- ; "Ife, ¥,) — ay,| dx 


=< ¥e) fer ve Ue, ¥) — ay). 


LaBt man also v in (21) tiber alle Grenzen wachsen, so ergibt sich gerade 
die zu beweisende Formel (19). 


§ 6. 


Wir haben im vorigen Paragraphen eine Lésung der Gleichung (1) 
gefunden, welche fiir «= 0 verschwindet und auBerdem fiir 2 =z, den 
Wert y, annimmt. Wir wollen jetzt zeigen, daB es keine weitere derartige 
Liésung gibt. Nehmen wir namlich an, es sei noch eine vorhanden — sie 


mége z heiBen —-, so ist das auch eine Lésung von (17); also ist 
, d , et ¥@) : ; 
(24) qn (y—aer"™) — @ (2) (f(z, y) — f(z, ta a(y —#)|. 


Nun sei z, die obere Grenze derjenigen x des Intervalles (0, z,), fiir 
welche y +2 ist. Offenbar ist z, > 0, und man hat dann 


(25) 2(2,) = y(%), 


wihrend das Maximum M,, das die stetige Funktion |z— y| im Intervall 
(x, —h, #,) erreicht, notwendig gréfer als Null ist, wie klein auch die 
positive Zahl hk sei; dieses Maximum werde etwa fiir x = x, — h, erreicht. 
Offenbar ist 0 < h,<h, und man hat: 


a(x) —y()|SM, (fir 4,-hoxsa,), 
|e(a,—h,) — y(@,—h,) = M,> 0. 


Nun haben wir y <b} gefunden; wir werden am SchluB dieses Para- 
graphen zeigen, daB hierbei Gleichheit ausgeschlossen ist. Nehmen wir 
dies einstweilen als bewiesen an, so ist auch |2(z,)| =| y(z,)| <b. Man 
kann daher h so klein wihlen, daB |y| und z im Intervall (7,—h, 2,) 
kleiner als b bleiben. Indem man dann Gleichung (24) von z,—h, bis 2, 
integriert, kommt unter Beriicksichtigung von (25): 


x, —h,) — y(x, —h,) 


(26) 


meevinny fore (f(x, y) — f(a, 2) — ae(y—2)|dz. 


r—hy 
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Da |y und |z| kleiner als } sind, kann man auf die rechte Seite die 
Formel (12) anwenden und erhiilt: 

a 

|e(2,— hy) — y(z,—h)| Serer f 


4—h, 


ew) 


o@ ta\ly—z\dz. 


Also auch mit Riicksicht auf (26) 


4 


a v ( 
(az) 
M,<eevn-w f* , Ra M,dx 
= 9 (x) 
%—A, 
= 8M) &M, (rr—m) — en") < OM, 


Die Ungleichung W,< #M, enthilt aber wegen M,> 0 einen Wider- 
spruch, es gibt also keine zweite Lésung z. 

Nun ist noch der Beweis nachzutragen, daB fiir O<2< a, stets |y| <b 
ist mit Ausschlu8 der Gleichheit. Aber aus der bereits bewiesenen Un- 
gleichung |y' < } folgt mit Riicksicht auf (12) und (13): 


f(@,¥)—ey S|f(z,9)| + Be y| 
< ba(l1—#) — abl’ + Hab = a(b—Dd’). 
Daher nach (19) fiir 0< 2 < a: 


'y| se mm * Me) I gy H(b—b) dx 


< e7 ev (x) { be W (ao) +. (b = b’) (e2¥(2) — ew (ae) } 


<b +(b-b) =b. 
Da aber auch |y(0) =0<)}, so ist allgemein |y| <b. W. z. b. w. 


§ 7. 
Wir zeigen jetzt, daB die Integralkurven in gewissen Fallen die Kurve 
f(z, y) = 90 im Nullpunkt beriihren. Bemerken wir zuniichst, daB unter 
den Voraussetzungen von Theorem | die Gleichung f(z, y)=0 wirklich 
eine Kurve definiert; oder analytisch ausgedriickt: Es gibt eine und nur 
eine stetige Funktion y von z, welche der Gleichung f(z, y) = 0 geniigt 
und fir «= versehwindet. In der/jTat war nach unseren Voraus- 
setzungen 
f(x, 1) — £(% Ys)  H(Y,—H%)| LFaly,—y, (O<P<1), 
wo @ eine positive Zahl bedeutet und das obere oder untere Zeichen gilt, 
je nachdem der Fall des § 3 oder § 5 vorliegt. Setzt man nun 


Bia . 
yt — f(x,y) =1(2, 9), 
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so nimmt die Gleichung f(z, y) = 0 die Form an: 
y¥ = 4(%, ¥) 
und dabei ist 
Ms) — 20% Yo) SFl¥, — ys}. 
Nach einem von Herrn Goursat bewiesenen Satz*) folgt hieraus fiir ge- 
niigend kleine « gerade die Existenz und Eindeutigkeit der Funktion y. 
W. z. b. w. 

Wir setzen nun weiter voraus, dab die Kurve f(x,y) =0 im Null- 
punkt eine bestimmte Tangente hat, die nicht mit der Y-Achse zusam- 
menfillt. Das ist beispielsweise immer der Fall, wenn die partiellen Ab- 
leitungen /,’, f,’ existieren und stetig sind (/,’ kann nach den Voraussetzungen 
von Theorem | nicht Null sein). Wenn wir dann weiter annehmen, dab 


F - G(r) 

(1) jim 2 =0 

ist, wollen wir zeigen, daB die Integralkurven im Nullpunkt die Kurve 
fiz,y)=0 beriihren. Zu dem’ Zweck sei mit Y, die fiir =O ver- 
schwindende Lésung der Gleichung f(x, y) = 0 bezeichnet; also 


(28) f(a, Y,) = 0. 

Unsere Voraussetzung fiber die .Tangentenexistenz besagt dann, daB der 
Grenzwert 

(29) lim — = 

existiert und endlich ist, 

Indem wir jetzt zuerst den Fall des § 3 behandeln, sei Y, das fiir 
x= 0 verschwindende Integral der Differentialgleichung (1); wir haben 
dann nour zu zeigen, daB auch 4 fiir «= +0 dem Grenzwert 4 zustrebt. 
Nun ist nach Formel (‘) 


‘ : awl) wu 
Y,= ewe 9 (a) [f(%, Vp) + « ¥,j da. 


Also, wenn wir zur Abkiirzung 


* -ay(s) a , 
(30) eve fo eX) +eY de ¥,—2(2)  (e>0) 
; , 


*) E. Goursat: ,,Sur la théorie des fonctions implicites“. Bulletin de la Société 
Mathématique de France, 31 (1903), 
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setzen, auch 


awe) 
¥,—¥,=20(2) + eve f "" if, ¥,)—f@, ¥,) + «(%— ¥)lde. 


Daher fiir geniigend kleines z mit Riicksicht auf (3) und unter Anwendung 
des Mittelwertsatzes: 


x 
> 
ee) 


= ta Y,—Y,\dx 


¥,(2)— ¥,(2)| < 2|0(@)| + ev | 

0 

— £|(z)| + | ¥,(2,)— ¥,(4)|, 
wo 0< 2, <_< ist. Wendet man diese Formel wiederholt an, so kommt, 
wenn Z,, 2% ,%3,°°~- eime geeignet zu wihlende Serie von abnehmenden 
positiven Zahlen bedeutet, 
Y,(z)— ¥,(z)| S 2|O(@)| + #2,|O(2,)| + --- + #2,|O(,)| 
+ #**| Y,(z,,)— ¥i@,41)| 
Sax{|O(x)| + O|O(z,)| + +--+ H|O(@,)}} 


+ +?) Y3(%,41) — Y, (2, 41) ° 
Da aber offenbar 


lim &**| Y, (2,41) — ¥,(@ 


va ow 


) =9, 


v+i1 


so folgt hieraus 


(31) 


| ¥,@) =i | <|o(a)| + #/O(@,)| + *|0(2,)| +--, 


vorausgesetzt daB diese Reihe konvergiert. Nun ist aber nach (30) und (28) 


f fam 

a Y,dx 
y. ; 9 (x) 

1 
+ 7° a 

Auf der rechten Seite haben Zahler und Nenner fiir limz—+0 den 
Grenzwert 0. Man findet nach den Regeln der Differentialrechnung den 
Grenzwert des Quotienten, indem man Zahler und Nenner differenziert. ; 


Es kommt so mit Riicksicht auf (29) und (27): 


e *¥@) Yy. 
g(a) om l ry] 
lim O(7)+4=lim —— —_——— = lim ——— =j, 
z= z=+0 .-*¥(2) oe z=+0 P(2) 
+0 +0 (1+ a +0 me) +4 


Daher 
(32) lim (x) = 0. 
z=+0 : 
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Infolgedessen konvergiert die fragliche Reihe fiir geniigend kleine z, und 


die Ungleichung (31) ist also richtig. Aus ihr folgt dann aber im Verein 
mit (32) sogleich: 


also auch: 


=4. W.z.b. w. 


Wir wenden uns jetzt dem Fall des § 5 zu. Dann sei Y, das fiir 
a2 = verschwindende und fiir 2 = x, den Wert y, annehmende Integral 
der Differentialgleichung (1). Dabei denken wir uns, was keine Beschrankung 
bedeutet, z, so klein, daB die Funktion Y, jedenfalls fir OC rca 
existiert und absolut <b} ist. Nach Formel (19) ist dann 


renee) 


Y, = ee) ler -f{ a [f(z, Y¥;) —«Y;| dx 





Setzen wir also zur nee 


eve) 
(38) e-2¥@) y, eves f e = (A(x, Y,) — «Y,]dx; — Y,—2¥(a), 








so ist auch 
¥, — ¥, = 2¥(2)—e-*ve Je or UF ¥s)— a %,)—«(%— Yaz. 


Daher mit Riicksicht auf (12) und unter Anwendung des Mittelwertsatzes: 
o@ * Y,— Y,|da 
<2|¥(2)| + #| ¥;(a)— ¥,(@)|, 
wobei wieder 0 <2, <a ist. Hieraus folgt analog wie oben: 


| =A— Y, @) | < |W (a)| +@ Y (a,)| + # | ¥(2,)| fe 


“ay (a) 
| ¥;(x) — Y,(x)| S 2|¥(x)| + envi f 


(34) 


vorausgesetzt, daB diese Reihe konvergiert. Nun ist aber nach (33) und (28) 


aw (2) 
Yo ek «YY, dx 


ro) 


¥ (x) +2 


Hier hat der Nenner der rechten Seite fiir lim z = + 0 den Grenzwert co, 
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wie man auf Grund der Voraussetzung (27) leicht erkennt. Man findet 


den Grenzwert des Quotienten, indem man Zahler und Nenner differenziert.*) 
Es kommt dann: 


et ¥@) y Y, 
; ‘ — 9 (x) a . — 
lim ¥(@) +h boarel — (: _ ae ) Jim. 9) 
@ (x) ax 
Daher ist 
(35) lim ¥(z) = 0. 
z=+0 


Infolgedessen konvergiert die fragliche Reihe fiir gentigend kleine x und 
die Ungleichung (34) ist also richtig. Aus ihr folgt dann im Verein mit 
(35) sogleich 


lim Y, (w) — ¥, (@) =0, 
z=+0 ad 
also auch . 
lim 2* = lim 22 —4. W.z.b.w. 


Somit haben wir bewiesen: 


Theorem Il. Zu den Voraussetzuwngen des Theorems 1 migen noch die 
folgenden beiden hinzukommen: 

1. Die durch die Gleichung f(x,y) = definierte und sicher existierende 
Kurve habe im Nullpunkt eine bestimmte Tangente, die nicht in die Y-Achse 
fallen soll. 


2. lim ? —0. 
z=+0 z 
Alsdann beriihren die Integralkurven des Theorems \ die Kurve f(x, y) = 0 
im Nullpunkt. 


*) Hierbei wird der folgende Satz benutzt: ,,Wenn die Funktionen f(x), F(x) 
an jeder Stelle im Innern des Intervalles (a, b) eine bestimmte endliche Ableitung 
haben, wenn dabei F’’(x)+0 und lim F(x) =, so ist 

. fj)» f(a) 

1 == l ? 

ono F(@) ane F'@) 
vorausgesetzt, daB der rechts stehende Girenzwert existiert.* Der Satz findet sich in 
den Lehrbiichern meist nur fiir den Fall, daB auch lim/(x)=o ist. In der ange- 

r=a 

gebenen und fiir uns notwendigen Form steht er bei O. Stolz: Grundziige der Dif- 
ferential- und Integralrechnung, Leipzig 1893, 8. 77, wo indessen noch die Voraussetzung 
gemacht wird, daB F’(x) konstantes Vorzeichen hat. Diese Voraussetzung ist aber 
unndtig; denn erstens kann sie bei dem Stolzschen Beweis leicht entbehrt werden, 
zweitens ist sie aber wegen F’’(x)=-0 schon von selbst erfiillt, weil nach einem von 
Herrn Darboux bewiesenen Satz (Annales de I'Ecole Normale, (2) 4 (1875), Seite 109f.) 
eine derivierte Funktion keinen Zwischenwert auslabt. 
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Wir bemerken, daB die Voraussetzung lim 2) = durchaus not- 


wendig ist. Ohne sie kénnen die Integralkurven sehr verschiedenes Ver- 
halten zeigen. Zum Beispiel sind bei der Differentialgleichung 
ay = 2y + \y| 

alle anderen Voraussetzungen unseres Theorems erfiillt. Die 
. Kurve f(a, y) =0 ist hier die X-Achse; also Y,=0. Integral- 
kurven gibt es dreierlei: 

1. y= C2’ C>0, 

2. y=0, 

3. y=—Cxr, C>0. 








Die der ersten und zweiten Art beriihren die X-Achse, die der dritten 
Art beriihren sie nicht. 


Mathematische Aunalen LXXV 18 
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A method of extending to multiple integrals properties 
of simple integrals.*) 


By 
Burron H. Camp of Middletown (Conn.) U. S. A. 


The fundamental theorem of this paper is given in its most general 
form in Theorem 3, and in its simplest form in Theorem 2. It states 
that, subject to very general conditions, if f and g are defined in the 
multiple field A, there exist two functions of one variable, F(x) and G(z2), 
of which the first is monotone increasing, such that 


[Fdax=ffaa, [Gadx=f ga, [Fae = fgaA, 
0 By ri) By tO) By 


where z is the measure of the set B, where f<k. This theorem enables 
one, with very little additional labor, to extend to the domain of several 
variables many theorems relative to integrals of functions of one variable. 
Among these are certain theorems, due to Lebesgue, relative to the con- 
vergence to zero, and to F(z), of the integral of F(t) G(t, n). New con- 
ditions for the convergence of Fourier's and of Legendre’s series result 
from one of these extensions. Other theorems which may be treated in 
the same manner are the second theorem of the mean, the theorem on 
integration by parts, and those which exhibit the relations between au 
integral and its derivatives. These generalizations are also generalizations 
in one dimension as well as to more than one dimension. The central 
idea of the paper, namely, that all functions may be considered as, in a 
sense, monotone increasing, is the important element in Lebesgue’s defi- 
nition of integration. In a foot-note to b°, preceding Theorem 5, it is 
pointed out that from some points of view his definition is more natural 
than Riemann’s, even when so simplified as to make the two definitions 
equivalent. 


*) Read before the American Mathematical Society, New York, February 22, 1913. 
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Lemma 1: Let q be a measurable function of m variables, defined in 
the limited field A, and lying in the interval (a=q= B), a, B finite or in- 
finite. Let B, be that set of points in A for which q<k, and E, the set 
where q=k. B, has the following properties*): 1°) For each k of the inter- 
val (a=k= Bp) there exists at most one set B,; 2°) ifk<K, B= B,; 
3°) B, is measurable; 4°) U(B,) = B, = A— E,, D(B,) = B,= 0; 5°) if 

K<k, B= U(B,). 

Conversely, if a family of point sets (B,) has these properties, there 
exists a function q of the nature just described. 

Such a family will be called a ‘monotone increasing family of point sets. 


The proof of the first part of this lemma is immediate. The second 
part is proved under Lemma 2. 


Lemma 2: If the function q of the first part of Lemma 1 also has 
the property that the set of points E, is null, then the set B, also has the 
property that 6°) if k2k’, B, = D(B,). 

Conversely, such a function q exists for every family of sets enjoying 
these six properties. 

A family of this nature will be called a ‘continuous’, monotone in- 
creasing family. 

Proof. Consider first the converse. Let A, be a division**) of (a, B) 
of norm <, made by the points, ---, k_,, ky, k,---. For each ¢ let 
q, =k, in the set B,, ,— B,,, and let q¢,= 6 in E,. This defines g, at 
every point of A, and defines it there uniquely, for by 4°) every point 
of A— E, is in some B, | and absent***) from some B,. Now, if gg 
be defined similarly by means of the division A,, made the points of 
A, and others interpolated half way between them, and the process be 
continued, it will be seen that there exists a sequence of functions 
4; < %<—***, Such that, uniformly in A and for all values of 


on —s 
r> 0, 9S Ger USF 


*) The word ‘measure’ is used in the sense of Lebesgue, and ‘measure of w’ will 
be denoted by %. By ‘union’ of (B,), denoted by U, is meant the totality of points 
of which each belongs to some B,. By ‘divisor’ of (B,), denoted by D, is meant 
the totality of points belonging to all B,’s. A set containing no points will be said 
to be equal to zero. By B,, when «=—oo, is meant the set where g is negatively 
infinite. This includes no points, since q is defined at all points of 4. Similar 
remarks apply to B,. 

**) The points of A, are to include the points a, # if these are finite. Since 
there is a uniform correspondence between any two intervals, finite or infinite, it is 
obvious that «, 6 might be chosen at pleasure. 


“*) Except when B, = B,, which contains no points. 


18* 
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Therefore, as 7 becomes infinite, g, approaches uniformly a function gq. 
This is the desired function. 

For it clearly lies within the prescribed limits, and moreover, being 
the limit of a sequence of measurable functions, is itself measurable. To 
show that the set where g<k is B,, consider first the function q’, ob- 
tained in the same manner but by means of another initial division 
A’ =(-- +, k’,, ho, ky, ---) of the same norm. We may show that g = q’ 
thus. Let P be a point of B,,,,— By, in A, and of By,,— By in 
Ai. Since P is in By,, and not in B,,, and also since it is in B,,,, 
and not in By, By, < By,,, By < Bei ., bi< hija, by < diss. an 
k—kj\ <2, ie, |q(P)—4'(P)|<$- Similarly |q,—4/| < 5) and 
so g=q. Without loss of generality, therefore, we may suppose that / 
is a point of A,. Now f,<—k in B, and f, >k in A— B,. So, if P be- 
longs to B,, ((P)<k, for otherwise if j is large enough /,(P) > k. 
Similarly, if P belongs to A — B,, /(P)Sk. 

So far we have not made use of 5°) or of 6°). Before doing so we 
shall prove that, if two monotone sequences, 4, >A, >---, and wu, <4, <---, 
have k for a common limit, then D(B,,) — U(B,,) = E,, and this is true 
whether q is as here defined or as in the first part of Lemma 1. For 
suppose P is in D. Then g(P) =k, for if g(P)>k, q(P) > some 4,, but 
since P is in every B,,, q(P) = 4,. Similarly it may be shown that if 
P is in U, q(P) <k; that if P is not in D, g(P)> 4k; and that if P is 
not in U, q(P)Sk. Hence in U and in U only is g<k, and in D and 
in D only is g=k, and so in D— U and there only is g=k. Thus 
the set where q<k is U, and the set where q=k is D—U. By 5°), 
U is B,, and the converse of Lemma 1 is thereby established. By 6°), 
D— U = B,— B,= 0, and the converse of Lemma 2 is also established. 
Moreover, if q is as in the first part of Lemma 2, D — U =0, and then 
by 5°) D=B,; which proves the direct proposition. 

Corollary: If (B,) is monotone increasing B, is a monotone increasing 
function of k, and by 5°) is continuous on the left. If also (B,) is con- 
tinuous, so is B,. 

Theorem 1: Let q be as in Lemma 2 and also absolutely L-integrable, 
and let, for each k, B, =2,. Then, in the interval (0, a = A), there exists 
a single valued function Q(«), lying between the same limits as q, such that 
(a°) if <2, Q(x) < Q(@); (b°) for each x in (0, a) Bore) — x, and for 
each k in (— 00, 00) Bow, = Bs =m; and 


(c*) fee) dz — { qa. 
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Proof. Let &, be a division of (a, 8), including these points when 
they are finite, of norm _ made by the points, ---, k_,, ko, ky, ---. Let 
Q,(x) =Ii41 at those points where B,, <2 = B,, 41: It may happen 
that there are no such points for certain i’s, but every point 2 of (0, a), 
except 0, is thus included, for B, ranges from 0 to a. Therefore we let*) 

.Q,(0) = min Q,(z), and Q, is thus defined and single valued at each point 
of (0, a), and besides « = Q, (x) = B. Proceeding now to A,, etc., as in 
the proof of Lemma 2, we have a sequence of functions, Q,(«)5 Q,(x)S---, 
such that, uniformly in (0, a) and for all r’s > 0, 

‘ain a i 
(1) 92 8— Mir < BF 

and therefore this sequence defines a function Q(#), which is its uniform 

limit. @Q is single valued and defined in (0, a), and a @ Q@= B. Moreover, if 


(2) a<a’, Q,(2) = Q,(2). 

By Lebesgue’s definition of an integral 

(3) fqdA=lim > his s(Buys— B,), 
A ine 


the sum being taken over all 7’s in 4;. This is an infinite number of 7’s 
if g is unlimited. In this case, by Lebesgue’s theory, the infinite sum 
exists. It is now obvious that this sum equals 


J Qa)az, 


and that, since Q, approaches @Q uniformly, 


Lim | (‘Q(2) dz = { Q@)az. 


Therefore this equation and (3) prove (c°). We shall next prove (b°). 
By definition, to each k in (— oo, oo) there corresponds one and 
only one z,. Moreover, since by the preceding corollary z is a continuous 
function of k, to each x there corresponds at least one k, (except that, 
when «, 8 are infinite, perhaps k, and /:, are also), and we may see that, 
except at most for an enumerable number of z’s, there corresponds but 
one k,. For, if, to a special x, k’ and k” correspond, i. e., if c = B, = B,,, 
then also would z = B,,, where k’” is a rational number between k’ and 
Kk’. There are but an enumerable number of different rational numbers, 


*) By ‘min Q’ is meant the lower limit ot @, not necessarily the least value. 
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and by definition to another x would correspond a k not included in the 
interval (k’, kK’). 

Now let us first suppose that x is not 0 or a, end is a point for 
which k, is not multiple valued. As in the proof of Lemma 2 we may 
show that, without loss of generality we may suppose k, a point of the 
division A,. Since z= B,,, by definition Q,(z) = k,. The same is true 
of Q, and hence of Q. Thus (b°) is proved, except perhaps for an enumerable 
number of z’s. But*) B,= 0, and B,= a, and therefore Bowe) is a func- 
tion of x which is equal to or greater than z at 0, and equal to or less 
than « at a, and equal to x elsewhere, except perhaps at an enumerable 
set We may readily show that Q(x), and therefore that By.) is mono- 
tone increasing, antl then it will follow that Boy) =x everywhere. For 
by a simple proof it can be established that the uniform limit of any 
sequence of monotone increasing functions is monotone increasing, and so 
Q(x) is of this nature by virtue of (2). 

Now (a°) follows also, for by (b®), if 2 < 2’, Byw)< Bow), and there- 
fore by the definition of B,, Q(x) < Q(x’). 

Remark. — It has been shown in this proof that, for each z, 
k, = Q(x), except at those points where k is multiple valued. But, by (b°), 
at any such point Q(z) is one of the values of k corresponding to 2, 
and therefore in the future we shall at all points reserve for the designation 
‘k,’ only those particular values of k which equal Q(z). 

Fundamental Theorem 2: Let q, Q, and (B,) be as in Theorem 1, 
and let g be absolutely L-integrable in A. Then there exists a function G(x), 
defined in (0, a), and depending on (B,) but not otherwise on q, such that, 
for each x in (0, a) and each k in (— 00, oo), 


(@) {Gdr=f{gdA, ib) =f QGdx =| gga A, 
0 By 0 By 


where, as before, for each x, k —k,=— Q(x), and for each k, r= x, = B,; 
provided also, in (b°), that qg be absolutely L-intenrable. 
Proof. — Consider the function 


J(2z) =| ‘9a A. 
Baz) 
By Theorem 1 this is single valued and defined for each « in (0, a). 
By a theorem of Lebesgue’s**), for each ¢>0 there exists a u >0 so that 


*) Cf. the first foot-note to Lemma 1. 
**) Lebesgue, Annales de I’Ecole Normale, (3) 27 (1910), p. 374. 
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(1) » [ga <e, if > GB, <u, and Aw>d, 
i=1 AgBy i=1 
where A,B, is an abbreviation for Ba(e;+s,2)— Boy and (2, x, + O,x) 
are any set of non-overlapping intervals*); for, by (a°) of Theorem 1, 
Q(x. + 4,12) = Q(%) < O@%,+4,), 

- and therefore the set A,B, contains no points of A,_,B, or of A,,,B,. 
Moreover, by (b®) of Theorem 1, A,B, = A,x and hence 
= I(a,+4,2) —I(u)\ <2, if S Aru, and Ax>0; 

=i i=1 
and J is absolutely continuous**) and therefore an integral of some 
absolutely L-integrable function G(x). This proves (a°®) for each xz, and 
by (b°) of Theorem 1 the same follows for each k. 

Now, by another known theorem***), except perhaps for a null set 
of 2's, 

dJ . 1 
(2) Ze ~ &(#) ~ lim 5, fo aA, 
AB, 

and so G depends only on Ba.) and not on q directly, i. e., G would be 
the same for any other q defining the same B, family. 

The function qq satisfies*the condition on g. Therefore H(z) exists 
in (0, a) such that 


| Ha)de = fqgaA, 
0 


BQ (zx) 


and, except perhaps at a null set, by (2), 
—— i 
@) Hw) = lim x5 f aga = lim, [ (Ce) + olga, 


A By A Bz 


where 6 <7 and lim y—0. For, if, for example, Ax >0, in AB, 
Qa) Sq<Qe+A2), 
0 Sq — Qe) < Qe +42) — Qa); 
lim (Q(2+ 2) — Q(2)] =0, 


and so 


then 


*) Except perhaps in their end points. 
**) Vitali, Rend. Cire. Mat. Palermo, 23 (1907), p. 138. There is a misprint on 
this page; instead of «6 <0 in line 20 he should have 6 >0. 
***) de la Vallée Poussin, Cours d’Analyse, 24 ed., vol. 1. p. 267, Theorem and 
Corollary. In (2) we do not assert, as in (1), that Ax >0. 
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except perhaps at an enumerable set; for a monotone increasing function, 
whether limited or not*), can have at most an enumerable number of 
discontinuities. Hence 


1 . 
A fooas < gf ialaa, 


AB ABy 


and this has the limit zero, because |g| satisfies the conditions on g, and 
therefore by (1), except perhaps at the points stated, 


lim aa,f \9144 


A By 


exists. Therefore, except perhaps at a null set, 


(4) H(x) = Q(2) lim 5; [9d = (2) Q@) 


which proves (b°). 

Remark. — In (2) and (3) we have seen that certain limits exist 
except perhaps at a null set in (0, a). We shall call these limits the 
‘derivatives’ of the integrals with respect to the family (B,). 


Generalization. 


In Theorem 1 it was necessary to make the restriction that q = |: 
in at most a null set, in order to secure for each x a number Q(x) and 
a set Bo .), satisfying the relations (a°) and (b°). We shall now proceed 
to show how this may be accomplished without that restriction. 

Lemma 1: Let q and g be as in Theorem 2, except that g is to have 
the additional property that the set where g <4 is one of the family (B,). 
Let (x) denote the**) max g in Boy). This function has the following 
properties: (a°) It is defined and single valued in (0, a), except perhaps at 
a (where it may be infinite) and at 0; (b°) it is not greater than any value 
of g in A— Bay; (c°) F(x) = G(a), except perhaps at a null set***); (d°) it 
is monotone increasing where it is defined. 

Proof. — By the preceding theorem, except perhaps at a null set, 

G(2)—lim [gdA—lim 5. f (T(z) +e]dA, (Ax>0), 
Az=0 " 4z=0 4 


where |o|<y and limy»=0. For in AB,, by (b°), which is readily 
4z=0 





*) This statement is usually made only for limited functions, but it is easily 
extended to the more general case. 
**) See the first foot-note to Theorem 1. 
***) See Remark below. 
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established, [(x) = 9 =(x+ Az). Moreover [(x) is monotone increasing, 
for if <2’, Q(x) < Q(2’), and therefore Boi.)< Boi), by Theorem 1. 
Hence, except perhaps for an enumerable set, it is continuous, and 


lim [Ff («+ Az) —f(x)] =0, 
Ar=0 
and finally 
; G(x) = (a) + lim az f° dA =f(z), 
Ax=0 


ABy 
except perhaps at a null set. 

Remark. — G(x) is not defined in a null set by its preceding pro- 
perties. We shall hereafter require that G(x) = (a) at all points where 
the latter is defined. 


Lemma 2: Jf f is defined and measurable in A, there exists a con- 
tinuous, monotone increasing family of sets (B,) such that the set where f< 4 
belongs to (B,). As shown in Lemma 2 to Theorem 1, this set may be 
considered as defined by a limited*) function q for which Theorems 1 and 
2 hold. 

Definition. — Under these circumstances we shall say that (B,), q, 
and @Q are ‘associated with f’, and that f is ‘monotone increasing**) with 
respect to (B,)’. 

The proof of this lemma is omitted because it is long and the lemma 
itself is fairly obvious. The idea involved will be evident if one considers 
how the theorem would read if f were a monotone increasing function of 
one variable, but constant in an enumerable number of intervals. 


Fundamental Theorem 3: If f and g are defined and absolutely 
L-integrable in A, and (B,), q, and Q are associated with f, there exist 
two functions, F(x) and G(x), defined in (0, a), such that F is monotone 
increasing and, for each x in (0, a) and for each k in (— 00, 00), F=max f***) 
in Boz), and 


(2°) {Faz = (fad, (b*) f Gdx= {gdA, (c’) f FGdx =| fgaA, 
0 By 0 By 0 Be 


where, as before, for each x, k = Q(x), and, for each k, x = B,; provided 
also that, in (¢°), fg be absolutely L-integrable. 

*) Cf. the first foot-note to that lemma. 

**) The lemma states, therefore, that every measurable function is monotone 
increasing with respect to some continuous family of sets, and it follows that the 
succeeding theorem applies to all absolutely L-integrable functions. The lemma it- 
self, in a somewhat different form, is also stated by Lebesgue, loc. cit., p. 443. 

“*) Except at a = 0. 
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Proof. — Since f satisfies the conditions of Lemma 2 and the con- 
ditions on g in Lemma 1, by Theorem 2, (a°) is true, and by Lemma 1, 
(c°) and (d°), so is the preceding statement about F. Since g satisfies the 
conditions on g in Theorem 2, (b®) is true. Also, since fg satisfies these 
conditions, there exists a function H(x) such that, for each z, 


f Hadx = f{ fgaA, 
Baie) 


and, except perhaps for a null set of 2’s, 


H(2) = lim ef fgd A — lim = ra (F(a) + olga, 


AB, 
where 6|<y and lim» =0. (Cf. the proof of Lemma 1.) Hence, except 
Azr=0 
perhaps at a null set, 


H(2) = F(2) lim _ /} "gd A = F(x) G(z). 


A By 


This establishes the theorem for each z. It follows for each & as in 
Theorem 2. 

Corollary 1: Under the conditions of the theorem, except at most at 
a null set, the derivatives with respect to the family (B,) of the integrals of 
f, 9, and fg exist, and equal F, G, and FG, respectively. 

Corollary 2: Under the same conditions, and with the same notation, 
if P(u) signifies a polynomial in u, 


(a°) f F\dz =f \f\aA, (°) { P(F)de= J P(f)aA, 


By 
(c*) f P(F)Gdx = { P(f) ga, 
0 By 


provided that, in (b°) and (c°), f 5 0. 

To prove (a°) we let g=—1 in By, if 2 is the measure of the 
set where f < 0, g = 1 elsewhere. To prove (b°) we let g = cf?—', ¢ being 
constant, and note that this is monotone increasing with respect to (B;,). 
Then cf? is itself also monotone increasing, and, since G depends only 
on (B,), we can establish (c°). 

It has thus been shown how it is possible, under certain circum- 
stances, to replace a multiple integral by a simple one containing a mon- 
otone increasing function in the integrand. It will be found useful later 
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to have an answer to the converse problem: to replace a simple integral 
by a multiple one. 

Theorem 4: If F(x) is defined in (0, a), except perhaps at 0 and 
at a, is absolutely L-integrable, and monotone increasing, and « = FZ B, «, B 
finite or infinite, and if (B,) is a continuous, monotone increasing family 
defined in A, let us say by the function q of the Theorems 1 and 2, then 
-there exists in A a function f(t, u,---), with which (B,), q, and Q are as- 
sociated, such that « = f = B, and equaticn (a°) of Theorem 3 is true. If we 
also suppose the q of Theorem 3 given, the equations (b°) and (c°) also are 
true*), 

Proof. — Let f, = fe< +--+, f be defined as g, = 4g, <—---,q were defined 
in the proof of Lemma 2 to Theorem 1, except that by the set B,, we 
now mean the set Boz), where (#,:— 2) is the interval where 
A, = F(a) < Aas, and let f= 4; in Bye; , 1) — Bayey, ete. Then, as in the 
proof of Theorem 1, it is easily shown that 


a fed 3 
/ dz = lim > (541 — %) = lim > A, (Boei4n— Bow) - { faa, 
0 j=o"e e A 


joo — 

for the second sum exists (in case « or # is infinite) because the first 
does. Furthermore, if (0,2) is a partial interval of (0, a), the values of f 
obtained as above are not changed when the same process is repeated 
for (0, x). Therefore i 


[Fax =f fa. 

. FQ(z) 
But from Theorem 3 we know that if f is thus, there exists a monotone 
increasing function F(x) for whick an equation like this holds. Hence 
F =F except perhaps at a null set, and then the rest of the theorem 
follows from Theorem 3. 


Applications. 

Definition of Limited Variation. — If f,(t,u,---) and f,(t,u,---) are 
limited and monotone increasing with respect to the same continuous fa- 
mily (B,), then the function, f=f,— fj, shall be said to have ‘limited 
variation with respect to (B,)’. 

Corollary: Jf f in the hypothesis of Theorem 3, and F in its con- 
clusion are stated to have limited variation, instead of to be monotone in- 
creasing, the same results hold, except that now F = max f, — max f,. 

*) Strictly, the converse should suppose G, not g, given, and I think that such 
a statement would be true, but the statement I have just made is the only one I 
wish to use and the only one | have proved. 
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This is evident from Corollary 2 (b°) of that theorem. 

This definition is a generalization of the corresponding definition for 
functions of one variable, since it becomes equivalent to that definition 
when A and (B,) are defined by the function z. Moreover, every limited, 
measurable function has in this sense limited variation with respect to 
some family of point sets, and thus certain theorems which follow are 
generalizations, even in space of one dimension, of the previously known 
theorems. A well known characteristic of functions of one variable which 
have limited variation in the ordinary sense is that they are integrable 
according to Riemann’s definition. The following statements, which are 
readily established, show the relation of this property to functions which 
have limited variation in our sense. 

(a°) If a function has limited variation with respect to a family of 
metric*) sets, it is integrable according to Riemann. 

(b°) If the word ‘metric’ be substituted for the word ‘measurable’ in 
Lebesque’s definition of integration of limited functions, the result is equiva- 
lent to Riemann’s definition**). 

Theorem 5, The Integral: If g is absolutely L-integrable in A, 
and (B,) is any continuous, monotone increasing family, the integral of g 
ower B, has limited variation***) with respect to (B,). 

For, let g,=g where g>0, and =0 where g <0; let g9,=—yg 
where g <0, and = 0 where gS 0. Then 


JgdA={gdA—f aA, 
Bi, By By 


and each of these last two integrals is monotone increasing with respect to (B,). 

*) A set is metric if it has content in the sense of Cantor. Cf. Pierpont, Theory 
of Functions of Real Variables, vol. 2, p. 1. 

*) These statements suggest that in certain respects Lebesgue’s idea of inte- 
gration is the more natural one. The difficulty in extending certain theorems con- 
cerning functions of one variable to the domain of several variables is that in one 
dimension the function is thought of as beginning at one end of an interval and 
proceeding to the other, so that in general it has a direction at every point. Since 
this concept does not permit of simple generalization, such notions as limited variation 
and derivative, natural in one dimension, are usually generalized so as to be depen- 
dent on artificially chosen axes, in space of more than one dimension. The central 
idea of Lebesgue’s theory, however, and hence of the present paper, is that a function 
may always be thought of as beginning at its minimum and proceeding to its 
maximum. 

™*) At first sight it may not appear that this integral is a function of (t, u, - --), 
but if we suppose, as we may from Theorem 1, that (/,) is defined by q(é,u,---), 
there is a unique value of B, and hence of the integral for each set of values of 
(t, u, -- +). 





— 
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Theorem 6, The Derivative: With the same provisions as in 
Theorem 5, the derivative of the integral exists and equals G(x), except per- 
haps at a null set of x's, and, if it be defined in any manner where it does 
not exist, its integral over B, equals the original integral*). 

This follows immediately from the corresponding, known theorem for 
functions of one variable, and from Theorem 3. The same is true of the 
.next two theorems. 

Theorem 7, Second Theorem of the Mean: Jf f is limited and 
L-integrable in A, and if g is absolutely L-integrable, there exists a k so 
that, (B,), q, and Q being associated with f, 


{fgdA=1lfgdA+Lf dA, 
A By A 


— Be 

where L = lim (max f in Bo.) + C, and 1=lim (maxf in Ba) — D, 
z=0 r=a 

C and D being arbitrary positive constants; — in particular**), when 

L = max f in A, and l=wminf in A. 

For then L = F(a—0) + C, aud 1 = F(0+0) — W. It may be shown 
that the second theorem of the mean permits the addition of these 
constants by means of a consideration of the proof of the theorem by 
Lebesgue ***), 

Theorem 8, Integration by Parts: With the same hypotheses as 
in Theorem 7, and if also max f in Boi), i.e, F(a), is an integral when 
properly defined at x = 0, 


ftgaA = F(a) fgadA—f [PF (@) fgaAlac. 
4 A 0 BQ (xr) 
Corollary 1: If f has limited variation with respect to (B,), and its 


components, f, and f,, both satisfy the conditions just imposed on f, the same 
formula holds. 


Corollary 2: In particular, when g = 1, 


|fdA=A- F(a) —f 2 F(a) dz. 
A 0 


*) An analogous theorem is stated by Lebesgue and reproduced by de la Vallée 
Poussin (loc. cit., vol. 2, p. 116), but that one differs from this in that his indetinite 
integral is not a function of a point, and so his theorem does not contain the customary 
theorem in one dimension as a special case. E. g., according to Lebesgue, if w and v 
are the integrals of ¢ and ¢*, respectively, over, the interval (c— Az, «+ Az), the 
derivative of uv at « equals zero. 

**) Lebesgue, loc. cit., p. 444, has proved this theorem for this important case, 

*““*) Annales de la Faculté de Toulouse, (3) 1 (1909), pp. 35, 36. 
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Example. — If f is a monotone increasing function of one variable ¢, 
and g is a limited function of two variables, ¢,u; the formula of the 
theorem becomes that obtained by the ordinary method of integration 
by parts. 


In fact, in this case F(x) = f(x), and our formula is, supposing 
A=(0,1), 


tg dA = ra fat fg dv — fre fetfoae] da, 


and the usual formula is 


, 3 ! : : ; 

J av f fO gu) dt =f dv {fa fgat—f[r@fgat\acl, 

» % fo) 0 0 0 
which may be put in the same form as the first one. 

Convergence Theorem*) %: The following are the necessary and 
sufficient conditions that the absolutely convergent L-integral 


S tlt u, +++) g(t, U, --+5, m, +) A, 
4 


where f and g are defined in A, and n,m,--- are j parameters that grow 
infinite simultaneously but independently**), may exist for sufficiently large 
values of the parameters, and approach zero, for all functions f which have 
limited variation with respect to the continuous family (B,): 

The integral of g over B, (1°) shall exist as an absolutely convergent 
integral if n,m,---> m3 (2°) shall be limited uniformly with respect to k, 
if n, m,--- >; (3°) shall approach zero for each k. 

Sufficiency. — By a previous corollary, there exists a function F(z), 
having limited variation in (0, a = A), and for each set of the parameters 
an absolutely L-integrable function G(x; , m,---), depending only on (B,), 
not on f, such that, for each k in (— oo, co) and for each z in (0, a), 


(1) JStgaA ~('FGaz, [gaa ~ {Gaz. 
By 0 0 


By 


Therefore, for all %’s, and so for all 2z’s, uniformly, if m, m,--- > a, 


(2) [ G(x, m, --)dz| <M; 
0 


*) Cf. a much longer and more difficult proof of the necessary part of this 
theorem in an earlier paper of mine on ‘Singular Multiple Integrals’, Trans. Am. 
Math. Soc., 14 (1918), pp. 54—59. I could not at that time prove that these conditions 
were sufficient. 

**) T. e.,n,m,--- belong to sequences which diverge to plus infinity independently, 
but at the same rate. 
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and for each «x 


x 


(3) lim Jae m,-+-)da = 0 


Hence, by a theorem of Lebesgue’s*), and by (1), 


tin f FG de— in fgdA=O. 


Necessity. — If (1°) is not aia the function f= 1 contradicts 
the conclusion of the theorem. If (2°) is not satisfied, there exists a se- 
quence approaching infinity, ,,m,,---< m,, mM.,°-*<--+, and a corres- 
ponding set of k’s, k,, k,,---, and therefore of 2’s, not necessarily all 
distinct, such that the following diverges to infinity as 7 does, 


x5 
| G(n,, m,, ++) da ‘ 
6 


If (3°) is not satisfied for some k, there exists an x, for which (3) is not 
satisfied. In either case, by Lebesgue’s theorem, there exists a monotone 
increasing function, limited in (0,@) say H(x), such that 


lim HG (n, m,---)dz +0. 


By Theorem 4, then, there exists a function h(t, u,---), limited in A, and 
monotone increasing with respect to the family (B,), such that, since the 
q(”,, m,,+-+)’s are presupposed, and the corresponding G’s do not depend 
on f or on h, 


a 


lim fro, m,:-)dA=lim | HG(n, w,---)dx +0. 
——s n wee 
Corollary**): The same conditions ure sufficient to cause the integral 
to approach zero for all limited L-integrable functions in A, provided (B,) 
be replaced by an arbitrary point sct in A. (By condition (2°) we mean, then, 
that the integral is limited uniformly for all measurable sub-sets of A.) 
For it has been shown in Lemma 2 to Theorem 3 that every func 
tion is monotone increasing with respect to some continuous family. 


*) Annales de la Faculté de Toulouse, loc. cit , vol. 1 (1909), p. 68. 

**) Cf Theorem 3 of my previous paper, loc. cit., p. 44. With similar ease the 
first theorem of that paper may now be derived from Lebesgue’s corresponding theorem. 
For it is readily shown by use of Theorem 6 that, if g(t,u,---) is limited, except 
perhaps at a null set, so is G(a). 
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Definition. — Let f =e at the point (&,7,---). We shall say that 
this point is ‘regular’ if for every 6 > 0 there exists (if f<e¢ in a non- 
null set) a non-null set where e —d<f<e, and also (if f > in a non- 
null set) a non-null set where e<f<e+d. 

Convergence Theorem 10: In order that the integral of Theorem 9 
may approach f(§,,---), when (&,4,---) is a@ regular point, and f has 
limited variation, the following conditions are sufficient: 

The integral of g over B, (1°) shall exist as an absolutely convergent 
L-integral if n, m, - ~~ > 9; (2°) shall be limited uniformly with respect to k, 
if n, m,--->m,; (3°) shall approach unity when B= A; and (4°) its 
integral over Boe, — Baie» shall approach zero, if both x and x” are in 
one of the intervals (0, 4 —), (% +, a), % being the measure of the set 
where f <f(é, 1, +++): 

For the proof of this theorem the following lemmas, which the reader 
will not find difficult to prove, are needed. The first one is deduced with 
very little additional reasoning from the proof of a theorem of Lebesgue’s*), 
in fact is really little more than another way of stating that theorem. 


Lemma 1: Let a, be a point of continuity of the limited, monotone 
increasing function F(x), defined in the interval (0, a), and let G(a; n,m, ---) 
be defined in the same interval. In order that the integral 


[F() G(x; n,m, ---)da 
0 


may approach F(x) for all such functions F, it is necessary and sufficient 
that the following conditions be satisfied: 

The integral of G over (0,2) (1°) shall exist as an absolutely conver- 
gent L-integral if n,m, -+- > %; (2°) shall be limited uniformly with respect 
to x, if n,m,--->n,; (3°) shall approach unity when x =a; and (4°) its 
integral over the interval (a’, x) shall approach zero, if both x’ and x” are 
in one of the intervals (0, %,— &), (% +, @). 

Lemma 2: Let f and F be as in Theorem 3. If (&,,-+-) is a reg- 
ular point of f, and x, is the measure of the set where f < f(&,4,°°:)=«¢ 
then F(x.) =c, and 2, is a point of continuity of F. 

Proof of Theorem. — It is sufficient to prove the theorem in case f 
is monotone increasing and limited. By Lemma 2 there exists in (0,a = A) 
a monotone increasing function F(x), continuous at z,, and by Theorem 3 
an absolutely L-integrable function G(z;,m,---) such that, x being 
equal to B,, 


*) Annales de la Faculté de Toulouse, loc. cit., p. 70. 
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{ FGaz —{f9aA, {Gaz = {gaA. 
0 By 0 5, 


Hence the conditions of Lemma 1 are satisfied by G and F. Therefore, 
by (1) and Lemma 1, 


tim f toa = F(a) = f(&, 1)°*)- 


Example 1. — Fourier’s series, for any limited, measurable function /, 
converges at every regular point of continuity §, interior to (— 2, x), for 
which the following integral is limited uniformly with respect to k, (B,) 
being associated with f, 


“sin + @n+1)t—8) 
gn 
sin 5 (¢ — 68) 


By 


Example 2. — If & is interior to (—1,1) and f and & are subject 
to the same conditions otherwise as in Example 1, Legendre’s series con- 
verges, provided 





f +1 Paes) Py) — Py) Pa 9 
2 g—t 

By 
is uniformly limited. 

To see that the conditions of the theorem are satisfied by these 
examples we need only the following statement in addition to already 
well known facts about these integrals: 

If f is continuous at (£,7,---), there exists for each 0>0O a up >O0 
such that the set where f<e¢—d and the set where fSc+0 contain 
no points of the sphere of center (€,4,---) and radius uw. In the parti- 
cular cases before us, this sphere is of course an interval. 

Middletown, Conn., Wesleyan University. 
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Uber die Abbildung doppelt tberdeckter Regelflachen auf 
einfach tiberdeckte. 


Von 


Ricnarp Baupus in Erlangen. 
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Einleitung. 


Jede algebraische mehrdeutige Korrespondenz zwischen zwei Punkt- 
mannigfaltigkeiten laBt sich, wie in § 1 der vorliegenden Arbeit gezeigt 
wird, als Folge zweier rationaler Korrespondenzen darstellen. Durch die 
folgende Untersuchung (§ 2 bis § 6) iiber [1, 2]-Korrespondenzen zwischen 
zwei Regelflachen soll der Anwendung dieses Gedankenganges vorgearbeitet 
werden. Es sind zwei wesentlich verschiedene Typen dieser Verwandt- 
schaften zu unterscheiden (§ 2), je nachdem einer Erzeugenden der doppelt 
iiberdeckten Regelfliche die Punkte einer oder zweier Erzeugenden der (als 
nicht rational vorausgesetzten) einfach iiberdeckten Fliiche zugeordnet sind. 
Die Transformationen der 1. Art zerfallen wieder in zwei Unterabteilungen, 
die durch irreduktible (§ 3) oder reduktible (§ 4) Doppel- und Ubergangs- 
kurve charakterisiert sind. Fiir beide Fille werden unter einigen einschranken- 
den Voraussetzungen die Doppel- und Ubergangskurve und vor allem die 
Fundamentalpunkte untersucht, von denen sich im ersten Falle 8, im zweiten 
Falle 5 verschiedene Typen unterscheiden lassen. Aus dem Verhalten der 
den ebenen Schnitten entsprechenden Kurven in den Fundamentalpunkten, 








ee 
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sowie durch Betrachtung der auf der einfach tiberdeckten Regelfliche be- 
stimmten Involution, werden durch Anwendung bekannter Korrespondenz- 
prinzipien lineare numerische Relationen fiir verschiedene in der Trans- 
formation auftretende GréBen abgeleitet. Im § 5 wird gezeigt, daB nur 
soviele dieser GréBen, als durch diese Gleichungen bestimmt sind, von- 
einander numerisch abhingen. Analoge Betrachtungen wie fiir die [1, 2]- 


‘Transformationen 1. Art werden im § 6 fiir diejenigen 2. Art durchgefiihrt. 


Man findet 5 Typen von Fundamentalpunkten, und es ergibt sich auch 
hier wieder, daB die auf ahnlichem Wege gefundenen Gleichungen im oben 
erwihnten Sinne die ganze numerische Abhingigkeit liefern. Die beiden 
folgenden Paragraphen enthalten Anwendungen, der § 7 Betrachtungen 
iiber die Strahlensysteme mit einem einfach unendlichen System von Re- 
gelflichen 3. Grades, im AnschluB an die [1, 2]-Korrespondenzen 1. Art, 
wihrend § 8, anschlieBend an die [1, 2]-Transformationen 2. Art, von den 
Kongruenzen mit einem einfach unendlichen System von Flichen 2. Grades 
handelt. In beiden Fallen werden bei gegebener Klasse des Strahlensystems 
Grenzen fiir die Ordnung angegeben. 

Da sich die Punktgruppen jeder Involution auf einer Regelfliiche den 
Punkten einer anderen Regelfliiche birational zuordnen lassen, fiihrt auch 
das Studium der Involutionen von Punktpaaren auf Regelflichen zu den 
hier behandelten Transformationen. 


§ 1. 
Allgemeine Verwandtschaften zwischen zwei Punktmannigfaltigkeiten. 


1. Zusammensetzung aus rationalen Transformationen. Ist 
eine [m,,m,|-Korrespondenz zwischen den Punkten zweier Flachen [F,] 
und |F,| unseres Raumes gegeben und verbindet man die entsprechenden 
Punkte der beiden Flichen durch Gerade, so entsteht ein Strahlensystem. 
Es mégen jedem Punkt von [F,] die m, Strahlen zugeordnet werden, die 
ihn mit den ihm entsprechenden Punkten von [/,| verbinden, in gleicher 
Weise sollen jedem Punkt von [F,] m, Strahlen entsprechen. Nun kann 
man (auf verschiedenen Wegen) zu einem gegebenen Strahlensystem eine 
Fliche [®] unseres Raumes finden, deren Punkte den Strahlen der Kon- 
gruenz umkehrbar eindeutig zugeordnet sind. Daraus ergibt sich, daB man 
die [m,, m,]-Korrespondenz zwischen [F,] und [F,] aus zwei rationalen 
Verwandtschaften zusammensetzen kann, einer [1, m,]-Korrespondenz zwi- 
schen [F,] und [®] und einer [1, m,]-Korrespondenz zwischen [F,] und [9]. 

Jede mehrdeutige algebraische Korrespondenz zwischen zwei algebraischen 
Flachen laipt sich wnter Einschaltwng einer Hilfsfliiche als Folge 2weier ra- 
tionaler Transformationen darstellen. 

19* 
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Mehrdeutige Verwandtschaften zwischen zwei Ebenen lassen sich nicht 
allgemein in eine Folge rationaler Korrespondenzen zwischen zwei Ebenen 
zerlegen*). 

2. Es seien zwei Punktgebilde _V, und ,W, von k Dimensionen ge- 
geben, zwischen deren Punkten eine [m,, m,|-Korrespondenz besteht, wo- 
bei _,V, einem linearen Raum S,, von m Dimensionen, , W, einem S, an- 
gehért. Man findet, wenn m>k-+ 1 ist, leicht ein ,,,V,, das dem ,,V, 
umkehrbar eindeutig entspricht, indem man die Punkte von ,,V, mit einem 
festen S,,_,_,**) des S,, durch lineare Riume von m — k — 1 Dimensionen 
verbindet, die aus einem festen S,,, die Punkte von ,,,V, ausschneiden. 
Analog findet man ,,,W,. Zwischen ,,,V, und ,,,W, besteht vermége 
der gegebenen Korrespondenz wieder eine |m,, m,|-deutige Verwandt- 
schaft. Legt man diese beiden Punktgebilde in einen S,,,, verbindet man 
ihre entsprechenden Punkte durch Gerade und projiziert die Geraden aus 
einem festen Punkt des S,,, durch Ebenen, dann schneiden die Ebenen 
aus einem festen S,,, des S,,, ein Punktgebilde ,,,0, aus, mit dessen 
Hilfe sich wie oben die |m,,m,]|-Transformation in zwei rationale Kor 
respondenzen auflésen 1aBt. 

Der obige Satz gilt folglich nicht nur fiir Flichen unseres Raumes, 
sondern fiir irgendwelche Punktmannigfaltigkeiten***). 


§ 2. 
Einteilung der [1, 2]-Korrespondenzen zwischen zwei Regelfliichen. 


3. Ein Beitrag zur Theorie der rationalen Transformationen soll hier 
fiir die Flichen unseres Raumes dadurch geleistet werden, daB die [1, 2]- 
Korrespondenzen zwischen zwei Regelflichen untersucht werden. Da sich 
jede Flache, die ein Biischel rationaler Kurven enthilt, ein-eindeutig in 
eine Regelfliiche transformieren liBt, zur Klasse der Regelflichen gehért, 
lassen sich die folgenden Betrachtungen ohne weiteres auf die Flachen 
mit einem Biischel rationaler Kurven iibertragen. 


* " Himreichende Bedingungen fiir die Zerlegbarkeit einer Ebenentransforma- 
tion wurden vom Verfasser friiher angegeben. Vgl. Zur Theorie der aa mehr- 
deutigen algebraischen Eb tra ti Math. Ann. 72 (1912), § 

**) S, ist ein Punkt. 

***) Legt man ,,,V, und ,,,W, in denselben S,,, und verbindet man die ent- 
sprechenden Punkte der beiden Gebilde durch Strahlen, so bilden die Punkte, deren 
Verbindungsstrahlen einen S,_, treffen, zwei Mannigfaltigkeiten V/_, und Wy_,. Ein 
lineares Biischel von Riumen §S,_, bestimmt so auf ,,,V, eine rationale Schar von 
Mannigfaltigkeiten V_, vom Index m,, auf ,,,W, eine rationale Schar W,/_, vom 
Index m,. Den Punkten eines V;_, entsprechen birational die Punkte eines W/_,. In 
dieser Weise la8t sich die [m,, m,]-Korrespondenz in die birationalen Korrespon- 
denzen zwischen den Punkten der V/_, und ihrer entsprechenden Wj_, auflésen. 
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Zwischen einer Fliche [F,] und einer Regelfliiche [R,] bestehe eine 
[1, 2]-Korrespondenz. Auf [R,] ist durch die Transformation eine Invo- 
lution [2] von Punktpaaren bestimmt. Die Punktpaare der Involution ent- 
sprechen ein-eindeutig den Punkten von [fF]. Ist [R,] rational, so ist es 
nach dem Satz von Castelnuovo iiber Involutionen auf rationalen Flachen 
auch {F;,]. Ist [R,] nicht rational, so sind die Erzeugenden die einzigen 
-rationalen Kurven der Fliche und einer Erzeugenden e, der Fliiche ent- 
spricht deshalb auf [F,] eine rationale Kurve (C,). Denn entweder tiber- 
decken die den Punkten von e, entsprechenden Punkte die Kurve (C,) 
doppelt, dann tritt auf e, eine Involution [2] auf, deren Punktpaare ein- 
eindeutig den Punkten von (C,) entsprechen, und nach dem Satz von Li- 
roth muB (C,) rational sein, oder (C,) ist einfach tiberdeckt, dann besteht 
zwischen e, und (C,) eine birationale Korrespondenz. In diesem Fall ent- 
spricht der Kurve (C,) auBer e, auf [R,| noch eine Restkurve, die, ihrer- 
seits ein-eindeutig auf (C,) bezogen, rational ist, also eine weitere Er- 
zeugende e, sein muf. In beiden Fiillen bilden die rationalen Kurven 
(C,) auf [F,] eine einfach unendliche Schar vom Index 1, [F,] gehért zur 
Klasse der Regelflichen*). Es bedeutet demnach keine wesentliche Spe- 
zialisierung, wenn im folgenden wegen der bequemeren Ausdrucksweise 
die Flache | F’,] als Regelfliiche [R,|] angenommen wird. 

Es gibt nach dem Vorhergehenden zwei Arten der [1, 2]-Korrespon- 
denzen zwischen zwei Regelfliichen [R,] und [R,], wenn [R,] nicht ra- 
tional ist: 

1. Jeder Erzeugenden e, von [f,| ist eine Erzeugende e, von [R,] zu- 
geordnet, und einem Punkt von e, entsprechen zwei Punkte auf ¢,, 

2. jeder Erzeugenden e, von [R,] entsprechen zwei Erzeugende e,, e,’ 
von [R,] und einem Punkt von e, ist ein Punkt auf e, und einer auf ¢,’ 
zugeordnet. 


§ 3. 
Die [1, 2]- Korrespondenzen der 1. Art mit irreduktibler Doppelkurve. 


4. In den drei folgenden Paragraphen sollen die [1, 2|-deutigen Ver- 
wandtschaften von der 1. Art zweier nicht zerfallender Regelfliichen [R,] und 
[R,]|, die keine Kegel sind, behandelt werden, wobei [R,| das Geschlecht 
(der ebenen Schnitte) p>0O hat. Zunichst sieht man sofort, daB auch 
[R,] das Geschlecht p hat, da jeder Erzeugenden e, von [,] umkehrbar 
eindeutig eine Erzeugende e, von [R,] entspricht. 

*) Dies ist ein spezieller Fall des Satzes, daB sich die Gruppen jeder Involution 
auf einer Regelfliiche den Punkten einer Ebene oder einer Regelflache ein-eindeutig 
zuordnen lassen. Vgl. Castelnuovo ed Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali 
nella teoria delle superficie algebriche. Nr. 17. Annali di Matematica (3) 6 (1901). 
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5. Die Doppelkurve (D,). Je zwei Punkte von [R,] entsprechen 
demselben Punkt von [R,|; dadurch entsteht eine Involution von Punkt- 
paaren auf [F,], durch die jede Erzeugende in sich tibergefiihrt wird. Jede 
Erzeugende ist Trigerin einer Involution von Punktpaaren. Der Ort der 
Doppelpunkte dieser Involutionen ist die Doppelkurve (D,) in der Be- 
ziehung zwischen [R,] und [R,|, sie schneidet die Erzeugenden von [R,| 
in zwei Punkten. Es sei zundichst vorausgesetzt, daB (D,) irreduktibel ist. 

p ist das Geschlecht einer ebenen Schnittkurve von [R,]; ist a das 
Geschlecht von (D,), dann folgt durch Anwendung der Zeuthenschen 
Formel auf die durch die Erzeugenden vermittelte [1, 2]-Korrespondenz 
zwischen diesen beiden Kurven, dab die Doppelkurve (D,) mit 

é=2(4+1)—4p 
Erzeugenden zwei konsekutive Punkte gemeinsam hat. Diese Erzeugen- 
den tragen parabolische Involutionen. AuBerdem midge es d-mal vor- 
kommen, daB sich die zwei Punkte von (D,) auf einer Erzeugenden zu 
einem Doppelpunkt von (D,) vereinigen. Auch auf diesen 6 Erzeugenden 
liegen parabolische Involutionen; weitere parabolische Involutionen treten 
nicht auf. 

Diese 8 + 2 Punkte von (D,) sind die Fundamentalpunkte in der in- 
volutorischen Beziehung von [R,] auf sich. 

DaB es die einzigen sind, ist ohne weiteres klar, da in Nr. 4 voraus- 
gesetzt wurde, dab |F,] kein Kegel ist. Sonst lige noch ein Fundamen- 
talpunkt in der Spitze. 

Einschriinkende Voraussetzung. Im folgenden wird der Einfachheit 


halber vorausgesetzt, daB sich die zwei Punkte von (D,) auf einer Er- 
zeugenden nie zu einer Spitze vereinigen. 


6. Es sei d, die Ordnung von (D,), , die Ordnung von | R,|. Durch 
die Erzeugenden e, ist (D,) involutorisch auf sich bezogen. Diese Invo- 
lution bestimmt in einem nicht speziellen Ebenenbiischel eine [d,, d,]- 
Korrespondenz, deren 2d, Koinzidenzen in folgender Weise entstehen: zu- 
niichst liefert jede der ¢ Beriihrungen von (D,) mit Erzeugenden e, eine 
Koinzidenz, dann jeder der d Doppelpunkte von (D,) zwei solche, end- 
lich fiihrt jede der », Erzeugenden e,, welche die Achse des Ebenen- 
biischels treffen, auf zwei Koinzidenzen. Daraus folgt 


2d,=—e +20 + 2n,. 

7. Die Kurven (S,). In der involutorischen Beziehung von [R,] auf 
sich entspricht einem nicht speziellen ebenen Schnitt (N,) von [R,] eine 
Kurve (S,). Wenn auf (N,) zwei Punkte ligen, die einander entsprechen, 
wiirde durch diese beiden (S,) hindurchgehen; da aber zwei solche Punkte 
immer derselben Erzeugenden von [F,| angehéren und (N,) nicht speziell 
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sein soll, tritt dies nicht ein. Die einzigen Schnittpunkte von (S,) mit 
(N,) sind folglich die Punkte, in denen (N,) von der Doppelkurve (D,) 
getroffen wird, d. h. (S,) hat auch die Ordnung d,. 

Zwei ebene Schnittkurven (N,) und (N,’) treffen sich in n, Punkten, 
die ihnen zugeordneten Kurven (S,) und (S,’) in den diesen entsprechen- 
den Punkten und in den 0 + Fundamentalpunkten der involutorischen 
‘Beziehung von [R,] auf sich (Nr. 5). (S,) und (S,') sind durch die Er- 
zeugenden ein-eindeutig aufeinander bezogen; dadurch wird wieder in einem 
nicht speziellen Ebenenbiischel eine [d,, d,]- Korrespondenz definiert, deren 
Koinzidenzen von den Schnittpunkten der beiden Kurven herriihren und 
von den n, Erzeugenden von |R,], welche die Achse des Ebenenbiischels 
schneidet. Dies wiirde fiir 2d, die Summe ¢ + 6 + 2m, liefern. Aus der 
Gleichung in Nr. 6 ist aber ersichtlich, daf die d Fundamentalpunkte 
doppelt ziihlende Koinzidenzen liefern, in ihnen beriihren sich die Kurven 
(S,) und (S,’). Dies ist im Reellen auch anschaulich klar, wenn man be- 
riicksichtigt, daB sich die Schnittpunktpaare (N,), (S,) und (N,’), (S,’) 
auf den Erzeugenden, die zu der Fundamentalerzeugenden beiderseits un- 
endlich benachbart sind, entweder zugleich trennen oder nicht trennen. 
Dies gibt zusammengefaBt: 

Die Kurven (S,) haben die Ordnuny d, wnd gehen durch die « Funda- 
mentalpunkte mit verdnderlicher Richtung, durch die 8 Fundamentalpunkte 
mit fester Richtung hindurch. 

(S,) und (D,) sind durch die Erzengenden von [f,] |1, 2]-deutig auf- 
einander bezogen. Die in einem Ebenenbiischel dadurch hervorgerufene 
{d,, 2d,]-Korrespondenz fiihrt wieder auf die Gleichung von Nr. 6. 

Jeder Richtung durch einen Doppelpunkt P von (D,) entspricht in 
der Beziehung von | f,| auf sich involutorisch eine ebensolehe. Die Dop- 
pelstrahlen dieser Involution sind die beiden eigentlichen Tangenten von 
(D,) in P, der Richtung der Erzeugenden durch P entspricht die feste 
Richtung, in der die Kurven (S,) durch P hindurchgehen. Diese feste 
Richtung ist also harmonisch zur Richtung der Erzeugenden in bezug auf 
die beiden Tangentenrichtungen von (D,). 

8. Die Ubergangskurve (U,). Auf jeder Erzeugenden von [R,] 
liegen zwei Punkte, denen die zwei Punkte der Doppelkurve auf der ent- 
sprechenden Erzeugenden zugeordnet sind. Es liegt demnach auf | R,]| eine 
Ubergangskurve (U,), die jede Erzeugende in zwei Punkten trifft und um- 
kehrbar eindeutig auf die Doppelkurve bezogen ist. Sie hat also ebenfalls 
das Geschlecht 2, ist auch irreduktibel, von « Erzeugenden wird sie in 
zwei konsekutiven Punkten getroffen. 

9. Die Fundamentalpunkte. Ist ein Punkt der einen Fliche Fun- 
damentalpunkt der Beziehung, so entspricht ihm eine ganze Kurve. Wiirde 
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diese Kurve von allen Erzeugenden ihrer Fliche getroffen werden, so 
miiBte der Fundamentalpunkt auf allen korrespondierenden Erzeugenden 
liegen. Da keine der Flichen ein Kegel sein soll (Nr. 4), ist dies unmég- 
lich. Die Fundamentalkurven bestehen demnach aus Erzeugenden. 

Auf jeder Erzeugenden e, von [R,] liegt eine Involution, und die 
Punktpaare dieser Involution sind den Punkten der entsprechenden Er- 
zeugenden ¢, von [R,]| projektiv zugeordnet. Darin besteht die [1, 2}- 
Korrespondenz der 1. Art zwischen den zwei Flichen. Ist nun die Invo- 
lution auf ¢, parabolisch, ohne daB die erwihnte Projektivitit zwischen e, 
und ¢, ausartet, dann ist der Doppelpunkt auf e, Fundamentalpunkt in 
der Beziehung der beiden Flichen. 

Die Projektivitaét zwischen den Punktpaaren auf e, und den Punkten 
von ¢, kann ausarten, und zwar kann dabei das singulire Element auf e, 
aus einem Paar nicht zusammenfallender Punkte einer nicht parabolischen 
oder parabolischen Involution bestehen, oder dieses Punktpaar fallt in einem 
Doppelpunkt zusammen. Dabei liefern die parabolischen Involutionen in 
diesem und dem vorhergehenden Absatz verschiedene Fille, je nachdem 
ihr Doppelpunkt zu den d oder ¢ Punkten von (D,) gehért (Nr. 5). 

10. Daraus ergibt sich folgende Kinteilung der Fundamentalpunkte, 
wenn ¢, und e, zwei einander entsprechende Erzeugende der beiden 
Flaichen sind: 

I. Auf e, liegt ein Fundamentalpunkt X,, dem die Erzeugende e¢, 
entspricht, auf e, keiner. Die zwei Schnittpunkte von (D,) mit e, liegen 
in X,. Es sind zwei Faille méglich: 

1. in X, beriihrt (D,) ¢,, das sei x-mal der Fall; 

2. in X,® hat (D,) einen Doppelpunkt, die Zahl dieser Doppel- 
punkte sei 2). 

Il. Auf e, liegt ein Fundamentalpunkt Y,, dem die Erzeugende e¢, 
entspricht, auf e, liegen zwei getrennte Fundamentalpunkte, Y,, Y,’, jedem 
von ihnen entspricht e¢,; 

1. Die Involution auf e, ist nicht parabolisch, Y,, Y,“’ eines ihrer 
Punktpaare, (D,) trifft e, in zwei Punkten, die zu Y,™ und Y,®’ har- 
monisch liegen. Der Fundamentalpunkt auf e, heiBe in diesem Fall Y,", 
es gebe y solcher Punkte Y,"; 

2. Die Involution auf e, ist parabolisch, der eine Fundamentalpunkt, 
Y,™, liegt im Doppelpunkt, in ihm beriihrt (D,) e,; der andere Funda- 
mentalpunkt heiBe Y,’, der Fundamentalpunkt auf e, Y,); dieser Fall trete 
y”-mal ein; 

3. wie Il,, doch hat (D,) im einen Fundamentalpunkt, Y,, einen 
Doppelpunkt; Y,®’, Y,®, y® seien die den vorigen analogen Bezeichnungen. 

Ill. Auf e, liegt ein Fundamentalpunkt Z,, dem die Erzeugende ¢ 
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entspricht, auf e, fallen zwei Fundamentalpunkte in Z, zusammen, jedem 
von ihnen entspricht e,; 

1. Die Involution auf e, ist nicht parabolisch, (D,) schneidet im 
Fundamentalpunkt Z,“ die Erzeugende e, einfach; der Fundamentalpunkt 
auf e, werde mit Z,) bezeichnet, die Zahl dieser Fundamentalpunkte mit 2. 

2. Die Involution auf e, ist parabolisch, der Fundamentalpunkt Z, 
ihr Doppelpunkt, in ihm beriihrt (D,) e, auf e, liegt der Fundamental- 
punkt Z,®, es trete dies 2-mal ein; 

3. wie II],, nur hat (D,) im Fundamentalpunkt Z, einen Doppel- 
punkt. Z,® und 2 seien die entsprechenden Bezeichnungen.*) 

Einschriinkende Voraussetzung. Im folgenden wird angenommen, dab 
nicht zwei unendlich benachbarte Erzeugende einer Flaiche Fundamental- 
punkte der eben aufgezihlten Arten enthalten. 

11. Aus Nr. 5, 9, 10 folgt: 


a= a 4 y®) 4 2%, 
d= 2 4 y + 2%, 


(1) 2(a — 2p +1) = 2 + y® + 2, 
Dann ergibt sich aus Nr. 6 
(2. 2d, = 2) + 2a + yD + 2y + 2) 4+ 22 4 Qn, 


Die Anzahl der Fundamentalpunkte auf [R,] ist 


G1 = 9 + y+ oy + AD 4 oO) 4 20, 
[ R,] enthalt 


Pg = £9) + 2 4 QyVY 4 Dy) 4 Qy + 2) 4 Qe + 2H 
Fundamentalpunkte, darunter 2 + 2) + 2° Paare zusammenfallender. 


Es ist 
P, — 29, = & + 2, 


29, S 9s: 

*) Schneidet man in einer Ebene einen Kegelschnitt (K) durch ein Strahlen- 
biischel mit dem Scheitel S und das Strahlenbiischel mit einer Geraden g, so sind die 
Punktpaare auf dem Kegelschnitt der Punktreihe auf g projektiv zugeordnet. Liegt S 
auf (K) und ist g nicht speziell, so entspricht diee dem Falle J, und I,; geht g 
durch S, ohne Tangente von (K) zu sein, und liegt S nicht auf (K), dann hat man 
das Analogon zu II,, liegt S auf (K), das zu Il, und IJ,; geht die Gerade g durch S 
und ist sie Tangente von (K), dann liegen die Verhiiltnisse wie bei I],, wenn S 
kein Punkt von (K) ist, dagegen wie bei III, und III,, wenn S ein Punkt von (XK) ist. 

Bezeichnet man den Parameter auf e, mit x, den auf e, mit y, so besteht ver- 
mige der [1, 2]-Korrespondenz eine in « lineare, in y quadratische Gleichung zwischen 
xund y. Wie diese in den Fallen I, IJ, Ill zerfallt ist ohne weiteres klar. Dabei 
nimmt die Involutionsgleichung fiir ¢, in den Fallen II und III die Form 0=0 an, 
was auch ohne Rechnung einzusehen ist. Die Involutionen dieser beiden Fille sind 
als Grenzfalle der unendlich benachbarten Involutionen bestimmt. 
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[R,] hat mindestens doppelt soviele Fundamentalpunkte wie (It, |. 

Dies gilt unabhiingig von den einschrinkenden Voraussetzungen in 
Nr. 5 und Nr. 10. 

12. Die Fundamentalpunkte der Art I. Die nachfolgenden Re- 
sultate iiber die Fundamentalpunkte wurden einerseits unter Beriicksichtigung 
der involutorischen Beziehung von [R,] auf sich gewonnen, andererseits 
unter Heranziehung der am SchluB von Nr. 24 angegebenen Korrespon- 
denzen. 

Die [1, 2]-Beziehung zwischen einer Erzeugenden e, und einer Er- 
zeugenden ¢,, die einen Fundamentalpunkt X, tragt, zerfallt in der Weise, 
daB jedem Punkt von e, der Punkt X, entspricht und auBerdem eine 
projektive Beziehung zwischen den Punkten von e, und e, besteht. 

X,™ sei der Punkt, der dem Fundamentalpunkt X, vom Typus I, 
in dieser projektiven Beziehung entspricht. In X, beriihrt (D,) e,, und 
da X,® der einzige Punkt auf e, ist, dem zusammenfallende Punkte ent- 
sprechen, liegen die beiden Schnittpunkte der Ubergangskurve (U,) mit 
e, in X,™, und zwar beriihrt in X," (U,) e,, da sonst X,@ vier in X,“ 
zusammenfallende Punkte entspriichen, X,“) Fundamentalpunkt wiire. 

Den Richtungen durch X, entsprechen die Punkte von e, umkehr- 
bar eindeutig und zwar so, daB der Richtung von e, der Punkt X,“) ent- 
spricht, da wegen der Projektivitit zwischen den Punkten von e, und ¢, 
dem zu X,™ unendlich benachbarten Punkt der zu X, unendlich be- 
nachbarte Punkt zugeordnet ist. 

13. In einem Fundamentalpunkt X,® der Art 1, hat (D,) einen 
Doppelpunkt. X, sei der Punkt, der in der projektiven Beziehung zwischen 
e, und e, dem Punkt X,® entspricht. (U,) kann ¢, nur in X,® treffen; 
es hat in X,® einen Doppelpunkt, denn dem Punkt X,® als Punkt von 
(U,) entsprechen in der umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen (U,) 
und (D,) die beiden im Doppelpunkt X, zusammenfallenden Punkte. 

Den beiden Richtungen, in denen (D,) durch X,® hindurchgeht, ent- 
spricht auf e, der Punkt X,®, da durch ihn (U,) doppelt hindurchgeht, 
d. h. die projektive Beziehung zwischen den Richtungen durch X,® und 
den Punkten von e, artet aus, einer festen Richung durch X,® (vgl. Schlub 
von Nr. 7) entsprechen simtliche Punkte von e,, dem Punkt X, die 
simtlichen Richtungen durch X,. Die Richtungen durch X, sind den 
Richtungen durch X,® projektiv zugeordnet. 

14. Die Fundamentalpunkte der Art Il. e, und e, seien zwei 
einander entsprechende Erzeugende, die Fundamentalpunkte vom Typus II, 
enthalten. Jeder Richtung durch Y,“ entsprechen zwei Punkte auf e,, 
die ein Punktpaar der Involution mit den Doppelpunkten Y,@ und Y,’ 
bilden. Den Doppelpunkten selbst entsprechen zwei voneinander verschiedene 
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Richtungen, in denen (U,) durch Y,“ hindurchgeht. Jedem Punkt von e, 
entspricht eine Richtung durch Y, und eine solche durch Y,®’. Die 
Projektivitét zwischen den Richtungen durch Y,“ und den Punktpaaren 
von ¢, artet nicht aus, da sonst gegen die Voraussetzung am Schlu8 von 
Nr. 10 auch die zu ¢, unendlich benachbarte Erzeugende Fundamental- 
punkte vom Typus II, enthielte. 

15. Ist e, eine Erzeugende, die zwei Fundamentalpunkte der Art II, 
enthalt, dann entspricht einem Punkt von e, eine Richtung durch Y,™, 
einer Richtung durch Y,® ein Punkt von e, und eine Richtung durch Y,. 
Die Richtungen durch Y,® und diejenigen durch Y, sind einander pro- 
jektiv zugeordnet, dabei entspricht der Richtung von e, diejenige von e,. 
In der involutorischen Beziehung von |R,] auf sich ist dem Punkt Y,’ 
eine Richtung durch Y, zugeordnet. Einem Punkt von e, entspricht diese 
feste Richtung durch Y,, d. h. eine veriinderliche Kriimmung mit fester 
Tangente, und eine verinderliche Richtung durch Y,®’. Nur dem Punkt 
Y,® sind simtliche Richtungen durch Y,® zugeordnet und die Richtung 
von ¢, durch Y,®’. (U,) beriihrt e, in Y, nicht, denn dem zu Y,@ un- 
endlich benachbarten Punkt von (U,) entspriiche die feste Richtung durch 
Y,™; (U,) hat folglich in Y, eine Spitze. 

16. Im Fall Il, trifft (U,) e, nur in Y,®, da wieder nur diesem 
Punkt zusammenfallende Punkte auf e, entsprechen. Jedem Punkte P, von 
e, ist eine bewegliche Richtung durch Y, zugeordnet und dieser auber 
P, noch eine veriinderliche Kriimmung in Y,® mit der festen Tangente, 
die zu den beiden Richtungen von (D,) und zu e, harmonisch liegt. Die 
Projektivitit zwischen den Tangenten in Y,® und Y, artet aus: allen 
Richtungen durch Y,” entspricht die erwiihnte feste Richtung in Y,, 
allen Richtungen durch Y, eine feste Richtung durch Y,. In dieser 
beriihrt sich (U,) selbst, die Richtung muB folglich von e, verschieden sein. 

17. Die Fundamentalpunkte der Art III. In der involutorischen 
Beziehung von [/t,] auf sich entspricht jeder Punkt von (D,) sich selbst. 
P sei ein einfacher Punkt der Doppelkurve, in dem sie nicht eine Erzeu- 
gende bertihrt. Jeder Richtung durch P entspricht involutorisch eine 
solche, die Doppelstrahlen dieser Involution sind die Tangentenrichtung 
in P an (D,) und die Richtung der Erzeugenden durch P. 

Ist Z,“ ein Fundamentalpunkt der Art III, auf der Erzeugenden e¢,, 
Z,™ der ihm zugeordnete auf e,, dann entspricht jeder Richtung durch 
Z, ein Punktpaar der Involution auf e,. Jeder Punkt von e, bestimmt 
vier konsekutive Punkte, von denen zwei auf e, in Z, liegen. Dem Punkt 
der Doppelkurve auf e, auBerhalb Z, ist eine Richtung durch Z,% zu- 
geordnet, in der die Uhergangskurve durch den Fundamentalpunkt hindurch- 
geht, wihrend der Richtung von (D,) in Z, ein Punkt A auf e, auBer- 
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halb des Fundamentalpunktes entspricht. Jede Richtung durch A bestimmt 
zwei Richtungen durch Z,®, die ein Paar der am Anfang dieser Nr. er- 
wihnten Involution bilden. 

18. Beim Typus III, sind die Verhiiltnisse die folgenden: Einer Rich- 
tung durch Z,® entspricht eine bewegliche Richtung durch Z,® und ein 
beweglicher Punkt auf e,, dabei entspricht der Richtung von e, die von e,; 
jedem Punkt von e, ist eine bewegliche Richtung durch Z,® zugeordnet. 
(U,) beriihrt e, in Z,®. Jeder Punkt von e, bestimmt vier unendlich be- 
nachbarte Punkte, von denen zwei auf e, liegen und noch ein dritter 
fest ist. 

19. Im Fall III, entspricht in der involutorischen Beziehung von [ FR, | 
auf sich einem Punkt P von e, eine Kriimmung mit fester Tangente in 
Z,©. Jeder Richtung durch 7, ist demnach eine Kriimmung mit dieser 
festen Tangente in Z, und ein beweglicher Punkt auf e, zugeordnet. 
Fallt die Richtung nach e,, dann kommt der bewegliche Punkt nach Z,. 
Jedem Punkt von e, entsprechen zwei Richtungen durch Z,, die zu den 
Richtungen von (D,) harmonisch liegen. Durch die zwei Punkte von e¢,, 
denen die Richtungen der Doppelkurve zugeordnet sind, geht (U,) hindurch. 
Dem Punkt Z, entspricht die Richtung von e¢, und die feste Richtung. 

20. Zusammenfassung. Aus Nr. 10 und Nr. 12—19 ergibt sich 
das folgende Verhalten der Doppelkurve und der Ubergangskurve in den 
Fundamentalpunkten: 

Die Doppelkurve (D,) beriihrt in den Fundamentalpunkten X,, Y,, 
Z,™ die zugehirigen Erzeugenden, geht durch die Fundamentalpunkte Y,”, 
Y,’, ¥,®, ¥,® gar nicht hindurch, durch die Fundamentalpunkte Z, 
einfach, durch die Fundamentalpunkte X,@, Y,©, 2, doppelt. 

Die Ubergangskurve (U,) beriihrt in den Punkten X,% und in den 
Fundamentalpunkten Z,® die zugehirigen Erzeugenden, enthiilt die Funda- 
mentalpunkte Z,© gar nicht, geht durch die Fundamentalpunkte Z,™ einfach 
hindurch, durch die Punkte X,@ und die Fundamentalpunkte Y,“ doppelt, 
hat in jedem Fundamentalpunkt Y,@ eine Spitze und beriihrt sich selbst in 
den Fundamentalpunkten Y,®. 

21. Die Involution auf (U,). Durch die Erzeugenden von [R,| 
wird auf (U,) eine Involution von Punktpaaren ausgeschnitten. Aus der 
dazu gehérigen Korrespondenz in einem Ebenenbiischel ergibt sich analog 
wie in Nr. 6, wenn m, die Ordnung von [Ff], u, die von (U,) bezeichnet,*) 
unter Berticksichtigung von Nr. 20 und der Bezeichnungen von Nr. 10: 
(3) Qu, = 2) + 22 + 2Qy + By + 4y® + AD + 2n,. 


*) DaB die Doppelpunkte von (U,) hier zweifache, die Spitzen dreifache Koinzi- 
denzen liefern, zeigt das folgende Beispiel: Es sei eine ebene Kurve 3. Ordnung (C'*) 
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22. Die Kurven (G,). Einem nicht speziellen ebenen Schnitt von 
| R,] entspricht auf [R,] umkehrbar eindeutig eine Kurve (G,) vom Ge- 
schlecht p (Nr. 4), deren Ordnung m sei. Sie trifft jede Erzeugende von 
[R,] in einem Punkt. Aus den Betrachtungen iiber die Fundamental- 
punkte folgt: 

Die Kurven (G,) gehen durch die Fundamentalpunkte Y,, Y,®, Y,, 
‘Z,, Z,, Z© in beweglicher Richtung einfach hindurch. 

Zwei solche Kurven (G,) schneiden sich in den Fundamentalpunkten 
von [R,], auBerdem in den », Punkten, die den Schnittpunkten der ihnen 
entsprechenden ebenen Schnitte von [R,]| zugeordnet sind, endlich dann, 
wenn einem Punkt von [R,] zwei Punkte in den beiden ebenen Schnitten 
von [2] entsprechen. Die Anzahl dieser Punkte ist der Ordnung der 
Kurve gleich, welche in der involutorischen Beziehung von [R,] auf sich 
einem ebenen Schnitt entspricht, also (mach Nr. 7) d,. Durch die Er- 
zeugenden von [R,] sind zwei solche Kurven (G,) ein-eindeutig aufeinan- 
der bezogen, dann folgt wieder aus der dadurch hervorgerufenen Korre- 
spondenz in einem Ebenenbiischel: 


2m = y) + y® + yO + A) + 2) + 2) + m + dy + n,, 
und unter Beriicksichtigung von Gi. (2): 
(4) 4m =a) 4+ 22% 4 2Qy + By + 4y® 4+ 229 +324 4+ 429 4 Qn, + dng. 
23. Die Kurven (G,). Einem nicht speziellen ebenen Schnitt von 
[R,| entspricht auf | R,| eine Kurve (G,), wie (G,) von der Ordnung m. 


(G,) trifft jede Erzeugende in zwei Punkten. Das Geschlecht von ((,) 
sei p’; da p das Geschlecht eines ebenen Schnittes von | R,| ist, hat (G,) mit 
a = 2(p'—2p +1) 

Erzeugenden zwei konsekutive Punkte gemeinsam. 

Aus den Untersuchungen iiber die Fundamentalpunkte folgt: 

Die Kurven (G,) treffen die Fundamentalpunkte X,, Y,®, Y,’, 
Y,®', Y,’ einfach mit beweglicher Tangente, durch die Fundamentalpunkte 
X,, Y, gehen sie in fester Richtung hindurch, in den Fundamentalpunkten 
Z. beriihren sie die zugehirigen Erzeugenden, ebenso in Z,®, doch hier 


gegeben und in derselben Ebene ein Strahlenbiischel, dessen Scheitel S auf (C*) liegt, 
ein anderes in der namlichen Ebene, dessen Scheitel 7’ nicht auf (C*) liegt. Jeder 
Strahl durch S schneidet (C*) in zwei beweglichen Punkten, die Strahlen durch 7’ 
und diese zwei Kurvenpunkte sollen einander zugeordnet werden. Dann entsteht im 
Strahlenbiischel 7’ eine involutorische [3, 3]-Korrespondenz. Die sechs Koinzidenzen 
riihren, wenn (C*) elliptisch ist, von den vier Tangenten aus S an (C*) und vom 
Strahl S7 her, der doppelt zahlt. Hat (C*) einen Doppelpunkt, dann absorbiert er 
zwei von den vier Tangenten, eine Spitze drei. Analog findet man durch eine Kurve 
4. Ordnung, daB eine Selbstberihrung vierfach zihlt. 








302 R. Baxpvs. 


mit fester Kriimmung, in den Fundamentalpunkten Z,® haben sie Doppel- 
punkte mit beweglichen Tangenten, in den Fundamentalpunkten Y,® haben 
sie feste Kriimmung. 

In 2 + 2 Fandamentalpunkten beriihren die Kurven (G,) die zu- 
gehérigen Erzeugenden, die iibrigen Beriihrungen riihren von den Treff- 
pankten des entsprechenden ebenen Schnittes und der Ubergangskurve 
her. Die Ubergangskurve hat die Ordnung u,, daraus folgt: 


g= 2+ A+ u,, 
und aus der vorigen Gleichung und aus (3): 
(5) 4(p’ — 2p +1) =a + 22+ 2y + By + 4y® 4+ 29 + 3x) + 2n,. 


24. Zusammenfassung. Die bisher abgeleiteten Gleichungen seien 
der Ubersicht halber hier zusammengestellt: 


(1) 2(a@—2p+1)=—2% + y® + 2, 


(2) 2d, = 2) + 2a + y® + 2y™ + 2 + 229 + 2n,, 

(3) 2u, = 2) + 2a 4+ 2y + By + 4y® + 2 + 2n,, 

(4) 4m =x") + 2a + 2y + By + 4y® 4+ 22 + 320 4 42°) 
+ 2n,+4n,, 


(5) 4(p’— 2p +1) = 2) + 22 + 2y¥ + 3y + 4y 4+ 22M + 32% + 2n,. 
Dann folgt: 


(3*) u, —d,=y) + y+ y¥9—hA9+4+n,—m,, aus (2) und (3), 
(4*) 2m —u, = 2 + 2 +228 4 2n,, aus (3) und (4), 
(5*) p’ —2p+1=—m—n,— 2, aus (4) und (5), 
(6*) 2(p—2p+1l)=+e%+u,, aus (3) und (5). 


Durch die Erzeugenden von [R,] wird (G,) involutorisch auf sich 
bezogen. Diese Involution liefert wieder eine Korrespondenz in einem 
Ebenenbiischel, aus der sich ergibt: 


2m = 2n, + 2 + 2) + u, + 22%, 


das ist aber Gleichung (4*). Desgleichen liefert die durch die Erzeugen- 
den von [R,] vermittelte Korrespondenz zwischen zwei Kurven (G,) die 
Gleichung (4), ebenso die Beziehung zwischen (D,) und einer Kurve (G,). 
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§ 4. 
Die [1, 2]-Korrespondenzen der 1. Art mit reduktibler Doppelkurve. 


25. Doppel- und Ubergangskurven. Auf [R,] liege wieder eine 
Doppelkurve (D,) von der Ordnung d,, die aber in zwei Kurven zerfillt*), 
(D™) und (D,), deren jede die Erzeugenden in einem Punkt trifft. Die 
Ordnungen der Teile seien d,™ und d,; sie haben dasselbe Geschlecht p 
wie [R,]. Auch die Ubergangskurve (U,) von der Ordnung u, besteht 
dann aus zwei Teilen (U,) und (U,@) vom Geschlecht p, ihre Ord- 
nungen seien wu, und wu, 

Aus der durch die Erzeugenden von | f,| vermittelten Korrespondenz 
zwischen (D,) und (D,®) folgt, wenn y die Zahl der Schnittpunkte, in 
denen entsprechende Punkte der beiden Teile liegen, bedeutet: 

dy + df = d, = y + mg. 
Entsprechend findet man 
u, + 4,9 =u, = B+ n,, 
wobei sich die beiden Ubergangskurven in 8 entsprechenden Punkten treffen. 

26. Die Involution auf [R,]. Die y Schnittpunkte der beiden Doppel- 
kurven sind die Fundamentalpunkte der involutorischen Beziehung von 
[R,] auf sich. Analog wie in Nr. 7 ergibt sich wieder, daB einem ebenen 
Schnitt von [R,] in dieser Involution eine Kurve von der Ordnung d, 
entspricht, die durch jeden der y Fundamentalpunkte mit fester Richtung 
hindurchgeht. Dic feste Richtung liegt harmonisch zur Erzeugenden dieses 
Punktes in bezug auf die beiden Tangenten an die Doppelkurven. 

27. Fundamentalpunkte. Aus Betrachtungen, die den Uberlegungen 
des vorigen Kapitels iiber die Fundamentalpunkte ganz analog sind, folgt, 
da hier nur Fundamentalpunkte vom Typus I,, Il,, I,, Ill,, Ul, auf- 
treten. Es ist also hier 
(6) ao) = yl) = 22) = 0, 

In den Fundamentalpunkten verhalten sich die Kurven (G,) und (G,) so, 
wie es in Nr. 22 und Nr. 23 angegeben wurde. Auch die Resultate von 
Nr. 20 iiber die Doppel- und Ubergangskurve sind ohne weiteres itiber- 
tragbar, nur tritt statt eines Doppelpunktes dort hier ein Schnittpunkt der 
beiden Kurven auf, statt der Selbstberihrung der Ubergangskurve hat 
man es hier mit einer Bertihrung der beiden Ubergangskurven zu tun. Die 
Gleichung (1) von Nr. 24 hat hier kein Analogon, dagegen findet man 


*) Es gelten wieder die bisherigen einschrankenden Voraussetzungen und die 
bisherigen Bezeichnungen. 
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den iibrigen ganz entsprechende Gleichungen unter Beriicksichtigung der 
zwei Gleichungen von Nr. 25. Es ist 


(2a) d, = 2 + y® + 2) 4+ ny, 

(3a) my = 2 + yy) + 2y +n, 

(4a) 2m = x + y) + 2y® + 2) + 22) + nm, + 2m, 
(5a) = 2(p'—2p +1) = a + y + 2y¥) + M+ 0, 

(3a*) uy — d= y¥ +) — 2 +n, —m, 

(4a*) 2m — u, = 2) + 2) + 2n,, 


(5a*) p —2p+1—m—n, — 2, 
(6a*) 2(p’—2p+1)=— 2 + u,. 


§ 5. 
Schnitte von [Rz] mit Flichen 2. Grades. 


28. Es liege eine [1,2]-Transformation 1. Art zweier Regelflichen 
mit irreduktibler oder reduktibler Doppelkurve vor. Ein Biischel von 
Flaichen 2. Grades schneidet aus einer Geraden eine Involution aus. Nimmt 
man sieben Punkte im Raum fest an, dann kann man die Involution auf 
jeder Erzeugenden von [R,] durch ein Biischel von Flichen 2. Grades 
ausschneiden, das dem Flachenbiindel durch die sieben Punkte angehdrt; 
denn die Involution ist durch zwei Punktpaare bestimmt und durch die 
zwei Filiichen des Biindels durch diese Paare das Biischel. Dadurch wird 
jedem Punkt von [R,] die Fliche des Biindels zugeordnet, welche die zwei 
entsprechenden Punkte aus [F,] ausschneidet. Wird dabei jede Fliiche des 
Biindels x-mal beniitzt, so besteht zwischen den Punkten von [R,] und 
den Flaichen des Biindels eine [x, 1]-Korrespondenz. Diese Zahl x soll 
jetzt bestimmt werden. 

29. Kine Flaiche [F*] 2. Ordnung, die mit [R,] u Erzeugende ge- 
meinsam hat, schneidet [R,] in einer Restschnittkurve (C) (2n,—)"" 
Ordnung. Ist d, die Gesamtordnung der Doppelkurve, so entspricht einem 
ebenen Schnitt von [R,] eine Kurve d,"* Ordnung in der involutorischen 
Beziehung von [R,] auf sich. Diese Kurve trifft [7*] in 2d, Punkten, 
von denen 2d,— 2 auf (C) liegen. Daraus folgt, daB (C) in der in- 
volutorischen Beziehung von [R,] ‘auf sich eine Kurve von der Ordnung 
2d, — 2u entspricht. Diese Kurve trifft [¥*] in 4d, — 4u*) Punkten, von 
denen 2d,—2u auf der Doppelkurve liegen, die tibrigen 2d, — 2m Punkte 
liegen zu je zweien auf einer Erzeugenden. Es gibt also d, — yu Paare 


*) Wenn sie nicht ganz auf der Flache liegt, was nur in speziellen Fillen 
eintritt. 
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der Involution auf [R,|, die von [F?] ausgeschnitten werden. Es ist 
* = dy — Uw. 

Eine nicht spezielle F'léche 2. Grades, die mit |R,| u Erzeugende ge- 
meinsam hot, schneidet d,—w nicht auf den wu Erzeugenden liegende Punkt- 
paare der Involution auf [R,| aus, wenn d, die Ordnung der Doppelkurve ist. 

30. Es soll in Nr. 30—52 gezeigt werden, daB von den in den Glei- 
. chungen (1)—(5) vorkommenden Gropen nur soviele voneinander numerisch 
abhiingen, als durch diese Gleichungen bestimmt sind. Es seien zwei Regel- 
flichen [R,| und | R,] von den Ordnungen n, und n, gegeben, deren ebene 
Schnitte das Geschlecht p haben. Zwischen einem ebenen Schnitt von [R, | 
und einem solchen von [/t,| bestehe eine birationale Beziehung. Dann 
hiingen die GréBen m,, ”,, p voneinander nicht durch Gleichungen ab. 

Auf [R,| sei auBerdem eine Kurve (D,) von der Ordnung d, und 
vom Geschlecht x gegeben, die jede Erzeugende in zwei Punkten trifft. 
Diese zwei Punkte sollen sich nur in gewéhnlichen Doppelpunkten der 
Kurve oder zu einfacher Beriihrung vereinigen. Die GriBen p, n,, n,, dy, x 
sind voneinander numerisch unabhiingig.*) Dann beriihrt (D,) (Nr. 5) 


é=2(4+1)—4p 


Erzeugende und die Zahl 6 der eben erwihnten gewéhnlichen Doppelpunkte 
ist (Nr. 6) 
ee aes 
Daraus folgt, daB auch p, ,, ”,, €, 0 voneinander nicht numerisch ab- 
hiingen. Es seien nun auf [R,| drei Kurven (C,), (C,), (C,) von der durch 
die bisherigen GréBen noch nicht bestimmten Ordnung « gegeben, die 
jede Erzeugende in einem Punkt treffen. Irgend zwei dieser Kurven schneiden 
sich in 
B= 2a—n, 

Punkten. Auf [#,}| liegen also 36 Schnittpunkte zweier solcher Kurven (C,). 
Die GréBen p, ”,, m,, €, 0, B sind voneinander numerisch unabhiingig. 

31. Es seien drei feste Punkte P,, P,, P, des Raumes gegeben. Man 
betrachtet nun das Biindel aller Flichen 2. Grades durch sieben feste 
Punkte Q,, Qe, --:, GQ; des Raumes. Auf jeder Erzeugenden e, von [R,] 
liegen zwei Punkte der Kurve (D,), in jedem dieser Punkte beriihrt eine 
Fliiche des Biindels die Gerade e,. Diese zwei Flichen bestimmen ein 
Biischel von Flichen 2. Grades, das aus ¢, eine Involution ausschneidet, 
deren Doppelpunkte auf (D,) liegen. So wird durch das Flichenbiindel und 
die Kurve (D,) eine Involution von Punktpaaren auf {R,] bestimmt, deren 


*) DaB Ungleichungen zwischen ihnen bestehen, spielt hier keine Rolle, es handelt 
sich um Abhingigkeit durch Gleichungen. 
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Doppelkurve (D,) ist. Andererseits ist durch die oben erwiihnte birationale 
Beziehung zwischen zwei ebenen Schnitten der Regelflichen eine ebensolche 
zwischen ihren Erzeugenden e, und e¢, festgelegt. LaBt man nun dem 
Schnittpunkt von (C,) mit e, das Punktpaar der Involution auf e, ent- 
sprechen, das durch die Fliiche 2. Ordnung des Biischels ausgeschnitten 
wird, die durch P, hindurchgeht, und macht man dasselbe fiir (C,), 
P, und (C,), P;, dann ist dadurch zwischen [R,] und [R,] eine [1, 2} 
Transformation 1. Art bestimmt. Ganz analog liegen die Verhiiltnisse bei 
reduktibler Doppelkurve. 


Ist umgekehrt eine solche Transformation gegeben, so kann man sich 
(nach Nr. 28) die Punkte P; und Q, willkiirlich vorgeben und bekommt 
dadurch die Kurven (C,). D. h. in dieser Weise laépt sich jede {1, 2|-Trans- 
formation 1. Art erzeugen. Dabei wird nach Nr. 29 jede Fliche 2. Ord- 
nung d,-mal benutzt, wenn man zweimal drei Grundpunkte des Biindels 
auf einer Erzeugenden von [R,] annimmt (d,—2)-mal. Da man die Flichen 
2. Grades des Biindels birational den Punkten einer Ebene zuordnen kann, 
sind damit die Punktpaare der Involution auf |R,|, oder, was dasselbe ist, 
die Punkte von | R,| auf eine (d,—2)-fach iiberdeckte Ebene abgebildet. 
Dies gilt ohne einschrinkende Voraussetzungen. 

32. Es sind die Fundamentalpunkte der in dieser Weise erzeugten 
[1, 2]-Transformation zu bestimmen. Wenn sich zwei Kurven (C,), z. B. 
(C,) und (C,), in einem Punkt einer Erzeugenden ¢, treffen, so artet die 
projektive Beziehung zwischen der Punktreihe e, und dem entsprechenden 
Biischel von Flichen 2. Grades aus. Die Fundamentalelemente sind der 
Schnittpunkt und die Fliche durch P,. Je nachdem die zugeordnete Er- 
zeugende ¢, von (D,) in zwei getrennten Punkten getroffen oder beriihrt 
wird oder einen Doppelpunkt von (D,) enthialt, hat man einen der y), y® 
oder y) Fundamentalpunkte, wenn die Fliche durch P, e¢, nicht beriihrt. 
Wenn aber die Fliche durch P, e, beriihrt, was nur in einem Punkt 
von (D,) stattfinden kann, dann hat man einen der 2”), 2 oder 2° Funda- 
mentalpunkte, je nachdem e, von (D,) in zwei getrennten Punkten ge- 
troffen, beriihrt wird, oder einen Doppelpunkt von (D,) enthiilt. Die 
iibrigen Beriihrungen von (D,) mit Erzeugenden e, fiihren auf die 
Fundamentalpunkte, die iibrigen Doppelpunkte auf die x Fundamental- 
punkte. Es lassen sich, wie man unschwer erkennt, die Kurven (C;) so 
bestimmen, daB jede der Zahlen y™, y®, y, 2, 2, 2 verschiedene Werte 
annimmt, und zwar fiinf davon unabhiingig voneinander, die sechste be- 
stimmt die Gleichung 


y) + y® + y® + AY 4 A + 2 me BB. 
Die GréBen 2 und x@ sind dann bestimmt durch 
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a) = é ee y® _— 2®, 
2) = § — y¥®) — x, 


Nun sind nach Nr. 30 die GréBen p, n,, m,, ¢,8, 8 voneinander numerisch 
unabhingig, folglich auch die Gripen p, n,, n, 2, c®, y®, y®, y®, 20), A*), 2, 
Diese GréBen bestimmen nach Gleichung (1) 2, nach (2) d,, nach (3) ,, 
nach (4) m, nach (5) p’. 

Kine analoge Betrachtung laBt sich fiir die Gleichungen (2a)—(5a) 
durchfiihren. Die bei der Ableitung dieser zwei Gruppen von Gleichungen 
gemachten einschrinkenden Voraussetzungen von Nr. 5 und Nr. 10 sind 
fiir die letzte Betrachtung nicht wesentlich; die den Gleichungen (1)—(5) 
und (2a)—(5a) entsprechenden Gleichungen, die man ohne diese Voraus- 
setzungen erhilt, leisten dasselbe wie hier diese Gleichungen. 


§ 6. 
Die [1, 2]-deutigen Verwandtschaften der 2. Art. 


33. Es seien [R,| und [R,]| wieder zwei irreduktible Regelflichen von 
den Ordnungen », und »,, die keine Kegel sind. Ihre ebenen Schnitte 
sollen das Geschlecht p, und p, haben; dabei sei p, > 0. 

Zwischen den Flichen bestehe eine [1, 2]-Transformation der 2. Art 

(Nr. 3). Dann entsprechen den Punkten einer Erzeugenden ¢, von [R,] 
projektiv die Punkte einer Erzeugenden ¢, von [R,| und den Punkten 
dieser auBerdem noch projektiv die Punkte einer zweiten Erzeugenden ¢,’ 
von [R,}. Die Involution auf [R,} ist also so beschaffen, daB jeder Er- 
zeugenden e, cine andere, ¢,’, projektiv entspricht. Da die ebenen Schnitte 
der beiden Flichen [1, 2|-deutig aufeinander bezogen sind, folgt aus der 
Zeuthenschen Koinzidenzformel, daB 
(7) — 2(p_ +1) — 4p, 
Erzeugende e, mit den ihnen involutorisch entsprechenden ez zusammen- 
fallen. Sie bilden die Doppelkurve der Transformation. Ihnen entsprechen 
1 Erzeugende auf [R,], welche die Ubergangskurve bilden. 

Aus (7) ergibt sich noch 

Py +1—2p,>0, 
P2-h2M,—1, 
Py =P; 
dabei kann das Gleichheitszeichen nur im Fall p, = 1 eintreten. 

34. Fundamentalpunkte der [1, 2]-Korrespondenz. Wie am 
Anfang von Nr. 9 sieht man wieder, daS die Fundamentalkurven der Be- 
ziehung zwischen [R,] und [Jt,] aus Erzeugenden bestehen. Aus dem 
Ausarten der Projektivititen erkennt man, daB ein Fundamentalpunkt der 

20* 
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einen Fiche zu einem solchen auf der Fundamentalerzeugenden der anderen 
Flache fiihrt. Es ergibt sich folgende Einteilung der Fundamentalpunkte: 

I. Einem Fundamentalpunkt =, auf einer Erzeugenden e, von [R,} 
entspricht ¢,. ¢, enthilt einen Fundamentalpunkt =,, dem e, zugeordnet 
ist. Die Projektivitiit zwischen ¢, und e,'*) artet nicht aus. & sei die Zahl 
dieser Fundamentalpunkte.**) 

Il, Einem Fundamentalpunkt H,‘ auf e, entspricht e,. Auf e, liegt 
ein Fundamentalpunkt H,” mit der Fundamentalerzeugenden e,, auBerdem 
ein weiterer, H,”’, der von H, endlich entfernt ist und dem e,’ ent- 
spricht. Dabei enthiilt e, selbst einen Fundamentalpunkt H,’. Dies sei 
7™-mal der Fall. 

Il,. Wie bei Il,, nur ist e, eine Erzeugende der Ubergangskurve. 
Wegen der Stetigkeit sind H,® und H,’ auf e, unendlich benachbart. 
Die zwei unendlich benachbarten Fundamentalpunkte auf {R,| sollen mit 
H, und H,’ bezeichnet werden. Es seien 7 solcher Paare vorhanden. 

Il,. Dem Fundamentalpunkt Z,™ auf e, ist e, zugeordnet. ¢, enthiilt 
einen Fundamentalpunkt Z,™, dem sowohl ¢, als auch e,’ entspricht. Auf 
é, liegt ein Fundamentalpunkt Z,(’. Dies trete §“-mal ein. Der Funda- 
mentalpunkt Z,“ soll doppelt geziihlt werden. 

III, entspricht dem vorigen Fall, nur liegt Z,® auf der Ubergangs- 
kurve, Z, und Z,’ auf der Doppelkurve. Die Zahl dieser Paare sei £. 
Auch hier wird Z, doppelt geziihlt. 

Jede der beiden Fliichen enthilt § + 24 +2y +269 + 26° Funda- 
mentalpunkte. Die 2 bilden x* Paare unendlich benachbarter Fundamen- 
talpunkte auf beiden Fliichen, die 2&° Fundamentalpunkte auf [R,| bilden 
¢® Paare unendlich benachbarter Fundamentalpunkte. 

Einschriinkende Voraussetzung. AuBer den eben erwihnten sollen keine 
unendlich benachbarten Fundamentalerzeugenden auftreten 

35. Fundamentalpunkte der Involution auf [R,|. Durch die 
{1, 2]-Transformation ist auf [2] eine Involution von Punktpaaren be- 
stimmt, in der den Punkten einer Erzeugenden e, die Punkte einer anderen, 
é,', projektiv entsprechen. Man findet zu einem Punkt P, den involutorisch 
zugeordneten P,’ auf dem Weg P,—> P,—» P,’. Daraus ergibt sich, dab 
Fundamentalpunkte der Involution nur zugleich mit Fundamentalpunkten 
der |1, 2|-Korrespondenz auftreten. 

e, enthalte einen Fundamentalpunkt =, von der Art 1, dann entspricht 
dem Fundamentalpunkt =, von e, ein Punkt =,’ auf e,’. In der Involution 
auf [R,) ist e,’ die Fundamentalerzeugende von =, und e, die von =,’. 


*) ¢,, & sind die beiden Erzeugenden, die einer Erzeugenden e, entsprechen. 
**) DaB die beiden Erzeugenden dieses Falles nicht zusammenfallen kinnen, 
wird in Nr. 38 gezeigt werden. 
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Sind H,™, H,®, H,”’ zusammengehérige Fundamentalpunkte vom 
Typus II,, so sind H,, H,“’ auch Fundamentalpunkte der Involution auf 
[R,|, und zwar entspricht dem einen die Erzeugende durch den anderen. 
Den Punkten einer solechen Fundamentalerzeugenden sind Kriimmungen 
mit fester Tangente im Fundamentalpunkt zugeordnet, zwischen den Rich- 
tungen durch die beiden Fundamentalpunkte besteht eine Projektivitat, in 
welcher der festen Tangentenrichtung im einen Fundamenlalpunkt die Rich- 
tung der Erzeugenden im anderen Fundamentalpunkt entspricht. 

II, ist ein Grenzfall von Il,. 

Tragen die einander entsprechenden Erzeugenden ¢,, ¢,, ¢,) Fundamen- 
talpunkte Z,"), Z,, Z,’ vom Typus III,, so besteht, wie man leicht sieht, 
eine nicht ausartende projektive Beziehung zwischen den Punkten von e, 
und e¢,’. Hier treten keine Fundamentalpunkte in der Involution von [7,] 
auf*). Ebenso im Fall IIl,. 

In der Involution auf |R,| treten § + 4 Paare getrennter Funda- 
mentalpunkte auf, auBerdem »° Paare wnendlich benachbarter. 

Einschriinkende Voraussetzuny. [R,| soll keine stationére Erzeugende 
von der Eigenschaft enthalten, daB auf ihr in jedem Punkt zwei ent- 
sprechende Punkte der Involution in jeder Richtung zusammenfallen. 

36. Die Kurven (S,). Einem nicht speziellen ebenen Schnitt (N,) 
von [R,] entspreche in der involutorischen Beziehung der Fliche auf sich 
eine Kurve (S,) von der Ordnung s. Sie trifft jede Erzeugende in einem 
Punkt, ihr Geschlecht ist p,. Aus Nr. 35 ergibt sich: 

Die Kurven (S,) gehen durch jeden der 2& Fundamentalpunkte in be- 
weglicher Richtung hindurch, durch jeden der 24) Fundamentalpunkte mit 
fester Tangente, durch jeden der x) Fundamentalpunkte mit vier festen kon- 
sekutiven Punkten. 

Zwei solche Kurven (S,) schneiden sich in den », Punkten, die den 
Schnittpunkten ihrer entsprechenden ebenen Schnitte zugeordnet sind, 
auBerdem fallen 2§ +47" + 47 Schnittpunkte in die Fundamentalpunkte. 
Da n, die Ordnung von [f,] ist, folgt 
(8) s =F + Qo + 2y® + ny. 

Der ebene Schnitt (N,) wird von der entsprechenden Kurve (S,) in 
den Schnittpunkten der 2 Erzeugenden, welche die Doppelkurve bilden 
(Nr. 33), getroffen. DaB hierbei auch jede der 7 von den 4 Erzeugenden, 
welche zugleich Fundamentalkurven der Involution sind, einen Schnitt- 


punkt von (S,) und (N,) liefert, erkennt man unschwer. So ergeben sich 


*) Im Fall II trite dasselbe ein, wenn zwischen den Tangentenstrahlenbiischeln 


der beiden Fundamentalpunkte auf e, durch die [1,2]-Transformation eine Projektivi- 
tit festgelegt wiire. 
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2 Schnittpunkte von (N,) und (S,). Liegt auBerdem ein Punktpaar der 
Involution auf (NV,), dann geht durch diese beiden Punkte (S,) hindurch. 
Ist d die Anzahl dieser Paare, so folgt 


s=ij1+2d 
und unter Beriicksichtigung von Gleichung (7) und (8) 
(9) 2d = § + 2y + 2y + ny — 2(p, +1) + 4p,. 


37. Die Kurven (G,). Einem nicht speziellen ebenen Schnitt (N,) 
von [f,] entspricht eine Kurve (G,) auf [R,|, die jede Erzeugende in 
einem Punkt trifft. Ihr Geschlecht ist p,, ihre Ordnung sei m. Aus Nr. 34 
ergibt sich: 

Die Kurven (G,) gehen durch die § + 24+ 2&9 Fundamentalpunkte auf 
[R,] mit verdnderlicher Richtung hindurch, durch die y + &) Punkte, in 
denen je zwei Fundamentalpunkte zusammenfallen, mit fester Richtung. 

Zwei soleche Kurven (G,) treffen sich in den 2n, Punkten, welche 
den n, Punkten entsprechen, die ihren zugeordneten ebenen Schnitten ge- 
meinsam sind, auBerdem in den eben erwihnten Fundamentalpunkten. Da 
nm, die Ordnung von [R,] ist, folgt 
(10) 2m =F + 2y + 2H + 26 + 2EY + Qn, + ny. 

Auch die Kurven (S,) und die Kurven (G,) sind dureh die Erzeugenden 
von [R,| eineindeutig aufeinander bezogen. Diese Beziehung fiihrt wieder 
auf Gleichung (8). 

38. Die Kurven (G,). Einem nicht speziellen ebenen Schnitt (N,) 
von |F,]| entspricht eine Kurve (G,) auf [R,], die das Geschlecht p,, die 
Ordnung m hat und jede Erzeugende in zwei Punkten trifft. Aus Nr. 34 
folgt: 

Die Kurven (G,) gehen durch die § + 24 Fundamentalpunkte einfach, 
mit beweglicher Richtung, hindurch, in jedem der & Fundamentalpunkte 
haben sie einen Doppelpunkt, in den 7 Punkten, in deren jedem swei 
Fundamentalpunkte zusammenfallen, beriihren sie die zugehirige Erzeugende, 
in jedem der &°) Fundamentalpunkte haben sie eine Spitze. 

Aus der durch die Erzeugenden von [R,| bestimmten [1, 2]-Korre- 
spondenz zwischen einem ebenen Schnitt (,) und einer Kurve (G,) folgt, 
daB auf 4 Erzeugenden zwei konsekutive Punkte von (G,) liegen. x + &* 
solcher Punkte fallen in die eben erwihnten Fundamentalpunkte, die 
iibrigen Beriihrungen sind auf die Schnitte von (N,) mit der Doppelkurve 
zuriickzufiihren, die auf keiner Fundamentalerzeugenden der [1, 2]-Trans- 
formation der beiden Fliichen liegen. Wiirden die beiden Erzeugenden 
€, €; des Falles 1 zusammenriicken kénnen, dann hiitte (G,) mit der ent- 
sprechenden e, zwei diskrete Punkte gemeinsam, die Zahl 2 wiirde nicht 
erreicht werden. 
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Eine Kurve (G,) hat dann einen Doppelpunkt auBerhalb eines Funda- 
mentalpunktes, wenn auf der entsprechenden (N,) zwei getrennte ent- 
sprechende Punkte der Involution auf |R,] liegen. Dies ist nach Nr. 36 
d-mal der Fall. Dann folgt aus der durch die Erzeugenden von [ R,] ver- 
mittelten involutorischen Beziehung von (G,) auf sich 

2m = 2n, +2 — 4 — E+ yf + BEM 4 QE + 2d.*) 
’ Das ist aber wieder die Gleichung (10). Ebenso fiihrt die durch die Er- 
zeugenden von [R,] bestimmte [2, 2|-Korrespondenz zwischen zwei Kurven 
(G,) auf dieselbe Gleichung. 

39. Zusammenfassung. In diesem Paragraphen wurden folgende 
numerische Relationen fiir die [1, 2]-Verwandtschaften 2. Art abgeleitet: 


(7) 1 = 2(p,+1) —4p,, 

(8) $= F + 2y) + 2y + ng, 

(9) 2d = §& + 2y + 2y + mn, — 2(p, +1) + 4p, 
(10) 2m = § + 2y) + 2) + 2EY + QE) + 2n, + ny. 


Auch hier laBt sich, entsprechend den Uberlegungen in Nr. 30—32, 
zeigen, dap nur soviele der in diesen Gleichungen auftretenden Grifen, als 
durch die Gleichungen bestimmt sind, voneinander numerisch abhdingen. 

[R,), LR,] seien zwei Regelflichen von den Ordnungen », und n,, 
deren ebene Schnitte das Geschlecht p, und p, haben. Zwischen den Er- 
zeugenden der beiden Flichen bestehe eine [1,2]-Korrespondenz. Dann 
sind ”,, %, P;, Pp Voneinander numerisch unabhiingig. Durch die Glei- 
chung (7) ist dann 4 bestimmt. Auf [R,] seien drei Kurven (A,), (A,), 
(A,) von der Ordnung k, gegeben, die jede Erzeugende in einem Punkt 
treffen, auf | R,] drei Kurven (B,), (B,), (B,) von der Ordnung /,, die 
ebenfalls jede Erzeugende in einem Punkt treffen. Zwei Kurven (4A,) 
treffen sich in 2, — , Punkten, zwei Kurven (B,) in 2k, — nm, Punkten. 
LaiBt man den Punkten einer solehen Kurve (A;) die Punkte von (B,) ent- 
sprechen, so ist dadurch und durch die [1, 2]-deutige Verwandtschaft der 
Erzeugenden der beiden Regelflachen eine [1,2]-Korrespondenz 2. Art 
zwischen den beiden Flichen bestimmt. Auch hier ergibt sich unschwer, dab 
man jede [1,2]-Transformation 2. Art in dieser Weise erzeugen kann, 
indem man sich drei Kurven auf [R,| gibt, die jede Erzeugende in einem 
Punkt treffen. Man kann wieder wie in Nr. 30—32 die Anzahl der Fun- 
damentalpunkte voneinander unabhiingig bestimmen, woraus die obige 
Behauptung folgt. 

40. Mehrdeutige Ebenentransformationen. Da numerische Re- 
lationen fiir mehrdeutige Verwandtschaften zwischen zwei Ebenen ¢, und e, 


*) Uber die Ziihlung der Koinzidonzen vgl. die Anmerkung 2u Nr. 21, 

















312 R. Baupvs. 


' 

bekannt sind*), liegt der Gedanke nahe, Gleichungen fiir die bei Verwandt- 
schaften zwischen zwei Flichen auftretenden Gréfen dadurch zu finden, 
daB man jede Fliche aus einem Punkt des Raumes in eine Ebene proji- 
ziert und die durch die Projektion und die Korrespondenz zwischen den 
Flachen bestimmte Ebenentransformation untersucht. Die erwihnten nume- 
rischen Relationen sind aber unter den folgenden einschrinkenden Voraus- 
setzungen abgeleitet:**) 

1) Auf einer Kurve (G,) in ¢,, die einer nicht speziellen Geraden g, 
von ¢, zugeordnet ist, entsprechen nicht einem Punkt P, zwei in einem 
Punkt P, mit zwei (oder mehr) zusammenfallenden Tangenten zusammen- 
fallende Punkte so, dab jeder Geraden g, durch P, eine Kurve (G,) ent- 
spricht, welche in P, einen vielfachen Punkt mit mindestens zwei zusam- 
menfallenden Tangenten besitzt. 

2) Es gibt keine UWbergangskurve von der Eigenschaft, daB jedem 
ihrer Punkte drei oder mehr in einem Punkt oder gruppenweise in ver- 
schiedenen Punkten zusammenfallende Punkte entsprechen. 

3) Es gibt keine Fundamentalpunkte mit Fundamentalrichtungen. 

Die zweite Voraussetzung macht das erwihnte Verfahren bei nicht 
birationalen Beziehungen der beiden Flichen unméglich. Denn der Tan- 
gentialkegel aus dem Projektionspunkt an die Fliche schneidet die Ebene, 
in die projiziert wird, in einer Kurve, die dieser Voraussetzung widerspricht. 


§ 7. 


Strahlensysteme mit einem einfach unendlichen System von 
Regelflichen 3. Grades. 


41. Zusammenhang mit den [1, 2]-Transformationen 1. Art. 
Enthalt ein Strahlensystem ein einfach unendliches System von Kegel- 
flichen 3, Grades***), so treten diese als Flichen 3. Ordnung oder 3. Klasse 
auf. Im ersten Fall kann man sich jede Fliche durch eine [1, 2]-Korre- 
spondenz zwischen den Ebenenbiischeln mit den beiden Leitlinien als 
Achsen entstanden denken, als spezielle Flichen treten Kegel 3. Ordnung 
auf. Sind die Flichen als Flaichen 3. Klasse aufzufassen, so lassen sie sich 
auf [1, 2|-Korrespondenzen zwischen den Punkten ihrer Leitlinien zuriick- 
fiihren, es treten als Ausartungen ebene Kurven 3. Klasse auf. Der zweite 
Fall, dem der erste dual ist, liege hier vor. Dann bilden die Doppelge- 


*) Vgl. die Anmerkung zu Nr. 1. 
™) Diese Form der Voraussetzungen ist kiirzer und priiziser als die bisherige. 
***) Wenn alle diese Regelflichen zusammenfallende Leitlinien haben, gelten 
die Betrachtungen dieses Paragraphen nicht. 
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raden der Regelflachen 3. Grades eine Fliiche [R,], die einfachen Leitge- 
raden eine Fliiche [R,]; zwischen den beiden Flichen, deren keine ein 
Kegel sei, besteht eine [1, 2|-deutige Verwandtschaft der ersten Art, und 
die Strahlen des Strahlensystems sind die Verbindungslinien der einander 
in der Transformation zugeordneten Punkte. Die Untersuchung dieser 
Strahlensysteme ist also gleichbedeutend mit dem Studium der [1, 2]-Trans- 
- formationen erster Art. 

Wenn alle 'einfachen oder alle doppelten Leitlinien in einer Ebene 
liegen, so treten von Erzeugenden mehrfach iiberdeckte Ebenen statt der 
Regelflachen | R,] und | R,] auf. Die Gleichungen (1 )—(5) baw. (2a)—(5a) 
gelten sinngemiB auch hier, da zu ihrer Ableitung nur Korrespondenzen 
beniitzt wurden. An Stelle des Geschlechtes eines ebenen Schnittes der 
Regelfliiche tritt das Geschlecht der Gesamtheit der Erzeugenden in der 
betreffenden Ebene auf. 

42. Gehen durch jeden Strahl der Kongruenz K k>1 Flichen 
3. Klasse hindurch, so kann man K birational in eine Fliche [F’] ab- 
bilden, die eine einfach unendliche Schar (Biischel) von rationalen Kurven 
enthiilt, von denen k>1 durch jeden Punkt der Fliche hindurchgehen. 
Dann ist [7] rational (vgl. Anm. zu Nr. 3) und damit auch K. 

Es ist ohne weiteres klar, daB fiir eine Kongruenz K, in der durch 
jeden Strahl 1 Regelflaiche 3. Klasse hindurchgeht — und nur solche sollen 
im folgenden betrachtet werdén — wegen der umkehrbar eindeutigen Be- 
ziehung auf | R,| p= die notwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die Rationalitat ist. 

43 Ordnung und Klasse des Strahlensystems. Es soll nun bei 
vorgegebener [1, 2|-Transformation erster Art die dazugehérige Strahlen- 
kongruenz K untersucht werden.*) Die Bezeichnungen sind die von § 3 
und § 4. In speziellen Kongruenzen K kénnen auch Regelflichen 3. Klasse 
mit zusammenfallenden Leitgeraden auftreten, dann fallen entsprechende 
Erzeugende von [R,] und [R,] zusammen; das sei t-mal der Fall. 

P sei ein nicht spezieller Punkt des Raumes. In dem Strahlenbiindel 
mit P als Mittelpunkt wird durch die [1, 2]-Transformation der beiden 
Flichen eine [n,,2m,|-Korrespondenz bestimmt, in der einem Strahlen- 
biischel ein Kegel m‘* Ordnung entspricht. Es treten t Strahlenbiischel 
auf, die sich selbst zugeordnet sind, die entsprechenden Strahlen jedes 


*) Da man von der Kongruenz wei, daB sie ein einfach unendliches System von 
Regelflichen 3. Grades enthilt, kann [R,] auch rational sein (vgl. dagegen Nr. 4); 
die wesentliche Eigenschaft der Transformation, aus der die Formeln abgeleitet wurden, 
daS den Punkten einer Erzeugenden von [R,]} die Punkte einer solchen von [2,] ent- 
sprechen, bleibt erhalten. Nur gibt es dann natiirlich noch andere [1,2]-Transfor- 
mationen als die hier behandelten zwei Arten. 
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dieser Biischel fallen auf einem Kegel 3. Klasse zusammen. Nach der be- 
kannten Koinzidenzformel gibt es 2m, +n, + m—4r isolierte Koinzidenzen 
im Strahlenbiindel. Dies sind die Strahlen von K durch P. Die Klasse 
der Kongruenz ist m— rt; 


K hat die Ordnung 2n, +n, +m —4rt und die Klasse m — t. 
Nach Gleichung (5) ist 
2n, = 4(p’—2pt1) — (2422+ 2y0+43y% +4y9422043 2%), 
nach Gleichung (5*) 
n, = m — (p'—2p+1)— 2», 

daraus folgt 
2, + ng=m+3(p'—2 p+ 1)— (2942242 y943 y®4-4y9422943 2429), 
2n,+n,<m + 3(p'—2p+1), 
2n,+n,<m + 3p’ + 3. 
Die Kurven (G,), welehe die Ordnung m und das Geschlecht p’ haben 


und jede Erzeugende von |R,] in zwei Punkten treffen, sind, falls [R,] 
nicht in eine Ebene ausartet, Raumkurven, also ist 


’ 


Pp 


(m — 2) (m—3) 
” ? 


lA 


- 


2n, + <> dm—13)+ 12, 
1 = @ | ) 
(11) 2u, +n, — 32 < = (3m—13) + 12. 


Die linke Seite dieser Ungleichung ist die Differenz zwischen Ordnung 
und Klasse der Kongruenz, fiir t= 0 ist m ihre Klasse. Das Gleichheits- 
zeichen kommt nur in Betracht, wenn die Transformation keine Funda- 
mentalpunkte hat.*) Man sieht unschwer, da8 die einschriinkenden Voraus- 
setzungen iiber die Doppelkurve und die Fundamentalpunkte, welche bei 
den Betrachtungen der [1, 2]-Transformationen eingefiihrt wurden, fiir die 
Ungleichung (11) unwesentlich sind. Der duale Fall der Fliichen 3. Ord- 
nung ist klar. 


*) Ein Fall, in dem das Gleichheitszeichen gilt, ist der folgende: Zwischen den 
Erzeugenden einer Regelschar 2. Grades und denen einer zweiten besteht eine [1, 2]- 
Korrespondenz. Die Erzeugenden der beiden Leitscharen sind aufeinander projektiv 
bezogen. Dann besteht zwischen den beiden Flichen 2. Ordnung eine [1, 2]}-Korre- 
spondenz erster Art, fiir welche n, =n, —2 und m= 3 ist, und welche keine Funda- 
mentalpunkte hat. Die dadurch entstehende Strahlenkongruenz enthalt zugleich ein 
einfach unendliches System von Regelfliichen 2. und von solchen 3. Klasse. 
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44. Singulire Ebenen. Die Schnittkurven einer Ebene « mit [R,] 
und [R,] sind durch die Erzeugenden der beiden Flichen eia-eindeutig 
aufeinander bezogen, die Verbindungsgeraden der sich so entsprechenden 
Punkte der beiden Schnittkurven umhiillen eine Kurve (C) von der Klasse 
n, +m, —t. Betrachtet man ebenso die Schnittkurven der beiden Regel- 
flichen mit einer anderen Ebene «’, dann sind die beiden Klassenkurven 
.(C) und (C’) ein-eindeutig aufeinander bezogen, ihre entsprechenden Tan- 
genten schneiden auf der Schnittlinie <><’ eine [n,+m,—t, m, +n,.—t]- 
Korrespondenz aus. Die 2», + 2, — 2+ Koinzidenzen riihren von den 
Schnittpunkten von « =<’ mit [R,] und mit [R,] und von den entsprechen- 
den Erzeugenden der beiden Regelfliichen her, die sich schneiden. Solche 
Erzeugende gibt es also m, +, —2r, wenn sich nicht alle entsprechen- 
den Erzeugenden schneiden. 

n, + M, —2t der Regelfliichen 3. Klasse arten in Kurven 3. Klasse aus. 

Jeder Fundamentalpunkt vom Typus I fihrt auf eine Regelfliiche 
3. Klasse, die in ein Strahlenbiischel und eine Regelfliche 2. Klasse zer- 
fallt, jeder Fundamentalpunkt [I auf eine in drei Strahlenbiischel zerfallende 
FYiiche, im Fall Il fallen zwei davon zusammen. Die Scheitel der Strahlen- 
biischel sind zugleich singuliire Punkte der Kongruenz. 


§ 8. 


Strahlensysteme mit einém einfach unendlichen System von 
Regelflichen 2. Grades. 


45. Zusammenhang mit den [1,2]-deutigen Verwandtschaften 
2. Art. $ sei ein Strahlensystem, das ein einfach unendliches System von 
Regelflichen 2. Grades enthalt*), von denen durch jeden Strahl 1 hindurch- 
geht.**) Gehért nur die eine Schar von Erzeugenden jeder Regelfliiche 
zum Strahlensystem, so bilden die anderen Scharen von Erzeugenden ein 
Strahlensystem © von derselben Ordnung und Klasse. Schneidet man 2 
mit einem linearen Komplex, so ist die Schnittregelfliiche [R,| durch die 
Strahlen von $ ein-eindeutig auf sich bezogen, es liegt eine Involution 
von Punktpaaren***) auf ihr. Diese Involution, durch welche man das 


*) Solche Strahlensysteme wurden vom Verfasser behandelt: Uber Strahlen- 
systeme, welche unendlich viele Regelflichen 2. Grades enthalten. Erlangen 1910, 
Die dort durchgefiihrte AusschlieBung der Strahlenkongruenzen mit einer Kurve 
singulirer Punkte und einem Torsus singulirer Ebenen ist unnétig. Deshalb wurde 
der Satz am Ende von Nr. 46 hier in erweiterter Fassung und kiirzer im Anschlu8 
an die [1, 2]-Transformationen abgeleitet. 

**) Die Betrachtungen von Nr. 42 gelten auch hier. 

***) Wieder eine Involution von Punktpaaren, wenn Fliichen 2. Klasse vorliegen, 
sonst eine solche von Tangentialebenenpaaren. 
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Strahlensystem $ erzeugen kann, laBt sich auf eine andere Regelfliche [F’} 
umkehrbar eindeutig abbilden; das Studium der Kongruenzen S$ lauft 
demnach auf die Betrachtung von [1, 2|-Transformationenen zweiter Art 
zwischen zwei Regelflichen hinaus. Enthilt das Strahlensystem von jeder 
Regelfliiche 2. Ordnung beide Scharen von Erzeugenden, so liefert jede 
Regelfliche 2. Ordnung vier Erzeugende zur Flache [R,]. 

46. Ordnung und Klasse der Kongruenz. Die Korigruenz 2 
(S, wenn beide Scharen von Erzeugenden der Kongruenz angehéren) von 
der Ordnung m’ und der Klasse »’ wird von einem linearen Komplex in 
der Regelfliche [R,| geschnitten. Diese Fliche hat die Ordnung », =m’ + n’. 
Nach den Gleichungen (7)—(9) entspricht in der involutorischen Beziehung 
der Fliche auf sich einem ebenen Schnitt eine Kurve von der Ordnung 


(8) $= & + 2y + 27 + ny. 


Die Klasse der Kongruenz ist 


9) no = d = — (E4294 2040, —2 a gee) 
2 2 2 7? 
ihre Ordnung 


(12) m' = Ny — : (s— A). 


Durch die Involution auf [R,] wird in einem Strahlenbiindel eine involu- 
torische Korrespondenz [n,, | bestimmt, in der einem Strahlenbiischel 
ein Kegel s** Ordnung entspricht. Die Anzahl ihrer (doppelt zihlenden) 
Koinzidenzen liefert die Zeuthensche Formel, sie ist gleich der Ordnung 
von S. Beriicksichtigt man dabei, daB jede der 4 Erzeugenden eine Koin- 
zidenzkurve 1. Ordnung liefert, deren Punkte auf den Tangenten eines 
Kegelschnittes zusammenfallen, so erhalt man 


m' = nN, + < (s— 3A). 
Hieraus und aus (12) folgt 


s= 2i, 


’ Ss 
a=, —— = 8, — 


9? 
ef A 
eho ear i. 
«€ ’ s 
(13) m—nh =ny——- 
Nach Gleichung (8) ist 
(14) s > My. 
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Ahnlich wie in Nr. 44 findet man, daB [R,] », — 4 Paare von sich 
schneidenden entsprechenden Erzeugenden hat, folglich ist 


A<n,,*) 


; <n,. 
Aus (13) folgt dann 
m >n, 


ferner ist 
m' — 3n'=n, — 8 
und wegen Gleichung (14) 
m’ — 3n’ <0. 


In einem Strahlensystem, das ein einfach unendliches System von Regel- 
flichen 2. Klasse enthilt, ist die Ordnung mindestens gleich der Klasse und 
hichstens dreimal so grof wie die Klasse.**) 

Die Einschriinkungen, welche iiber die [1, 2]-Transformationen zweiter 
Art gemacht wurden, beeinflussen diesen Satz nicht. Die duale Be- 
trachtung ist klar. Auf welche Ausartungen der Regelfliichen 2. Klasse 
die Fundamentalpunkte der Involution und die sich schneidenden ent- 
sprechenden Erzeugenden fiihren, ist ohne weiteres ersichtlich. 

Die Ungleichung 


2n, => 8s => ny 


gilt fiir jede Involution [2] auf einer Regelfliche, in der den Punkten 
einer Erzeugenden wieder die Punkte einer solchen entsprechen. 


47. Kongruenzen mit héheren Regelflichen. Die hier durch- 
gefiihrten Betrachtungen der Strahlensysteme mit einem einfach unend- 
lichen System von Regelflichen 3. oder 2. Grades stiitzten sich auf die 
Eigenschaft dieser Regelfliichen Leitgerade zu besitzen. Analoge Uber- 
legungen wiren bei den Strahlenkongruenzen durchfiihrbar, welche ein 
einfach unendliches System von Regelfliichen hiheren Grades mit je zwei 
Leitgeraden enthalten. Jedes Strahlensystem lift sich birational in ein 


*) Da man immer eine Regelfiiiche, bei welcher sich alle entsprechenden Er- 
zeugenden schneiden, wie sie im Fall des Torsus singuliirer Ebenen 2. Klasse auftritt, 
unter Erhaltung der Ordnung‘ auf eine solche birational abbilden kann, bei welcher 
sich zwei entsprechende Erzeugende nicht immer schneiden, gilt diese Ungleichung 
immer. 

**) Beispiele, in welchen die angegebenen Grenzen erreicht werden, lassen sich 
unschwer angeben. Aus der in Nr. 45 angegebenen Arbeit folgt, daB auch die Kon- 
gruenzen, bei welchen durch jeden Strahl mehrere Regelfliichen 2. Klasse hindurch- 
gehen, diesem Satz entsprechen. 
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solches abbilden: Es seien zwei im Raume nicht speziell zueinander liegende 
Strahlenbiischel S(s,, s,,---) und 7(t,, 4,,---) gegeben, auBerdem ein 
Punkt P im Raum. Ein Strahl a einer gegebenen Kongruenz trifft einen 
von den Strahlen s, in einem Punkte A. Man ordnet ihm den Strahl 
durch A zu, der in der Ebene Pa liegt und den projektiv entsprechenden 
Strahl ¢, schneidet. Die so entstehende Kongruenz enthilt ein einfach un- 
endliches System von Regelflichen mit den vielfachen Leitgeraden s, 
und ¢,. 


Erlangen, Mai 1913. 
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Einladung zum Beitritt zu einer Leonhard Euler-Gesellschaft. 


Im September 1909 hat die Schweizerische Naturforschende Gesell- 
schaft zu Lausanne den Beschlu8 gefaBt, die gesamten Werke Leonhard 
Eulers herauszugeben und hierdurch einen wiederholt und dringend ge- 
iiuBerten Wunsch der ganzen mathematischen Welt zu erfiillen. Eulers 
auBerordentlich vielseitige Arbeiten haben das fast einzigartige Schicksal, 
nicht zu veralten; sie bilden auch heute noch, nachdem der 100jahrige 
Todestag des gefeierten Mathematikers schon hinter uns liegt, eine bei 
weitem nicht erschépfte Quelle fiir wissenschaftliche Forschung und Er- 
kenntnis. Viele Arbeiten Eulers sind in heute sehr selten gewordenen 
Zeitschriften des 18. Jahrhunderts verborgen, und so war der Wunsch, alles, 
was von Eulers Hand stammt, leicht zugiinglich und iibersichtlich geordnet 
zu besitzen, ein in der Tat durchaus berechtigter. 

Die vorliiufige Berechnung des Umfangs einer Gesamtausgabe der 
Eulerschen Werke schiitzte die Anzahl der hierfiir nétigen Biinde auf 40 
bis 45, und auf dieser Basis erfolgte die Finanzierung des Unternehmens. 
Die Gesamtkosten wurden auf ungefihr eine halbe Million Franken be- 
rechnet, welche Summe durch Abonnemente und durch freiwillige Beitriige 
gedeckt erschien. 

Bis jetzt sind neun Bande herausgegeben worden, welche in jeder 
Hinsicht, sowohl was die kritische Durcharbeitung, als auch, was die 
Schénheit des Druckes betrifft, iiberall ungeteilten Beifall gefunden haben. 
Der zehnte ist im Erscheinen begriffen. Allein es hat sich dabei leider 
herausgestellt, daB die Kosten héhere sind, als angenommen war, sodaB 
trotz unseren 362 Abonnenten diese neun Bande (Abonnementspreis per 
Band 25 Fr.) ein Defizit von ca.57000 Franken mit sich gebracht haben, 
welches aus dem Euler-Fonds gedeckt werden muBte. Dieser Fonds, ge- 
stiftet durch Beitrige von Behdrden, wissenschaftlichen und industriellen 
Gesellschaften und Privatpersonen, ist heute schon auf 84000 Fr. zusam- 
mengeschmolzen. Hierzu kommt, da® die angenommene Zahl der Bande 
nicht ausreichen wird, um siamtliche Werke des fast unerschépflichen Ge- 
lehrten aufzunehmen, wenn man sie nicht will ungebiihrlich anschwellen 
lassen. Die Kaiserl. Akademie der Wissenschaften von St. Petersburg hat 
eine groBe Zahl bisher unbekannter Manuskripte der Euler-Kommission zur 
Verfiigung gestellt, Briefe Eulers kommen iiberall zum Vorschein; aber 
auch die bereits im Druck erschienenen Arbeiten Eulers nehmen in der 
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neuen Ausgabe, namentlich infolge der nachtriglich gewahlten, dem monu- 
mentalen Charakter eines solchen Werkes besser entsprechenden gréBeren 
Schrift, sowie wegen der Vorreden und der unumgiinglich notwendigen 
Anmerkungen der Herausgeber usw. einen bedeutend breiteren Raum ein, 
als anfinglich war angenommen worden. 

So stehen wir heute vor der unerfreulichen Tatsache, daB die Gesamt- 
kosten fast das Doppelte der urspriinglichen Schiitzung betragen werden, 
nimlich ungefihr 900000 Franken, und unser voraussichtliches Defizit 
wird vermutlich die Héhe von ca. 200000 Fr. erreichen, da eine Erhéhung 
des Bandpreises wegen der gegeniiber den Abonnenten eingegangenen Ver- 
pflichtungen ausgeschlossen ist. 

Wenn die Euler-Kommission der Schweizerischen Naturforschenden 
Gesellschaft trotzdem den Mut nicht verliert, die Riesenaufgabe zu einem 
gliicklichen Ende zu fiihren, so entspringt diese Zuversicht der Uberzeugung, 
daB damit etwas wahrhaft GroBes und Niitzliches geschaffen wird, und sie 
wurzelt in der festen Hoffnung, dab es an Freunden nicht fehlen werde, 
die dem Unternehmen tatkriftige Hilfe zu leisten gesonnen sind. 

In dieser Uberzeugung haben wir beschlossen, fiir die Dauer der 
Herausgabe der Eulerschen Werke (circa 15 Jahre) eine Leonhard Euler- 
Gesellschaft ins Leben zu rufen, deren Mitglieder sich zu einem Jahres- 
beitrag von wenigstens 10 Fr. verpflichten. Die Mitglieder werden jihrlich 
einen kurzen Bericht iiber den Stand der Herausgabe erhalten; es sollen 
ihnen auch sukzessive die verschiedenen Portriits, die von Euler vorhanden 
sind, in guten Reproduktionen als Dank zugestellt werden. 

So hoffen wir denn, daB nicht nur die Mathematiker, sondern auch 
zahlreiche Freunde der Wissenschaft iiberhaupt, in- und auBerhalb der 
Schweiz, unserer Einladung zum Beitritt Folge leisten werden, und dab 
namentlich auch die mathematischen, physikalischen und astronomischen 
Gesellschaften, die Ingenieurvereine, die Versicherungsgesellschaften und die 
groBen industriellen Unternehmungen, die sich auf den mathematischen 
Wissenschaften aufbauen, sich als Kollektivmitglieder anschlieBen werden, 
damit das gewaltige Denkmal, das einem dér gréBten Gelehrten aller Zeiten 
errichtet werden soll, nicht ein Stiickwerk bleibe, sondern fertig ausgebaut 
werden kénne, zum dauernden Ruhme Eulers und zur Ehre und Férderung 
der mathematischen Wissenschaften. 


Fritz Sarasin. Ferdinand Rudio. 
Eduard His-Schlumberger. 


Basel und Ziirich, im November 1913. 


Die Beitrittserklirang ist zu senden an den Schatzmeister der Euler-Kommission, 
Herrn Ed. His-Schlumberger, Aeschenvorstadt 15, Basel. 
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Uber die Summierbarkeit der Reihen von Laplace und Legendre. 
Von 


T. H. Groxwa.t in Princeton, N. J. (U. 8. A.). 
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Einleitung. 


Es ist der Zweck der vorliegenden Arbeit, die in dem zweiten Teil 
meiner Abhandlung ,,Uber die Laplacesche Reihe“ Math. Annalen 74 
(1913), S.213—270 durchgefiihrte Untersuchung der Cesiroschen Summier- 
barkeit von der Ordnung k = 1 auf den Fall eines beliebigen reellen k > 0 
auszudehnen. Fiir die Bezeichnungen, soweit sie hier nicht erklirt sind, 
sowie fiir einige elementare Hilfssiitze iiber die Kugelfunktionen mége 
auf die genannte, hier als I zitierte Abhandlung verwiesen werden. 
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Zunichst erinnern wir an die Definition*): Eine beliebige Reihe 
(1) Ug + Uy tes +Uut+-:-- 


ist summierbar k*** Ordnung nach dem Verfahren von Cesaro, oder ktirzer: 
summierbar (C;k), mit der Summe s, wenn, 


$4 = My + +--> +, 
A® . FEN EF2)---+m) FF R+e+1) 
a n! T(k-+1)T(m+1)? 


(ke k- k 
(2) s® — > Aen) 5 = > AY a, 
r=0 v=9 
v(k 
(k) ts sf ' 
” (k 
A 


gesetzt, lim e =s ist. 
AuBer den in I gegebenen Hilfssiitzen werden wir noch die folgen- 
den gebrauchen: 


Es ist, wie aus der Stirlingschen Formel sofort folgt,*) 


1 na — Fate) a 
(3) CQ ae ror < Gn", (n+a>0, n=1,2,---). 
Wenn eine Reihe (1) summierbar (C;k) ist, so ist sie auch summierbar 
(C;k) mit derselben Summe, wenn k' > ik > — 1. (Chapman, |. c. S. 377). 
Wenn k >k > —1, 80 ist 


(4) ” < max ( y : | se e ) : (n=O, 1, 2,---). 


Aus der Formel***) 
(e’) 1S) wi» 4m 
has a, Ae A,’ s, 
" v=0 
folgt niimlich, weil alle A positiv sind, 


*) Fiir ganzzahliges k vgl. T. J. 'A. Bromwich, An introduction to the theory 
of infinite series, London 1908, 8S. 310—318, sowie fiir ein beliebiges k>—1 
8. Chapman, Non-integral orders of summability of series and integrals, Proc. London 
Math. Soc. II, 9 (1911), 8. 369—409. 

**) Nach dem Vorgange von Herrn Landau bezeichnen wir mit ¢,, ¢,, ¢,,--- 
lauter positive Konstanten, auf deren genauen numerischen Wert es nicht ankommt; 
sie werden in solcher Weise eingefiihrt, daB die Ungleichungen, in welchen sie vor- 
kommen, bestehen bleiben, wenn irgend eine der Konstanten durch einen gréBeren 
Wert ersetzt wird. 

**) Chapman, l. c. 
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gs (k)! | (>) k i k- 
) © < max (sé »(1,-+5 8 s”) : ) 4, Sat 04% 
”" r=0 
und der rechts abgetrennte Faktor ist = 1. 
Wenn fiir die Folge der u, eine erzeugende Funktion (2) sich an- 
geben ]aBt: 


* (5) (2) = >’ 4,2", 


so ist die erzeugende Funktion der s® offenbar 


. it y(t) 
(6) —s)**! -> Ss. 


In § 2 werden gewisse Konstanten 9) eingefiihrt, welche die Lebes- 
gueschen Konstanten k* Ordnung der Laplaceschen Reihe genannt werden 
und fiir die Summierbarkeit von ausschlaggebender Bedeutung sind. Analog 
werden gewisse Funktionen g(x) als Lebesquesche Majoranten k*" Ordnung 
der Legendreschen Rethe definiert. In § 3 wird gezeigt, daB die Konstanten 9 


mit ins Unendliche wachsen, wenn 0 < k < , dagegen fiir alle n be- 


schrankt bleiben fiir k > bs - Aus diesem fundamentalen Resultat wird in 


§ 4 die Folgerung gezogen, dab es Funktionen /(@,q) gibt, welche auf 
der ganzen Kugelfliche stetig sind, und deren Laplacesche Reihen trotz- 


dem an einzelnen Stellen nicht summierbar (C;*) sind, wenn k < = Da- 
gegen ist, wie in § 5 gezeigt wird, fiir k > . die Laplacesche Reihe einer 
beliebigen, auf der ganzen Kugelfliiche absolut integrablen Funktion /(@, ) 
summierbar (C;k) mit der Summe /(#, pm) in jedem Punkte (@,q), wo 
die Funktion stetig ist und auBerdem einer gewissen, auf den Gegenpol 
(a —0, » + x) beziiglichen Bedingung geniigt; fiir k > 1 ist diese Gegen- 
polbedingung sogar iiberfliissig. In § 6 wird umgekehrt an einem Beispiel 


nachgewiesen, daB fiir ; <k<1 jene Gegenpolbedingung notwendig ist. 


Nachdem in dieser Weise das Summationsproblem der Laplaceschen 
Reihe fir absolut integrable Funktionen vollstindig erledigt ist, wenden 
wir uns zum Spezialfalle der Legendreschen Reihe; in diesem Falle lassen 
sich nimlich, wenn wir uns auf innere Punkte des Intervalles (—1 - +--+ 1) 
beschriinken, weitergehende Resultate erzielen. 

Das grundlegende Ergebnis in dieser Richtung wird in § 7 abgeleitet; 


es wird nimlich gezeigt, daB die in § 2 definierten Lebesgueschen Majo- 
21* 
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ranten 9)(x) fiir alle » und alle x eines festen Intervalles —1+«e<2<1—e, 
wo «> 0, gleichmaBig beschrinkt bleiben, wenn nur k > 0. In § 8 wird 
hieraus gefolgert, daB wenn k > 0, und f(x) sowie (1—a*)* 4 f(a) beide 
zwischen den Grenzen — 1 und + 1 absolut integrabel sind, die zu f(x) 
gehérige Legendresche Reihe in jedem Punkte, wo /(x) stetig ist und « 
dem Intervalle — 1 + ¢<2<1-—é angehért, summierbar (C;k) mit der 
Summe f(x) ist. Wenn k > : und f(x) in der Umgebung von «= +1 
beschriinkt ist, so gilt dieses Resultat zufolge § 5 im ganzen Intervalle 
(—1---+1), dagegen ist fir O<k< 5 die Ausdehnung des Satzes auf 
die Endpunkte +1 nicht mehr zuliissig, wie aus dem Beispiel des § 6 
hervorgeht*). In § 9 wird endlich an einem Beispiel gezeigt, daB der 
Satz des § 8 im allgemeinen nicht mehr gilt, wenn die auf die Punkte + 1 
beziigliche Bedingung fiir f(z) aufgegeben wird; vielmehr kénnen dann 
die Cesaroschen Mittel k*** Ordnung (0 <k< >) in jedem Punkte des 


Intervalles (— 1--- + 1) divergieren**). 


§ 2. 
Die Lebesgueschen Konstanten /&‘* Ordnung 
der Laplaceschen Reihe. 


Wenn wir die Reihe (1) als die Laplacesche Reihe der Funktion 
f(@, p) annehmen, so wird offenbar das x“ Cesarosche Mittel /** Ordnung 
gegeben sein durch 


(7) s {£(,9)) = 4, [ £0, ¢°) S® (cos y) do’, 
4a Al”, 
wo 
(8) 8 (x) = >) AX Ys,(2) = >) AY, - (204 1) Pa); 
r=0 r=0 


s,(#) ist dureh (1:5) definiert. 


*) Fir k—1 und f(a) stetig fiir —1<a2<1 wurde die Summierbarkeit (C; 1) 
fir —1-+e<a2<1—e von Herrn Haar bewiesen: Uber die Legendresche Reihe, 
Rend. Circ. Mat. Palermo 32 (1911), 8. 132—142. Die Frage nach der Summierbar- 
keit an den Endpunkten + 1 li8t Herr Haar unentschieden. 

**) Einige der in der vorliegenden Abhandlung entwickelten Resultate wurden unter 
der (wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist, tiberfliissigen) Bedingung, dab f in 
der Umgebung des betrachteten Punktes (bzw. in einigen Fillen auch am Gegenpol) 
von beschrinkter Schwankung sei, von Herrn Chapman abgeleitet: On the general 
theory of summability, with applications to Fourier’s and other series, Quarterly 
journal of mathematics 43 (1911), S. 1—52, und On the summability of Legendre’s 
series, Math. Ann. 72 (1912), 8S. 211—227. 
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Ist die absolut integrable Funktion f(6,q) auf der ganzen Kugel- 
fiche endlich, so kénnen wir durch Multiplikation mit einer geeigneten 
Konstanten bewirken, daB |f(6,q)|<1 in jedem Punkte von K; be- 
schrinken wir demgemiiB /(6,p) auf die Klasse aller auf der Kugelfliiche 
absolut integrablen Funktionen vom absoluten Betrage <1, so hat in 
einem gegebenen Punkte (6, q) der absolute Betrag des n’” Cesaroschen 
’ Mittels k** Ordnung der Laplaceschen Reihe fiir eine gewisse Funktion 
der Klasse ein absolutes Maximum. Es ist klar, daB das Verhalten dieses 
Maximums fiir unbegrenzt wachsendes m in engster Beziehung zur Frage 
nach der Konvergenz der Cesaroschen Mittel k** Ordnung stehen muB. 

Ist nun | (8, m)| <1 auf der ganzen Kugeloberfliiche, so wird nach (7) 


1 sali ; 
ican J 8) (cos y)| do’, 


ne 
xk 


s {£(0,)}| < 
und das absolute Maximum 


, E ) 1 » ’ | ’ 
(9) 0 (8, y) = max 3 {f(9, p)}| = ae wf |S (cos vy) do 
n § 


wird im Punkte (0, pm) erreicht, wenn f so gewahlt wird, dab 
(10) £(G, 9°) = sgn S,"(cos 7)*). 
Durch Verlegung des Nordpols nach dem Punkt (0, qm) wird 


a in 


2 
(11) (0, p) = - a i] S (cos 0’) sin 6 dd’ dg’ 
. 4x A”), ° 
a6 


a 
1 gr , ° aw 1a 
ao san J S (cos 6) | sin 6 d6, 
— 
6 


also von (6,q) unabhiangig; schreiben wir demnach 9 )(6, py) = 9) und 
setzen cos 0 = z, so wird 


1 
(k) 1 (k) 
(12) Q,, _ san f s, (x) dx. 
1 


*) In Kroneckers Bezeichnungsweise ist 
[+2 a>0, 
sgn. a = 0, a=0, 


l_s. a<o0. 
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Diese Konstanten 9) nennen wir die Lebesqueschen Konstanten |" Ord- 
nung der Laplaceschen Reihe*). 

Betrachten wir jetzt die Legendresche Reihe einer Funktion f(x), so 
ist das n” Cesarosche Mittel k** Ordnung 


1 
(13) a (12)) = a5 f TO) Se v)ae, 
wo ‘ 
(14) S“(a,y) =>’ AS-” (a, y) — >) A®_, - (20 +1) P(x) Py). 
r=9 r=0 


Wird f(x) auf die Klasse der zwischen — 1 und + 1 absolut integrablen 
Funktionen vom absoluten Betrage < 1 beschriinkt, so wird nach (13) 


1 
(15) Pe) Ss hw f SP@¥) ay, 
a 
und das absolute Maximum 


1 


Ss : | 1 *) ofA) 

(16) o! (x) =max s.” {f(2)}| = 2 A”) } Sa, y) dy 
1 

wird im Punkte x erreicht, wenn f so gewihlt wird, dab 

(17) f(y) = sgn S)"(a, y). 


Die Ausdriicke o{(z), welche von der Lage des Punktes x abhiingig 
sind, nennen wir die Lebesgueschen Majoranten k*’ Ordnung der Legendre- 
schen Reihe. Zwischen ihnen und den Lebesgueschen Konstanten 9") be- 
stehen die Beziehungen 


" a(a)<e®, —1<a<h; 
sta oi(1) = of (—1) =o. 

Setzen wir nimlich z= cos 0, y= cos @ und gehen auf die Kugel 
tiber, so wird offenbar 9%)(x) gleich dem n*" Cesaroschen Mittel /*** Ord- 
nung der Laplaceschen Reihe der Funktion /(6’, g’) = sgn S“” (cos 0, cos 6’) 
und ist folglich, nach der Definition der Lebesgueschen Konstanten kleiner 
als 9), ausgenommen, wenn /(6',’) mit der zu e) gehérigen Funktion 
sgn S“ (cosy) tibereinstimmt, d.h. die Gleichung 


(19) sgn S“ (cos 6, cos 6’) = sgn S“ (cos y) 


*) Herr Lebesgue hat als erster auf die Bedeutung der entsprechenden Kon- 
stanten (im Falle k = 0) der Fourierschen Reihe fiir deren Konvergenzproblem hin- 


gewiesen: Legons sur les séries trigonométriques (Paris, Gauthier-Villars 1906), 
§ 45 (S. 86). 
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in den Veriinderlichen 6’, m’ identisch besteht. In diesem Falle mtissen ins- 
besondere diejenigen Nullstellen von S\ (cos 6, cos 6’) und S® (cos y) zu- 
sammenfallen, an welchen Zeichenwechsel stattfindet; eine Nullstelle 
jener ist aber eine Funktion von 6 allein, wihrend eine Nullstelle dieser*) 
durch cos y = const., d. h. 

(20) cos 8 cos 0 + sin @ sin # cos (gy — gp’) = const. 

‘gegeben ist. Soll nun die letzte Gleichung einen nur von @, nicht aber 
von g’ abhingigen Wert von @ liefern, so mu8 offenbar sin 6 = 0 sein, 
dh. a=+1. Fir c=1 folgt aus P,(1)—1 und (8) und (14) so- 
fort, daB 


21) SP (y) = SPL, 9), 
und durch Vergleich von (12) und (16) ferner, dab 
(22) (1) = @W. 


Aus (14) erhalten wir S“ (— x, —y) = S (a, y), und indem wir y’=—y 
setzen, sehen wir, dab 


1 1 1 
(23) {|S (—2,y) dy=f\ S®(—2,—-y) dy =f\8%(@,y)\ dy, 
-1 -1 -1 


woraus zufolge (16) 
(24) of? (— 2) = of (2), 
was fiir z= 1 die letzte Gleichung in (29) ergibt. 

Wir wollen jetzt nachweisen, dab die Lebesqueschen Konstanten fiir 
O<k<} mit n ins Unendliche wachsen, dagegen fiir k> fiir alle 
Werte von n beschriinkt bleiben**). 

Zuniichst wollen wir den Ausdruck (12) umformen. Zu diesem Zwecke 
seien 2, >a, >--->«x,, diejenigen Nullstellen von S\(#) im Intervalle 
(—1---+1), an welchen Zeichenwechsel stattfindet*), zufolge (8) ist 
S“ (a) vom Grade n, also m<n, und wegen P,(1) =1 ist S®(1) als 
Summe lauter positiver GréBen selber positiv. Es ist demnach, wenn wir 


noch z,=1 und z,,,,—— 1 setzen, 


Sa) =(—1)" 8.) fir 2, >"> 4,41 
und (12) ergibt 


(25) 24% — > f 8%x) az = A17 f 5 war. 
~ v=0 


v=0 Sy By 41 


*) Die Existenz solcher Nullstellen von s) (z) im Intervalle (— 1-+--+- 1) wird 
weiter unten bewiesen. 

**) Ein entsprechendes, aber weitergehendes Resultat wird fiir die Lebesgueschen 
Majoranten in § 7 abgeleitet. 
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Aus (8) und (1:6) folgt aber 
. - lP, (a) a OP ys 
(26) s®(z) — > As (2) ~ >a 9 (SEO) 5 SPesstet, 


oder, indem wir 


(27) U® (a) = > A®-) (Pia) + P,,,@) 
v=0 

setzen, 
(k) aUn 

(28) 8 (2) — 


Es ergibt sich also 
(29) 24% 9” ->- 1) (U (a,) — Ue, ,,)) 


— UP (1) + (+08 (1) +2 D1 UP (e,) 
vy=1 


Wir haben aber zufolge (I: 1) 


(30) u® (1) = > AP—(14:1) = 2 >) At? = 2.4%, 
v=0 
(31) u(—1) = >) a=? 1" + Kt) = 0 
v=0 
so daB endlich 
(32) =1+ Fy Pie 1 0 (2). 


Unser niichster Schritt wird darin bestehen, eine asymptotische Formel 
fir S“ (a), welche uns tiber die Lage der Nullstellen x, Auskunft geben 
wird, zu suchen. Die erzeugende Funktion von (2” +1) P, (2x) ist bekanntlich 


1—2z?* 


— >) (2n+1) P,(a) 2", 


(i—2ee+2%2 n=0 


und zufolge (5) und (6) erhalten wir 


1i+z (= > sae 





a —sfa —ae2 +2! Pr | 
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oder, indem wir = statt z schreiben, 


#3 (2 4-1) S) it) 
= > 5" (2) s**, 
(e —1)'(e?— 242 +1)? a * ' 


und folglich wird, wenn wir « = cos @ einfiihren, nach dem Cauchyschen 


Satze: 


gitkti 
0) sen hf een 
(2 — 1) (gos (2 —e-%)8 





wo der Integrationsweg C alle drei singuliiren Punkte z= 1, e** und e~* 
umschlieBt. Die Integration geschieht im direkten Sinne, und die mehr- 
deutigen Ausdriicke im Integranden sind so festzulegen, daB die reellen 
Teile von 2, (e—1)', Vz — & und Vz — e~® fiir z reell und = + oo alle 
vier = + oo werden. Jetzt verstehen wir unter ¢ eine positive GréBe < : 


(welche wir spiiter bis Null abnehmen lassen) und nehmen als C den Weg, 
welcher aus folgenden Stiicken besteht: 
1) der Geraden von z= bis z= 1 —¢; 
2) dem Kreise z= 1 + ee’, —a<gca; 
3) der Geraden von z= 1—ée bis z= 6; 
4) dem Kreisbogen z = ee?', O< p< 8; 
5) der Geraden von z = ¢e% bis z = (1 —«)e*’; 
6) dem Kreise z= e+ ce’, 0—axa<gpid+a; 
7) der Geraden von ¢ = (1—e)e*% bis z= ee; 
8) dem Kreisbogen z = ee?', 0< p < 2a — 8; 
9) der Geraden von 2 = ¢e~* bis z= (1—s)e~”; 
10) dem Kreise z = e~°'+ ce”', —-2 -—O0< pca—J; 
11) der Geraden von z= (1—e)e~® bis ¢ = ee~®', und 
12) dem Kreisbogen z = ee”', 2a —-0< p< 2a. 

Wir nehmen vorliufig, bis zum Ende von § 3, 0<k <1 an; dann 
nihern sich die tiber 2), 4), 8) und 12) erstreckten Teilintegrale mit « 
dem Grenzwert Null. Wegen der Festsetzung iiber das Vorzeichen von 
(e—1) ist, im Punkte z=1+¢, R(z—1)'>0; um dies auf dem aus 
1) und dem Halbkreise z = 1 + ee”', —xa< p< 0 bestehenden Wege zu 
erreichen, miissen wir 


(2—1)' = e-***(1— 2)! 


setzen, wo (1—z)* im Anfangspunkte z= e reell und positiv ist. Auf der 
reellen Achse ist, wegen der im Unendlichen getroffenen oe von 
Ve—e und Ve —e-®, 
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RVz—A*>0, RVz—e-*%>0 
und 
(¢— 2 (2 _ e-08)3 = (1—2zcos 0+ 23, 
wo die rechte Seite fiir z= positiv ist. Der Weg 1), 2), 3) liefert also, 
wenn wir ¢ bis Null abnehmen lassen, zu (33) den Beitrag 


1 


1 f _ ttl tt) dz 
—, e~**#4 — 2)(1 — 2.2 cos 6 + 2%)? 


0 
4 a i s*t*tlig 4 tds 
eB, 


; = 3 
ate e804 _ nti — 22 cos 6 + 2)? 


1 


34 sinkz a*t*tli 4 aydz 
(4) te at Fae are er 9 
g¢ (1—2)'( — 22 cos 6 + 2%)" 


Um das Teilintegral tiber den Weg 5), 6), 7) auszuwerten, wollen wir 
zunichst bewirken, dab der Integrand im Punkte z = ¢*‘ integrabel unend- 
lich wird. Zu diesem Zwecke benutzen wir die Identitat 

z+1 
(s— 8 (e— ey 
ee %; A. ae is aut 
s—t te *)t(,— ¢- ety — ds(,_ e*)2 (2 — Fant | ; 


woraus nach einer teilweisen Integration folgt 


J gttttie 4 i) dz as f gr tt+l a, 
(s—1)(2— 913 (, _ --9*)3 ‘ (e—1)'*+*(2—*)3 (2 —e~**)3 
* n+k+2 
- = { : +1 - + a — = 9 dz 
Y («—)) = (e—e%)? (2 —e-®")? 


f gtth+l ga, gz2tk+?2 i : 
(e —1Ft8(2— 2 —¢~ %*)t (s—1)°+! (2 —e%)t (2 — 98) 
1 d ghtk+2 
*f-— a5) ‘hey ™ 


ag"t*+? 1 f (2m + 2k +3) 2"***" gz 
(g—1)*** (z — yi (z —e- yt 


_f 2(k+1)2"t*+? ge : 
(g ~—1)§+2(z — yt (z _ 97 iyt 


se— 1)" +1 (z —ePt)t (z = e968 
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Lassen wir jetzt ¢ bis Null abnehmen, so verschwindet das erste Glied 
rechts am Anfangs- und Endpunkte z = 0 des Integrationsweges, die iiber 
den Kreis 6) erstreckten Integrale rechts verschwinden ebenfalls, diejenigen 
iiber 7) werden (weil VYz—e® bei der Umkreisung von e% sein Vor- 
zeichen wechselt) den entsprechenden iiber 5) gleich, und folglich liefert 
die Integration iiber 5), 6), 7) zu (33) den Beitrag 


Ai i 
(35) of (n+ 2k+3)2"*** dz 1 f 2(k+1)e"***4% dz 
me ( (s 
0 


2 —1)'t1(2 — (pg —-- 1) a aie (2 —1+2(2— 2h (e — 98)? 


wo der Integrationsweg geradlinig ist. Der Anfangswert von (¢—1)* ist 
jetzt &**(1—z)', wo R(1—z)'>0, und diejenigen von Vs —e* und 
Vz —e-* haben auch ihre reellen Teile positiv. In (35) fihren wir nun 


e=me(l—u), OSuc<l, 
ein; wegen der Festlegungen iiber die Anfangswerte erhalten wir 


a = e4(1—u)t, wo (l—u)'=1 fir u=0; 


O-z, 7 
: 6+2. 2 
P : , kok. 
(2—1)'= (2 sin 3) ¢ Fi. = 6 |? 
2sin 5 


“ o-z > k 
2 
vo (1 y j= t tie wo) 


2 sin 
» 


O-x ' 
Ve—@i=e* “Yu, wo Vu>O; 


ae 
Vz—e-*'=V2 sin 0- e* i= 


2sin0 ” 
oP 


2sin@ 


=1 fir w=0. 


Dies alles in (35) eingetragen ergibt, wenn wir zur Abkiirzung noch 


= Pes 
(36) “c= p= 


2sin9 
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schreiben, den Ausdruck 


1 


1 
2n+2k+3 . (r++ 3)e*- (5 ‘4 2)" har (1—w)'t*t+ de 


k+1 é 
- (2 sin >) (2 sin 6)? ? (1— aw) tt? a — pu)? 
‘ 0 
‘ 1 
3 ae S. Bi... a”: a 

2(k+1) A »s )e—(j . 2)* * 24 —u)*t*t+2 dy 
od uae k+2 rr r 
“ (2 sin 5) (2 sin 6): “ (i—au)**? (4 — pu)? 


In ganz dhnlicher Weise finden wir, daB die Integration tiber den 
Weg 9), 10), 11) nach Ausfiihrung des Grenziiberganges lim « = 0 einen 
Beitrag liefert, welcher dem Ausdruck (35) konjugiert ist, sodaB wir end- 
lich erhalten: 


1 
> 


, : ink a+k+i s)dz 
(37) S (cos 0) = “"** ~ (i+ 2)d ; 
= J a—s#'a— 22 cos 0+ 2%) 
0 
1 


(+14 s)er— (f+) # es athe 
+ = (2n+2k+3)R° : I’ (1 — «) du 


(2 sin $) i (2 sin 6): i— «vt? a — pu)? 
0 
sk 1k _ 
° . se 
4 let ats)? (4 +) u 2 (1—ujtt*t* au 
——(kK+1)R ae : 7“ * 
(2 sin >) (2 sin 6)* 1—aw)**(1— Bu)? 


Um hieraus den gewiinschten asymptotischen Ausdruck zu gewinnen, 
-schreiten wir zur Abschiitzung der rechts auftretenden Integrale. Wegen 
der fir 0< z2< 1 geltenden Ungleichungen 


1 — 22 cos0 + 2?>sin?@> sin? ® , (0 <0<%), 
1 — 22 cos + 2>1>sin?, (3 <0<z), 


ergibt das erste Integral 


| 1 ‘ 
ie al ° n+k+1 a M+ktl oo. 
(38) james f— ge’ G+ads <  f s tds 
. (1 — 2) (sin S) 
2 _FA—k) Tmt k+ 2) | 
«(sin s) P(n + 3) 


3 
(i— z)*(1— 22 cos@ + 2%)? ™s 


0 
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Zufolge (36) ist fir OS u<l 


' w\? ww? 6 w\2%, 1 
|1—au?=(1— 9) + Poo > (1-S) 24, 
u\? uw? w\3._ 1 
1—put—(1—+) + cot? @ >(1-F) 24, 
sodaB 
39 es : 2: 
(vy) 1—ayw| >’ 1—pu\ =~ 
ferner zeigt die Identitiit 
1 


“ @ 
(i— au) t* (1 — Buy? 3 (1—av)'t*#(1— Bo)? (1—ev)*** <1 Boyt 


unter Anwendung von (39), dab 


| 1 


1 = 
(i —au) tha — pu)? 


: , ce 
<f(e*tasmiei taht? Lipide 
n 


ite a3. 
s *é4n, 3 * 
-( FO 4 Ju. 


2 sin 6 


Das zweite Integral in (37) ergibt demnach 


~ 


1 


1 
D 2.2 
n+1+ )or-( +5) © aoe 
2 , oO e 4 3 u 24 — yt tl ay 
[= (2n+2k+3)R iz / ) 


2 sin y * (@ sin 6)? (1 —aw)**? (1 — But 
0 


we 


ro| > 


1 
k 3 k 
. Antt+ g)ee- (745) # aaa | 
— > (2n+2k+3)R Ee u 2(1—u)***+*du| 
(2 sin >) (2 sin 6)- 


5 
k+ 


? 


9e 


a5 


2, 9. 1 2 : ; 
< 5 (2n+2k+3)- _ O\let og 
sin 5) (2 sin 6) 


1 


. 
1 
- J a? (L—u)*t*t 1 du, 
° 


0 


oder nach Auswertung der auftretenden Eulerschen Integrale erster Gattung 
und Anwendung von [(2+1) = 2 (a): 
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1 
(ovis ton (Eed)er (1 paateny 
40) —(2n+2k+3)R° /: anes j 
(40) >¢ ) (1 —auy'** (a — pu)? 


k+1 
(2 sin 5) m (2 sin oy? 


0 
4 F(Z) rm +k+2) cos| (n+ 1+) 0— (+) *]| 
ee r(m+e+ >) (2-in 4) ** ino! | 
r (3) rm+e+2) 
<= (2n+2k+3) (3) Fr ee | . 
r (n +k+ >) (2 sin 3) (2 sin 6)? 
“ 2 & 41) itt 
( one © + gaino } 
2 sin, 
2 r(5)ro+e+2) ‘ (**Fa44 +) 
{= : | | 
° r(n+k+3) (2 sin 3) sino! sin 6 T 2 sin @ 
(Qj) ro+ete aed 
<= : 
” r(m+k+ >) (2 sin 3) 7 sin 


Wir erhalten endlich aus (39) die Abschiitzung des letzten Integrals 
in (37): 


1 


(n+ 5 +<)os—(2+5) x: S an 
(41) 4 kt R® . = "Ss fi oy — "tt 2 ay 
gy * 


(2sin >) (2sin a)? (1—eu)t* a — Bu) 
< 0 


. re 1 
< * (+1) ea as tom u *(L—uy ttt? du 
(2sin >) (2 sin 6) 


ry 
— r(S) ro te+s) Sd. 
—_ +I) r(n tet) ‘(esi 3) Gung 
(s)he te tey To. 


4 
— r (n+ e+) (2sin 9)'** asin? 


Bezeichnen wir mit y, und 7, reelle GréBen, deren absolute Betriige < 1 
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sind fiir jedes positive ganzzahlige n und jedes 6 im Intervalle 0 < 6< 1, 
so folgt aus (37), (38), (40) und.(41) der asymptotische Ausdruck 


4 r(5) Pin +k + 2) cos (n +1 id 2)°—(4+4)*] 


ny (k) 2 
(42) S$ (cos 0) = — 
- r(n+e+ >) (26in Ss) sino 
4 2 FA—bTm@+k+2) 8m, 
! T(n + 3) (2sin =) 
r(S)rm+e+e) ae 
‘ 12 \2 os. 


r(n + k+ >) (2 sin : y* . (2sin 0)! ) 


Um jetzt tiber die Lage der Nullstellen von S“ (cos 0) AufschluB zu ge- 
winnen, schreiben wir (42) in der Form 


r(n+h+ 9) : : 


k+ 
(43) > (2sin : ) ’ (2sin ee (cos 8) 
r(S)rmtety _ s 


= (2sin 0). ain 6 cos (n +1+ »)a— ( + >) =| 


8) 
‘ ra— Be (n+e+ >) FY 


i r(p)rm+s) +: 81 (2sin 3) (2e0s 5)’ 
4 : Qt ty, (2sin ov 
n+k+—> r 37° 


und tragen fiir @ den Wert 


(44) %— sepapE(teti tet OS 
ein, wo x = +1, und die ganze Zahl 4 den Bedingungen 

@ < 1 <[" ; “| 
geniigt (was » > 17 erfordert). Dann ist zuniichst 

1 1 

@atpt 2’ 

ferner 
=". bd << sith} £<, 
ati+t - n+1i+ > 
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9? 
re 


und folglich 
=t < 5% <2sins <a < BtEt bad 
o+3 +> n-+--i+t : 
k . 
= k <=6,<sin 6, 


. 1 cd 1 
sin _— 3 > . 
& +h ? ) (22+ Kt 
Zufolge (44) ist 


(45) cos [ (n +14 >) % _ (> + +) x| = (—1)x sin ( 


(24 +H 
Ferner ergibt sich aus (16) 


Far (ne >) 


“n 1 
2 


r(Z)rm+s 


und alle diese Abschiitzungen ergeben 


3 
3 


(+145) 


? 
k 


(2sin 4)#. 2sin 6, cos | (n +1+ *) a — (+ + x) || 


| a 


f . a 3 *) 
ls Fr (mp4 >) >: % \E/, 8, 3 
i> ; - - 8, (2sin $) (2cos *) 
r(5)rm+s) 
| s _ 6\t 
+ ; - 2+4y, (2sin “) 
n+k+ . 
2 
1 
> eat ci Bae 4 
tits eFt+-— (22+ Ry! 


ro| 4 
i) 


\ 4 
5 8 Stet) 9 
3 . as 
k 2 . °+i+— 
(n +144) { 5 


1. 
= 5 _onea | 24+kh41 « |? 
nfi4 4 mti4e . 


= - 


1 5 
nr [2@1+8)~ 622484 16,02 


214+k+1)*} 
(»+1+ >) 


tin 
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Folglich existiert eine von » unabhiingige ganze Zahl 4,, derart, daB fir 
4=>4, der letzte, eingeklammerte Ausdruck positiv wird, und wir dirfen 


offenbar 4, >8 annehmen. Fir 4, <4 < "s-] hat dann, wie die vor- 
hergehende Ungleichung zeigt, die rechte Seite von (43) fiir 0 — 0, das 
Vorzeichen ihres ersten Gliedes, d. h. es ist wegen (45) 

(46) gn S\” (cos @) = (—1)'-%, 4, Sa<[">"]- 

Wir tragen ea in (43) fir 6 den Wert 


(47) 00) = on 244 Sat 1+ 2h+x) > 
ein, wox=+1 und [" 7 = |S4dx, (4 ganzzablig). Dann wird 
—< te 4 ‘rit _< , 
n+1i+> n+1+ 


und folglich 


‘ ’ : a . Of rs 1 2(n—2 1 
sin 0, = sin (a —6,’) > sin ~“" ms => Ma ne . 
n+ite . nt1i+> 
,~ &* a # 1 
samy > sm z y3’ 
3 1 1 
2 2 


k 2 


si 
(2cos %)" <2 - (2c0s *-) — 2(2sin*5"*) ene 3): 


Aus (47) erhalten wir 
(48) cos[(n +1+ 5 +) 9 -(j + =) 2|—-—, 


v2 
und unsere verschiedenen Abschiitzungen ergeben 
1 


2sin 2 F 2sin 6,’ cos|(m +1+ os 6, — => - ax 
2 >) 4 2 


3 
ra—ar n+k+2) pee _ 
~ ( *“ . 8x, (2sin “s.)' (20s “2-) 





8 r (=) T (n+ 3) L 
3 \2 
4 s : - 2+4.9,(2sin % ) | 
n+k+_ | 
1 
> 94.9.2) +1 S “s -8-2*.2 7 *) 
n+i+4 ve z* nti+, 


(n+i+ ei 


3 - gi 
_ - 24+4.Y2 
k V > 


atit, nits 


p (2(m—4) +1 — G,(n—A+ 1)? '—e¢,5]. 


io 


to 
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Demnach existiert eine von m unabhingige ganze Zah] 4, derart, daB 
fiir n —14> 4, der letzte, eingeklammerte Ausdruck positiv wird, und fir 
(At) <i4<n—A, hat dann, wie die vorhergehende Ungleichung zeigt, 


die rechte Seite von (43) fiir 6 = 0,’ das Vorzeichen ihres ersten Gliedes, 
d. bh. es ist wegen (48) 


(49) sgn S\ (cos 6,") = (—1)'- x, [" + “| <icn—d. 
Wir setzen jetzt voraus, dab 
n > max (24, + 1, 24,), 


damit es tiberhaupt Werte von 4 gibt, welche den Bedingungen in (46) 
und (49) geniigen; dann liegt wegen (46) in jedem Intervalle 


1 
sep apE (44+ 1+ 2k — 


AS ) x 
@a+mt) ® 
1 2 x 
6< =; 44+1+2k — 
< <sayree( +1+ roa : 
wo Aca (> *] ist, eine ungerade Anzahl von Wurzeln 


1 2h 
Qn+2+k (42414204 1) =? h,| <1, 


(24+) 


ungerader Ordnung von S“” (cos #) = 0; wenn es deren mehrere im frag- 
lichen Intervalle gibt, sei @, die kleinste unter ihnen. Fiir 


n+1 
["y ]<tsn—4, 
liegt wegen (49) in jedem Intervalle 


24k 2a+1+k 
Snpepe* <P? <a tere” 


auch eine ungerade Anzahl von Wurzeln 
(51) O,— srg pGdt1t2k+h) Fs, h,| <1, 


ungerader Ordnung; wenn es deren mehrere gibt, sei 6, wie vorhin die 
kleinste unter ihnen. Das Intervall zwischen den letzten zu (50) und 


den ersten zu (51) gehdrigen Intervallen laBt sich, wenn wir ["S “| =’ 
und folglich (*F “| = 4'+ 1 setzen, durch die Ungleichungen 


1 ’ P 2 a 27°+2+k 
— 2 Pan ba oe 
9 pape (40 +142 + y)¥<e< x 


an+2+e 
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darstellen; in demselben liegt, zufolge (46) und (49), eine gerade Anzahl 
von Warzeln ungerader Ordnung. 

Wir bezeichneten vorhin mit 2,, 2, +--+, %,, WO 

1>a4,>%4,>-:->2,>—1, 
diejenigen Wurzeln von S\(x)—=0, an welchen Zeichenwechsel stattfindet; 
aus dem soeben Bewiesenen kénnen wir nunmehr schlieBen, daB sich 
jedem 4, welches den Bedingungen 4, <A<n—A, geniigt, ein v =, 
zuordnen laBt derart, daB 
cos 6, = Ly, 
und es ist offenbar 
Vigi >My Yagi —%,=1 (mod 2), 


d. h. 
v,,,—(A+1)=v,—4 (mod 2), 
sodaB 
Sey we, mend (— 17 7 (008 8s) + SP UP), 
v=1 


wo 2” sich auf die bei der obigen Zuordnung méglicherweise iibrig ge- 
bliebenen 2, bezieht. Die Anzahl dieser ist, wegen m <n, héchstens 
gleich 4, + 4,— 1; ferner haben wir 


[U2 (2)| < > A8=? (\P,| +1P, ,.@|) $2 >) AP = 2.4”, 
- r=0 


sodaB 
+ 3a om (— 1)’ U0” (a 


und es folgt aus (32), dab 





n—he 
(52) 9 = (—1)7* S"(— 1 UP (cos 6,) + O(1),*) ( Smax (21, + 1, 2A). 
4=4, 





*) Die Bezeichnung /(”) = O(g(n)) bedeutet, daB sich eine Konstante A finden 
148t derart, daB fiir jedes hinreichend groBe n 


| f(n)| << Agim). 
Insbesondere ist also O(1) eine GréBe, welche fir alle Werte von m» beschriinkt ist. 
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§ 3. 
Fortsetzung von § 2. 

Um zur gewiinschten Abschiitzung der rechten Seite von (52) zu ge- 
langen, wird es vor allem ndétig sein, einen asymptotischen Ausdruck fiir 
U" (cos @) aufzustellen. 

Die erzeugende Funktion von P,(«) + P,,,(2) ist offenbar 


_t¢s 1.8 . 
sVi—Yaz+2? * 2D (Pal + P,.,@)) a"; 


durch Multiplikation mit a = »: ergibt sich unter Beriicksichtigung von (31) 





i. _ 1} = i a 
(i—z)* (Wisse *) Pa (a)z, 

oder indem wir = statt z schreiben 

$ - . = k) —n 

ra eos ~ 1) “2 Uy (a)e. 

Unter Einfiibrung von x = cos 0 ergibt dann der Cauchysche Satz 


53) (cos) =," ood iene) 
( ) > (cos ) | (c—1) is—- PF ee oa} 1 dz, 


Cc 

wo C den in (33) verwendeten Integrationsweg bedeutet; die mehrdeutigen 
Ausdriicke im Integranden sind genau wie dort festzulegen. Wartlich wie 
bei (33) finden wir, daB die iiber 2), 4), 8) und 12) erstreckten Teilinte- 
grale sich mit ¢ dem Grenzwert Null niihern, sowie daB das tiber den 
Weg 1), 2), 3) genommene Teilintegral zu (53) den Beitrag liefert 


1 
sinkx {° 2"** i+: 
- IZ( ,—1)as 
, * , 


(1— 2z cos 6+ 2*)* 


bd 


1 , 
— tats f a"**(t+42)dz _ sinka TA—kK)TM+hk+!))_ 
yy (1—2\ (1 —22 080+ 2%)? ™ rin +2) 


Das iiber den Weg 5), 6), 7) erstreckte Teilintegral wird genau wie bei 
(33) behandelt — mit der einzigen Ausnahme, daf die dort vorgenommene 
teilweise Integration hier wegfillt, da ja der Integrand fiir z =e‘ inte- 
grabel unendlich wird — und es ergibt sich zu (53) der Beitrag 














Summierbarkeit der Reihen nach Kugelfunktionen. 841 





Sf i x - sf . 
a ibs *)* Lae ae tq Ls Ss tions at PO 
~~ (2sin +) (2sin 6)" (1— aw) “1 — put 

Die Integration iiber den Weg 9), 10), 11) liefert endlich zu (53) einen 


Beitrag, welcher dem vorhergehenden Ausdruck konjugiert ist, und indem 
wir die gewonnenen Resultate zusammenfassen, erhalten wir 


(54) U (cos 6) = — sinkx [(1—k)f(n+k+1) 


x T(n + 2) 
1 
4 sake f e"t* 4 ade 


7 (1 —2)* (1 — 22 cos 0+ 2%)? 


1 k x 1 k ‘ 1 1 
m . a pe a —w)"**(1 4 ‘—ue) a 


™ (2 sin $) (2 sin ey? (i—aeu)* (a — Bu)? 





Jetzt schreiten wir zur Abschiitzung der in dieser Formel vorkommenden 
Integrale. Aus der Identitit 


1 
ae 1i+z -f{i i+e y™ 
sins (1— 22 cos0 +2)! i ds (1— 220080 +25! 
* (+0008) (1 —2) de 
(1— 22 cos@-++2%)! 
. 6\2 
erhalten wir wegen 1 — 22 cos@ + 22> - 3): 
i 
e Se — 
| sin ; (1 — 22 cos 6 +- 2*)* : (te ) ~ (sin $) 
und folglich 


1 1 
sinkx { *8a+ade sinks fi tas 
we (1 —2)¥(1 —22 cos0+ 2%) 





asin § (a—s) 


1 
<— J gtk] —2)'-*de, 


(int) 


Nach Auswertung der hier auftretenten Eulerschen Integrale erster Gattung 
finden wir 
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me f o"** 4 a)dz _ sinka F(i—k)Fin+k+1) 
a eR ec ee ae Tin+2 
a é (1 —2)* (1 — 22 cos 4+ 2%)! asin ; +s) 


——, a PTOTILD gict 
ba (sin =) Fin+4 . 


Aus der Identitit 


“ 


6% 6% 
—(l¢ejm | tte —e ay 


1 + ft ue’ 


(1 — ew)" — pu)? 2” ™* a—ewta—pw?! 
‘s {{- e%! + kae(1 + (1—u)e”*) 
¥ | (1—eu)*(1— pau)? (1—eu)* +41 — Bu)” 


: k 3 
(1— wu) (1 —- Bu)? 


ei 7 
+ 6 1+ (i—u)e [aw 


folgt unter Beriicksichtigung von (39) 


1+ ec? — we®! 


—(1+¢e&" 
(1— aw)* (1 — Bu)? 
Tr l 1 3 
*| e+ k a t+; 1 1 oe a'*s 
<f 2 * —@ 2:2 "+ 3‘ asine 2°? * du 
ri 2sin 2 
gt +4 gt+4 
< J ino ~ ino” 
0 
und hieraus ergibt sich ferner 
1. & 1k of 
+, + ,)ei—(, +=) — hi 
tot ad :) (; :) ‘ u Fa — wy" that — ae) 
= 4 sere y r — 
(2sin ) (2 sin 6)* (1— au) (1 — Bu)- 
2 0 
ag) ae 
Anette a)et- (O49) * sens & 4 
i 2 -., 
~— 9 6\* ! fo > (1—u)"t*du 
(2sin ) @sino)' : 
2 1 
1 gt . + 


< = | hatha ies, 
a . Or a 3 
(2sin ) (2sin@)- . 
2 0 


oder endlich 
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1 ek = ‘1 k ae 1 Ae 
, Ot _ I he Faw tt(1 Pt — ne) 


* (2sin °Y (asin 9) (i—aw)* (1 — pu)! 





1 6 
r(3) ae 1) (oma) cos [ (n+ 1+ *)@ - ( + >) x} 
r(npk+ >) (2sin id 
3 ce ee - 
(n+k+ 4) | (2sin 2 Y (asin gy! 7 ” 
Diese Abschiitzungen, in (54) eingetragen, ergeben das Resultat 


ale 


lA 


bd 


k) ri—k)Cm+k+1) sinks , F—AF(m+hk+1)sinkx 1 
U, (cos 6) = — T(n + 2) 2 bs + fin+2) °. eal 
2 
\ 
‘4 6\? 
r(—)a+k+1) 2cos — k 
es (3) +. ( 2) cos |(n+1+ 5) 0 
r(u+k+ 5) _ 6 Rt, 
(2sin >) (j + $a) 
4 2 
1 r(3—A)FH+k+)) TNs 
+e Te+h ‘7, 63 
(sin 5) 
3 
5 ET. ee 
*  r(ntk+ >) (2sin $) (asin)! 
oder 
1 : in k 1 
(55) o U® (cos #) = —F(1 +k) F(1—k) es 
‘ sin kx 1 1 
+F(1+k)Fa—h) ~ ‘w+1' 8 
2 


ala t(j )ratero+y) (200s y 


1 


F(n-e+ >) (2sin “" 2 
2 
cos [(n +1+4 ‘)e — (++ 5) =] 


4 1 FAFHE—HFO+Y nO) 





x Tin +4) (sin =) 
2 
LT(S)FA+OTm+ — gts, @ 
+> 3 


rene) am) anol 
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Es liefert nun das erste Glied rechts in (55) zu (52) den Beitrag 


n—a, 
vy —’,+1 Sin ka 1 sj 1 
(—1*""'ra + Hrd —-H = - I D1 = 0G), 
4h 
weil die Summe links nur einen der drei Werte — 1, 0, +1 annehmen 
kann; der betreffende Beitrag ist also fiir jeden Wert von m beschrankt. 
Das zweite Glied rechts in (55) trigt zu (52) den Ausdruck 


—ip z 
(—1)*"* r+" r(1— yyiinte —o.. 
i=, (®+1) sin - 2 


bei; wegen 0 < 6,< 6,,,<% nehmen die Glieder der hier auftretenden 
alternierenden Reihe dem absoluten Betrage nach ab, sodaB der absolute 
Betrag der Reihe denjenigen ihres ersten Gliedes nicht iibertrifft, was zu- 
folge (60) 

| =< _¢y if 1 1 4 


* 24, +1 <9, +1 


ntit- 





0o| = 


; , 4, = 
|4=4, (n+1)sin ;: (n+ 1) sin > 9, (n +1)- 


ergibt; es ist also der betreffende Beitrag fiir alle m beschrankt. 
Das vierte Glied rechts in (55) ergibt zu (52) den Beitrag 


%) -2 n—d, 
(—1)* "| _p SC m@d 
= A+ B—-E) D ar hee Des) (xin) 
A4=i4, a 


und der absolute Betrag der Reihe ist héchstens gleich 


n—2, n—-d, 


2 (n+ 1) (n = 2) (n+ 3) ‘(aay <2 (n + 7 Li > (in) 


— n—d, 
POT! att — r- 1 ~~ , 
‘Atay Gin ae a 


der betreffende Beitrag ist also wiederum fiir alle m beschrinkt. 
Das letzte Glied in (55) liefert ferner zu (52) den Beitrag 


heel Srey | ears, 
- rGq)ra+H 2 r(n+k+2) fin’ 2) (ein 0)? 
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wir haben nun einerseits nach (16) 
F(m+ 1) 1 


r(n+e+2) tad 


| 


? 


wo oO 


k+ 


Ik 
(nat 3) 
andererseits aber zufolge der vorhin gefundenen Ungleichungen fir @,: 
wenn 4,2 4< *>- |: 


2 
, atiet agigt nti 
—.-<- <-—— aa < = 
2 sin % 2a+k y2 ’ 2nd, 202448 ? 
und wenn [“S]s Ac<n—A,: 
k k k 
1 1 n+ 1+ — u+1i+— n+1+-— 
af < itera 3 < s < memes 
2 sino @sin 7 V2 . 2sin 6, 2(2(m — 4) + 1) 2(2(n—a) +k) 


Hieraus folgt 


_ fmt)  — (—1/2***n,@,) 
| 5 SS ie 
i=’, r(n pet ) (2sin a (2sin 6,)* 


Pe] 


= 


“ gtt4 (nti+ z) (npi4t) 


k 


3% 
l= at 2? 


eters pt 
(vera ty”? — 


‘ n—hy gtt4e | (n+1+ y’ (na ty! 
a fots42)”? shew —a +a 


k+5 rr | ; tai 
2: ode a 
: au @a+H? "és = 
2 


k ow 
= . a** i 
oe Baa” SBP 


4=1 


und wegen der Konvergenz der letzten Reihe ist also der Beitrag des 
letzten Gliedes in (55) zu (52) fiir alle » beschrinkt. Es bleibt uns dem- 
nach, als méglicherweise einen mit » ins Unendliche wachsenden Beitrag 
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zu (52) liefernd, nur das dritte Glied in (55), und wir kénnen folglich 
schreiben 
4 
n—ds 1 . 6,\* 
> (k) mk 1 r(,)ra+aron+1) (2cos +) 
(66) =(—1)'"7* SE 
xX F(m+k+ >) ett 
" (2sin +) 


-(- 1) cos [(m +14 2) %— (,+ >) + O(1). 


Um die hier auftretende Summe abzuschiitzen, zerlegen wir 


on [EI ont 
B- Bt Sats. 
d= h=d 

. 1=4, a=[*3"] 


In 2, haben wir zufolge (50): 


(—1} cos [(n+1+ 5)0,— ($+) 2] = cos - a h| <1, 


. (24-4 k)F 3” 
und wegen 4>4,>8, O<k <1 wird 
1 x 1 2 1 
1 > cos —=—> cos | — = — 
(2a+K' ? wt 2 2’ 


aus den vorhin fiir @, gefundenen Ungleichungen erhalten wir 


k Ih k k 
1 Mts Mtite  » og MHItG yo mtity 


2° a ->-wi+F ~ yein ERP i+i 
sowie, weil 0< 0, < 7 ist, 
1 > cos} 2 eos T= 7, 


Endlich ergibt (16) 


1 16 
Cis 


ee (5) pees 
k+ 4 r(n+e+ 
(ey 7 


aus allen diesen Abschiitzungen schlieBen wir, daB 


iG [] 


- 1 1 1 
(57) a > 1 ara D> ma 


A=, i 2 4=i1, (a+1) 2 
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In 2, haben wir zufolge (51) 
_— k f 
(—1)eos| (n + 1 +>) 0,— (+ + >) x| = cos h, “- |h,| <1, 
1 > cosh; = >0, 


. 4 
sowie wegen , <0, <2, 


a LPP ol gripe Lasengn 
sodaB 
(58) “0 — x (»—a—-["F"] +1) 
(+t) 


n—is 


C19 
Sek oeceenaied <3 > 1>%,>0. 
k s a= [***] 
(n+1+35) ’ 
Weil nun >= fir k> ; konvergiert, fiir k < = aber divergent ist, 
A4zi ” ad 2 
so folgt endlich aus (56), (57) und (58), daB 9 fiir alle » beschrinkt 


bleibt, wenn 1 >h > = dagegen mit » ins Unendliche wiichst, wenn 


- >k>O. Aus der Formel (20) und der Definition der Lebesgueschen 
Konstanten folgt aber sofort, daB fiir kh’ >k 


(k’ k k k 
Q,, ’< max (0; ' 0”, et 0); 


setzen wir z. B. k= _- k’>1, so schlieBen wir aus dem soeben be- 


wiesenen, daB g fiir alle » beschriinkt bleibt, und der in § 2 aufgestellte 
Satz ist somit im vollen Umfange bewiesen. 

Werden die in den fiuBeren Gliedern von (57) auftretenden Summen 
in bekannter elementarer Weise abgeschiitzt, so ergibt sich, wenn wir 
auBerdem bedenken, daB og der Definition nach eine positive GréBe ist: 


1 
sis wl 1 
2 (k 

Cogn > oe” 


Ce, 


27 1 
n= , 0<k<y | 


(59) C, log xn > oe > = logn, k= 5 | (n = 2,3,4,---). 
u>@>o0 , k>s 











348 T. H. Gronwate. 


Fir & =0 lat sich die Untersuchung durch geeignete Abanderung des 
hier angewandten Verfahrens durchfiihren; in § 2 meiner friiheren Arbeit 
wurde gezeigt, daB 


im 9,2 V 
§ 4. 
Beispiel einer stetigen Funktion, bei welcher fiir /& <¥ die 
Cesaroschen Mittel /%*** Ordnung in einem Punkte divergieren. 
Beispiele der verlangten Art lassen sich, von der soeben bewiesenen 
Beziehung lim eo) = oo (0< k< >) ausgehend, durch einfache Abinderung 


eines von Herrn Lebesgue fiir k = 0 angegebenen, und von Herrn Haar 
weiter ausgebildeten Verfahrens**) leicht aufstellen. Statt dessen schlagen 
wir hier einen direkten Weg ein, welcher zu einem einfacheren Ausdruck 
fiir die verlangte Funktion fiihrt. 

Wir stellen uns die Aufgabe, eine fir —1<2< 1 stetige Funk- 
tion zu bilden, deren Legendresche Reihe die Eigenschaft hat, dab ihre 
Cesaroschen Mittel Kk’ Ordnung fiir «= 1 divergent sind. Es geniigt 


1 . — : 
k= , anzunehmen; denn aus der Divergenz der Cesaroschen Mittel der 


Ordnung = folgt a fortiori, nach § 1, die Divergenz derjenigen der Ord- 
nung k, wenn —1<k< > 
Aus (26) und der ebenfalls in § 2 gegebenen Formel 


SMU, y) = Sy) 
folgt fiir k — + 


s)(7(1)} = ©. {‘Fleos 8) SC) (cos @) sin 6 a0. 
, 2 ADs abd 
Wir setzen ferner fiir ganzzablige positive m 


f,, (cos @) = cos (m + >) 0 


*) Ein etwas vereinfachter Beweis findet sich in meiner demnichst in den Trans- 
actions of the American Mathematical Society erscheinenden Abhandlung ‘Un the 
degree of convergence of Laplace’s series’. 

) A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme (erste Mitteilung) 
Math. Ann. 69 (1910), S. 381—371, Kap. I, § 1. 
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und zerlegen fiir n > 3 


(4) ¢¢ (7); - —! Ax J 
$i (fn(1) } v4 J + 2 Ad) J 


In dem ersten Integral haben wir 


1 (4), 1 ve. 1 1 
pS (on) Sg sya) = - (44+) 4.447) 


2 A® 
2 A? n 


({ +"+1) (| +242) 
2(2+1)(2 +2) 


wie aus der Betrachtung der erzeugenden Funktion von S“ (x) unschwer 
gefolgert werden kann, und es wird demnach 


= O(n*), 


1 > castes 3 . 3a\? 

saw! = O(n*) {sin 6d0 = O(n*)-2 (sin 3) = O(1). 

-“=—_ © 0 
In dem zweiten Integral wird, wenn in (42) k = = gesetat wird, 

8 ) 
1 gb) , P _ _ 2n+3 cos (n +3) 0 1 2n+ 3 8, 
a. oe ee aul , | + @ti)(42) /. 0? 
oe (2 sin 5) (2 sin 6)* (2 _ 3) 
2 
1 
+4 
1 2n+3 s° Ne 
© (H+ 1) (n+2) 6\3 


(2 sin ; ) (2 sin a)? 
le: as a | 
(2 sin a: (2 sin 0)" (_ (2 sin m4 ) (2 sin 9)! ) 


Betrachten wir zuerst den von dem Restglied gelieferten Beitrag, so wird 


a 


f° cas — | con (m+) Osin 0 a0 
e ” 


(2 sin ) (2 sin 6): 


-0( f a | 
( (2 sin 0)! (2 sin 6): ) 


ro] > 
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a 
f dé 
n 3 
et 4 
A (2.sin +) (2 sin 6) 


3 nm 3 ” 
1 = dé 5 £ de 
$x t ” (=) (=*) = (V2) sino)” 
n 2 n 4 t 4 2 
nm 
i S (," —*) 4 ah dé 
n 4y2\8x% <= n — ee 
V / (V2)* (2sin6) 
2 


denn es ist 


Fassen wir die vorangehenden Abschiitzungen zusammen, so ergibt sich 


8 8 
cos {m + —) @cos(n + —)6@ 
(60) Pirnani-- | ( 7) ( 2° sin 0d0 + O(1) 
e (2 sin >) (2 sin 6): 


$x 
6 
V2 cos z 


1 
> [osimens ayo @ @ 


“ 2 sin ; 
3a 
a 
A ? V2 cos 6 
— 4, [cos (m—n)é @ 46+ O(1). 
. 2 sin — 
3x Pa 


Die in (60) auftretenden Integrale sind von der Form 


wo / eine ganze Zahl ist, welche unbeschadet der Allgemeinheit > 0 an- 
genommen werden kann. Betrachten wir zuerst den Fall 21>; dann 
laBt sich eine positive ganze Zahl 4 angeben derart, dab 


21—1 2a+1 
. + 


ee 


21 n= oq * 
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und es wird 


te ‘as 22+5 2i-1 
a 
21 2/ 
. 
ff f+ i + op: + f + f 
224+1 244+3 ‘ 3 21-1 
2 am a 
2 27 21 


Yom ersten und letzten Gliede abgesehen, bilden die Integrale rechts eine 
alternierende Reihe, deren Glieder dem absoluten Betrage nach abnehmen, 


6 
2 cos — 
weil —— . eine monoton abnehmende Funktion ist. Die Reihensumme 
2 sin — 
2 
ist also, absolut genommen, kleiner als ihr erstes Glied, und es folgt 





34+1 | 24+8 
4 2! 21 
Jif tif ar 
| Sn 32 2A+1 = & 
n n 21 
A+38 24+3 
21 wi a _ a 
, V 200s ° * V/ 2c08-4 : F 
ry 2 V2de V24a0 
cf aos [CAP aac [es [Oe 
. 2 sin > . 2 sin z a = 6 . 2sin 5 
24-1 i 21-1 24-1 21-1 = 
22 ” 21 4 2 ” 21 - 
a 24+-3 a x . x 
"a" a1—1 + 3 Spy BO +g, 


oder 


: V 2008 . 
cos 10 g @9=O(1) fir 2lSn. 
2 


Zweitens betrachten wir den Fall / = 0; dann wird 


/ bar on. ‘Yet a ae 4 =F = (logn—log9), 


2 ; 
2 sin — sin 3 
3a 


n 


n 


und wir erhalten demnach aus (60) 








_ 
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(61) s#){f(1)}| > 7 logn — O(1) fir m—n 
= O(1) fiir |m—n\>4- 

Die Funktion 

(62) f(cos 8) -> a cos (2+ 2)6 


a= 


hat jetzt die verlangte Eigenschaft; denn erstens ist f(cos 6), als gleich- 
maBig konvergente Reihe von fir 0<6< 72 stetigen Gliedern, im be- 
trachteten Intervalle selber stetig, und zweitens divergieren fiir = 0 die 


Cesaroschen Mittel der Ordnung = der zugehérigen Legendreschen Reihe. 


Wegen der gleichmaBigen Konvergenz ist naimlich, wenn wir m = 2"’, 
n = 2” setzen, 


 trayy= > Se? (7.0) = 5 4 > 5 (0), 


u=l uty 


und weil offenbar |m—n| > ; fiir «+ v, so ist zufolge (62) 


is tray) = 4s (2,0) - >  (f(1)) 
oer 
> Js (J - v* log 2— 0(1)) - 20 0(1) 
ss ahs?» — O(1), 


was mit » ins Unendliche wichst. 


§ 5. 
Die Konvergenz der Cesaroschen Mittel der Ordnung k > + 
fiir absolut integrable Funktionen. 


Zuniachst wollen wir zwei Hilfsformeln ableiten, welche lauten 


(63) S(cos 8) < Vt) gegen, 0<kK<1, 
— cos 6)Vsin 6” = 


(64) |S (cos 8) < **t*, , O<b0<a, k=1. 


Zufolge (8) und (1:5) ist namlich 
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(65) 80° (cos 8) = ">" AS-,)s, (cos 8) 
v=0 
~ ale + (y 41) (P,(cos 6) — P,, , (cos 8) 
v=0 


on a {> [w+ 1) A¢—9 — vAe- = J P (cos 6)—(n+1)P, , , (cos | 


~ 1— cos 6| 


eT 4 Sis fee - |AE= P, (c088)--(n +1) P, (6080). 


v=1 


Nun ergibt die Formel (1:7) mit p= 1, dab fir 0<@ <2 und n>1 


|B. a(cos #) << Va =H 
wenden wir auBerdem (3) an, so erhalten wir aus (65) 
| Ok) : . 1 a Ce = v(1—k) Cy x6 
Ss (9000) < 3 wnt Lt 1+n—9J (14-—»)'-* Yvsind 
+1 be _ 
+ Vin+1) =| 


1 


; i 
“ (a — cos) Vsin@ far% nD, Vo(itn—»)'-* 


+ €C9(1— »> at “pei + Vai}. 
Es sei aber fir O<k<1 


n : : i 
2 Viite-9" SD Vi <J Va =2Yn, 


sowie fir 0<k< 1, nach einer teilweisen Integration 
yy Vv 
OOS plier OPS ge Vist OW 


< (1-8) “ , on +(1-h)Vin 


du ; 


n—u)! k 


<Vn+ (1—k) Yn <2Yn+1. 
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Die letzte Ungleichung gilt auch fiir k= 1, weil dann der Ausdruck 
links gleich Null ist, und wir erhalten, diese \ ‘schitzungen in die vor- 
hergehende Formel — 


|S.” (c08 8)! < {c+ 2c, yg V0 + 2c5 C5 Vn+1 + ey, Vn+1}, 
—cos 0) oyu 0 


woraus (63) aie folgt. 
Fiir & = 1 erhalten wir aus (65) 


S® (cos) = tao! +>, (cos 6) — (n+1)P,, , (cos @)}, 


woraus 


' ) 1 = 
|S“ (cos 8) <=! +> 1+n+ |, 
vy=1 


was die Formel (64) ist. 

Wir betrachten jetzt eine auf der ganzen Einheitskugel absolut inte- 
grable Funktion /(@,m), welche in dem besonderen Punkte (0, p) stetig 
sei. Wir wollen zeigen, dab in diesem Punkte, unter einer gewissen, auf 
den Punkt (1— 0, » +2) beziiglichen Bedingung, die Cesaroschen Mittel 
der Ordnung k > + gegen {(@,m) konvergieren. Zum Beweise ziehen wir 

| auf der Einheitskugel um den Punkt (6, m) und seinen Gegenpol 
(x— 0, p+) je einen Kreis vom sphiirischen Radius ¢ < . und teilen 
dadurch K in drei Teile. Der Teil, welcher (6, m) enthilt, heibe K,, 


derjenige welcher (7z— 6, p+) enthilt K,, und der itibrig bleibende 
Teil K,. Dann ist 


: (66) S{* {f(6,@)} = a aw, 10,9) 82 (cosy) do’ — aw Jtftf): 
“K 7 


Es sei 6 eine beliebig kleine, positive Gréfe. Wir kénnen dann, weil 
{(%, p’) im Punkte (@, p) stetig ist, « so klein wihlen, daB in jedem 
Punkte von K, 


(67) (0, 9) — £0, #)| <5 
und es rine dann aus (59), dab 


aa 2 £(6, 9’) S (cos y) do’ — mr as (cos y) do 


‘8 (k) 
<3." sae am f | S (cos y)| do’ 


42 AW 





f | Si (cos y)| do’ = 52-9 <5 - 


= —- 
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Es ist ferner 


ise raf 52 (ons7) do - saa coe) ae | <p |SS° (cos y)| do’, 


x, a+ XK, 


und weil in K, und K, ¢< y<z ist, so wird zufolge (3) und (63) 





1 | of) ae aa — = 
ro S,' (cos y)) < ,-1 1—cose’ Vein y’ 
(n+1) 
sodab 
(k) C, “ss . £2. 
a ‘oJ 5 (cos y)|do'< x1 1—cose 4x J Veiny 
Ky + Ky (n+ 1) ‘ . 
< = F 


nus 
(n+1) * 4—cose) 
denn wenn wir den Nordpol nach (6, ) verlegen, so wird 


a 2x 

1 * do’ 1 ‘ 1 04 - - ™ 

is. Vimy 74a J Vin Caddy’ < J, f fav ag —F, 
K K 0 0 


bleibt also endlich. AuBerdem haben wir 
[82(cosn) do’ = 1, 


in a 
x 

denn nach der Definition von S<" (cos y) ist 
AM 


ao Sn” (cos y)=1 +>" ro) P, (cos ?)s 


und zufolge der Grundeigenschaft der Kugelfunktionen haben wir 
[P, (cos y)do=0, n>1. 
x 


Dies alles satin 0 pt ergibt 


(68) Ji £(6,, ~') S® (cos y) do’ — f(8, )\< ¢ 


= 
hat —————; 
(n+1) * (1—coss) 
und zwar gilt dies, wie aus dem obigen Beweisgang sofort folgt, gleich- 
miBig, wenn (0, q) in einem Bereiche variiert, welcher im Inneren eines 


Stetigkeitsbereiches fiir f(0, py) enthalten ist. 
23* 
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In K, haben wir zufolge (3) und (63), da 7 —-e<y<z ist, 





|) _ eeeses — “s3e0 
4x rc arene <; ei (—cesy) Vela ~ a= ’ 
(m+1) * Ysiny 
sodab 
- Y a’) Ss r C38 if, 9’)| ’, 
(69) pf 1, #80" (0087) do < — 2 ao’ 
K, (n+1) 2 ky, 


wegen k > * nihert sich der rechtsstehende Ausdruck mit wachsendem n 


dem Grenzwert Null, wenn f(4', p’) in der Umgebang K, von 1— 0, p+ 
beschrinkt ist, oder allgemeiner, dem Integral 


1.9)! ao 


)V sin y 


x, 
einen endlichen Wert erteilt. 
Im Falle k = 1 kénnen wir iiber die linke Seite von (69) mehr aus- 
sagen. Wenn A“? =n-+1 ergibt sich nimlich aus (64), da in K, 
errr 


nel e *. :  e S 


aa 4a(n+1) 1 2x’ 


woraus 


(10) ae Jie, y) SS (cosy) do’ < + Jiteeriac, 


und die rechte Seite von (70) wird, zufolge der absoluten Integrierbar- 
keit von f(0,p), mit abnehmendem ¢ beliebig klein, und zwar, wie aus 
dem Heine-Borelschen Beweisverfahren sofort zu entnehmen ist, gleich- 
maBig, wo auch der Punkt 4,q@ auf der Kugelfliche liegen mag. 

Gehen wir schlieBlich zu K, tiber, so ist zufolge «<< y<a—e und 
(3) und (63): 


1 e ’ (k) ° Cs Cs 
czas | 1,98 (cos y)do’ < 7 o—enaeee v3, [1.946 
= (m+1) ? 


C, & 


< eee 


1 ? 


(+1) *(1—coss)Vaine 
1 oe 
=z fir.) do 
K 


wegen der absoluten Integrierbarkeit endlich ist. 
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Die Zusammenfassung der vorhergehenden Abschiitzungen liefert 
zufolge (66) 


(11) |! (70, 9))-16,9)1< = + |e J f (0, 9°) Sx? (008 7) do! 


+ —— th i= cons (“nIf(,9)| + =): 


(m+1) * 


Fiir + <k< 1 legen wir zuerst sine der Bedingung (67) gemaB fest; 


nihert sich dann das zweite Glied rechts in (71) fiir unbegrenzt wachsen- 
des m dem Grenzwert Null (z. B. wenn die unter Gleichung (69) angegebene 
Bedingung erfiillt ist), so kann ein N angegeben werden derart, daB fiir 


n> WN das zweite und dritte Glied rechts jedes kleiner als wird, und 
wir erhalten 
(72) Is? (7, 9)}—f(@,9) <o fir n>N. 
Fiir k= 1 kann « so klein gewihlt werden, daB erstens (67) erfiillt ist 
und zweitens der Ausdruck rechts in (70) kleiner als : wird; nach solcher 
Festlegung von ¢ wird dann, fiir » > N und N hinreichend groB, auch 
das dritte Glied rechts in (71) kleiner als > und die Ungleichung (72) 
ist erfiillt. 

Es besteht sogar (72) gleichmaBig in einem ganz innerhalb eines 
Stetigkeitsbereiches von /(@, pm) gelegenen Bereich, falls nur fiir k <1 die 


auf K, beziigliche Bedingung daselbst gleichmaBig erfillt ist. Wir kénnen 
also den folgenden Satz aussprechen: 


Hauptsatz L Es sei f(0,q) eine auf der Einheitskugel K im Rie- 
mannschen Sinne absolut integrable Funktion; dann ist die zugehirige 


Laplacesche Reihe summierbar (C; k), wo ; <k<1, mit der Summe [(6, —) 


in jedem Punkte (0, p), wo {(0, q) stetig ist, und wo der auf eine beliebig 
kleine Umgebung des Gegenpols (x— 0, +2) bestigliche Ausdruck 


. , 
4a AW) f £(, ') Sn” (cos y) do 
n X 


mit unbegrenzt wachsendem n dem Grenzwert Null zustrebt (was 2. B. zu- 
trifft, wenn die gegebene Funktion in der Umgebung des Gegenpols be- 
schrdinkt ist). In einem Bereiche, welcher dem Inneren eines Stetigkeitsbereiches 
von f{(8,p) angehirt und in welchem sich der auf den Gegenpol besiigliche 
Ausdruck mit unbegrenzt wachsendem n der Null gleichmipig néhert, ist die 
Summierbarkeit eine gleichmaBige. 
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Fiir k =1 (und a fortiori fiir k > 1) gilt der Sate mit dem Unter- 
schied, daB die obige Gegenpolbedingung iiberhaupt wegfallt. 

Betrachten wir noch diejenige Art der Unstetigkeit von /(0, ), welche 
der Dirichletschen Unstetigkeit bei den Fourierschen Reihen entspricht. 

Durch den Punkt (0, m) legen wir einen GroBkreisbogen, dessen geo- 
graphische Linge von einem beliebigen Punkt auf dem zu (0,q@) als 
Nordpol gehérigen Aquator aus gemessen y sei. Wir nehmen an, da, 
wenn (9, q’) sich auf diesem GroBkreisbogen dem Punkte (6, p) niihert 

lim /(9, 7’) = F(O, 9, v) 

und zwar gleichmibig fir 0< ~< 22, wobei F(0, y, w) eine integrable 
Funktion von ~ mit der Periode 22 sein soll. 

In einem derartigen Unstetigkeitspunkte (0, ) ist nun fiir 2 <k<1 


22 
a 
lim s{? (10, 9) = a5 [ FUG, 9, ¥) de, 
wenn die Gegenpolbedingung des Hauptsatzes erfiillt ist. Fiir |: >1 fallt 
diese Bedingung weg. 

Zum Beweise benutzen wir wiederum die Zerlegung (66) und be- 
trachten zuerst K,. Wir kénnen dann bei beliebig kleinem 6 unser ¢ so 
klein wiahlen, daB, wenn (6, p’) in K, auf dem zu w gehdrigen GroB- 
kreisbogen liegt, 

, é 
a. te g; ¥)| < Be, 
wird fiir jedes y wo O< ~< 2a. Dann wird 


[ro Aston a rr J F(6, g, #) S(cos y) do’ 


fist ” (cos ¥) do’ << 


\4a &. 
é 
Sc, 4x @ 


Verlegen wir den Nordpol sl (0, p), so wird 


4x auf 70 p; v) 8 (cos v) dé’ 


#22 


a” All F(, g, ¥) S°(cos 6’) sin 0 dd’ dy 
= n ny e 


— * fre yp, v)dy- vs [89 (cos 6) sin 0 dé’ 
6 





a [Fe v, v) dy - <i fs (cos y) do’. 
0 n 


xk, 
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Wenn wir die friiher gegebenen Abschitzungen von —— ae <a J SY (cosy) do’ 

und der Integrale iiber K, und K, benutzen, so ergibt = die Ungleichung 

(71) mit dem Unterschied, daB auf beiden Seiten ~ fi F(0, @, v) dw statt 
f(9, p) steht, und der Beweis wird wie vorhin zu Ende gefiihrt. 


g 6. 


Beispiel zum Nachweis der Notwendigkeit der Gegenpolbedingung 
im Hauptsatze I. 


Man kénnte vermuten, daB das Auftreten der Gegenpolbedingung nur 
an der Unvollkommenheit der Abschiitzung (63) lage und daB die Be- 
dingung selbst iiberfliissig wire. DaB dem aber nicht so ist, soll jetzt an 
einem Beispiel dargetan werden. 

Dazu gebrauchen wir den folgenden zuerst von 8S. Chapman bewiesenen 
Hilfssatz:*) 

Wenn die Reihe uw, + u, +---+u, +--+ summierbar (C; k) ist, wo 
k > 0, so besteht die Gleichung 


(73) lim ~ —t = (). 
A=e 
Das Beispiel ist folgendes. Franz Neumann und Stieltjes haben die 
formelle Entwicklung**) 


" 3” r(1—o) (2n+1)T(n+o) 
4) <i. T(@) Tin +2—o) P(2), (0<m<1) 
n=0 


ohne Konvergenzuntersuchung***) angegeben. 


*) S. Chapman, Non-integral orders of summability of series and integrals, Proc. 
London Math. Soc. (2) 9 (1911), 8S. 369—409. Siehe S. 379. 

**) Franz Neumann, Beitrige zur Theorie der Kugelfunktionen, Leipzig, B. G. 
Teubner 1878 (S. 138). Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, Paris, Gauthier- 
Villars 1905, Bd. 2, 8.46. Vgl. auch L. Fejér, Uber die Laplacesche Reihe, Math. 
Ann. 67 (1909), S. 76—109 (S. 100—108). 

™*) Nach einem allgemeinen Satze von E. W. Hobson, On the representation of 
a function by a series of Legendre’s functions, Proc. London Math. Soc. II; 7 (1909), 


8. 24—39, konvergiert die Reihe fir —1< 2<1, wenn0<a< : , und fiir «= —41, 
wenn 0“ a< : - Nach Fejér 1. c. divergiert die Reihe im ganzen Intervalle 
—1<a2<1, wenn + <o<i, sowie fiir «——1, wenn 5 <e<i, und fiir 


«x==-+ 1 findet offenbar immer Divergenz statt. 





— , 
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Im Punkte z= —1 ist die Funktion links in (75) stetig, und im 
ganzen Intervalle —1<2<1 ist sie absolut integrierbar. Trotzdem 
divergieren fiir « = — 1 die Cesaroschen Mittel k*" Ordnung (> <k< 1) 
der Reihe (175), sobald o>**". Bezeichnen wir niimlich mit u,(z) das 
n+ 1” Reihenglied, so ist 

,l(i—eo) (2n+1)f(n+o) 
#,(— 1) = (—1P- To) © Fa+2—e) 
2ra— ‘ 
=(—if- fa *) . w-1(1 + 4,), lim 6,— 0 

nach der Stirlingschen Formel (Fejér, 1. c. S. 102, Gl. (27)), und es folgt 
fir 20-—-1>k 

(75) lim '“a(— | 4. 9, 

n= 00 n 


was in Verbindung mit dem Hilfssatze unsere Behauptung beweist. Es 
ist also insbesondere die auf den Gegenpol x = + 1 beziigliche Bedingung 
des Hauptsatzes I nicht erfillt. 


§ 7. 
Die Lebesgueschen Majoranten k‘* Ordnung der Legendreschen Reihe. i 


Wie bereits in § 2 hervorgehoben wurde, spielen bei der Legendre- 
schen Reihe die Lebesgueschen Majoranten k** Ordnung o(x) dieselbe 
Rolle, wie die Lebesgueschen Konstanten o®) bei der Laplaceschen 
Reihe. 


Wir wollen jetzt beweisen, daB fiir ein festes «>0O und k>O die 
Lebesqueschen Majoranten fiir —1+2e<2<1—e und jedes n beschrénkt 
_ Aus (4) folgt unmittelbar, dab fiir h > k 

of (2) S max (of)(2), ef @), «++, of @)), 
sodaB es nur nétig ist, den obigen Satz fir O0<k<1 wm _ beweisen, 
(far k >< ist er sogar eine direkte Folgerung aus (18) und (59)). 
Wir bestimmen 7 durch die Bedingung 


cosy =1—e, O0<n<G 


und setzen «= cos 0, y=cos#, wo yl OS a—y, O< <a; damn 
wird zufolge (16): 
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(76) o\” (cos 8) -f, 2) |x" (008 6, cos #) | sin #d@ 
o-* 0+” : 
={+ f+ fHhtArh, 
. o-~ 0+” 


wobei wir uns » als so groB gewihlt denken, daB _ ae > 0 und folglich 
(77) @—-—~>0-—-3>4, (0+—=<0+4<en-7 


wird. Betrachten wir zuerst J,, indem wir S“ (cos @,cos#) in der Form 


s® (cos 6, cos #) -> 4, -(2v +1) P, (cos @) P, (cos #) 
r=0 
schreiben. Es ist nach der Stieltjesschen Anniherungsformel (14) mit 
p=0 


1 1 : 
‘he Vern sin 0) “ et 1) sin .) 2 “ve+ i) 
sowie zufolge (77) 


‘ 


P #) = o( A = O| — nema mel -); 
(cos #) (vex 1) sin 5) Pager 3) (yeq3)' 
demnach ist ; 


(2v +1) P, (cos 6) P,(cos #) = O(1) 
und 


Abth) 
S (cos 6, cos #)| = O(— wm A” = o(* 240 ) = O(n), 


sowie endlich 


2 2 


(78) Jy=. { O(n) sin d9 = o(= O(n)) = 0(1). 


a 
@wee 
n 


Zam Zweck der Abschiitzung von J, und J, benutzen wir (1:4) in Ver- 
bindung mit der Formel (1:7), in welcher wir p = 1 setzen und mit Be- 
nutzung der Stirlingschen Formel fiir [ (x) 


, 7 te+1 _ 
P,(cos 8) -V crue sing “8 3 = 7) " (» +1)? (sino)? 


erhalten, wo M, fir 0< @<-a und jedes » beschrinkt ist. Hieraus folgt 
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P, (cos 6) P, , ,(cos #) — P,, ,(cos 6) P,(cos #) 
a - [cos (**+*0 — #) cos (89 — q) 


~ @+1)2 Ysin6 sin? 2 4 
— cos ("#9 — *) cos (*”,**@ — *)] 
M, 
(v-+1)%(sin @ sin 8)" 


wo M; ebenfalls fir 0<O0< 2, O0< #<-a und jedes v beschrankt ist. 
Durch Zerlegung der trigonometrischen Produkte in Summen bestiitigt 
man leicht die Identitit 
vy+1 a (2v+3 ” 2v7+3 m 2v+1 
cos (* ; 0—~) cos ( * ts *)- cos (* —e— ;) cos (°" 5 | oe *) 
= sin (y+ 1)(@—@) sin “+° — cos (v+1)(0+ #) sin ne 
und zufolge dieser wird 
(v+1)[P(cos 6) P, , (cos #) — P,, ,(cos 6) P,(cos #)] 
\ os OF Om 

= wes ——, | sin (v +1) (@—@) sin @ — cos (v+1)(@ + #) sin ; *| 

M, 

cae teccaeal 
(vy -+- 1) (sin @ sin #)* 
P,(cos 0) P, , (cos #) — P, , , (cos 6) P, (cos #) 


(y+ 1) cos # — cos 4 
me 1 sin (vy + 1)\@—@)  cos(v+1)6+) | 
xVsin 0 sin? eo eet oie ore 
2 
M, 


+. , 
2(v+1)sin°—* sin? t* (sind sin 9)! 


sowie nach (14) und (1:4): 


9 g® = 1 (k—1) sin (vy + 1) (@— @) 
(79) S* (cos 6 cos #) aVin6 tin © aA <— 
o- 2 
ee 57 gan £08 (+1) 0+ 2) 
aVsin 0 sin ® aA ne 
wi 2 


At 1» M, 
>a n-v y+ 


2sin al i £9 aosinoh wert 
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Es ist nun fir 7S O0<a—y und OL Pa 


a 2. Dt 1) cos (v-+ 1) (0+ 4) 


Ysin 6 sin # ies on 9? 
r=0 2 
ee > a 
= . . = an > are 
xVsin 7 sin 3 sin 2 sin " " Yein n sin ® 


der Beitrag, welchen das zweite Glied rechts in (79) zu J, und J, liefert, 
ist demnach absolut genommen kleiner als 


fra add + Jv ad? | = O(1). 


2asin ” " Vain g é 


Wir haben ferner, weil MW; fiir jedes v beschrinkt ist, unter Benutzung 
von (3): 


| 1 Di (k-1) M, 
80 aie A La 
( ) 2 A) was 
v=0 


C55 . (n—v+ "ili : = 1 
arin —_ y+ <u> oF e=-FH 








“ate Gait wees) Tate Dy oti 


1 : 
<at%s (log (w+ 1) + 1) < ey “eet fir n>1. 


Der Beitrag, welchen das dritte Glied rechts in (79) zu J, liefert, ist 
demnach absolut genommen kleiner als 


; log (n+-1) P sin #d@ 
(81) C34 J 
“rr s 2 saiaga ical 


o_o fy et 
re : aaa 
sin a > (sin n)t n+1 al ein ‘sin? — # ® | Vein® ( n+1 ) ? 








ae 
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denn es ist 
= : e-* 
n na 
J, See meta JS ace 
Y 2 sin? _— 2sin \ me V sin 1 2/sin * | 
— 2 ! 
und 
a a 
o-=— -* 
F dt a {' ae x : , 
J= 5m < : a oe log n + O(1). 
; =~; 0 
? r 2 


In derselben Weise wird der Beitrag des betreffenden Gliedes zu J, gleich 
o(eeet ~)) — O(1) gefunden, sodaB wir, alles vorangehende zusammen- 


fassend, 


(82) 0 (cos @) 


| : (k-1) Sin(v+1)(0—#) . 
- vom 74 
-( fs f zed Vent ind | > 4s — ee sin #d#+ O(1) 


sin 
» 


erhalten. 


Die rechts in dieser Formel auftretende Summe laBt sich am ein- 
fachsten folgendermaBen abschiitzen: Es ist zunichst 
(83) Poe tiny sin(yv+1)0=R A :) ‘ > Menge ); 
r=0 ‘\ r=0 / 


ferner haben wir 


1 . 
= ger ot 
1—se"* az ws 


(a—2z) ae - Sedan 1) ,¥04 


— , 
oder, wenn wir _ statt 2 schreiben 


gett 


@n1'G-25 -Se Sa 1) g~. 


v=0 
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woraus nach dem Cauchyschen Satze 


ad gtk 
a1), v0i dz 
bom “il a9 Rig — eff)’ 


wobei die Integration in direktem Sinne tiber einen Weg C erfolgt, welcher 
die beiden singuliren Punkte ¢=1 und ¢ = e** umschlieBt, und die auf- 
" tretenden mehrdeutigen Funktionen * und (¢—1)* so zu bestimmen sind, 
daB dieselben fiir z reell und = + oo beide positiv unendlich werden. Wie 
bei den analogen Integralen in § 2 und § 3 ersetzen wir C durch vom 
Nullpunkt ausgehende Schleifen um die singuliren Punkte (die dritte 
Schleife um z = e~® fallt hier weg, da der betreffende Punkt reguliir ist). 
Genau wie in § 2 sieht man, daB die Integration iiber die Schleife um 
z= 1 zum obigen Ausdruck den Beitrag 


1 
mie f _ Phas 
et — 2) (2— e') 


liefert; das Integral iiber die Schleife um 2 =e ist einfach gleich dem 
Residuum des Integranden in diesem Punkte, also 
k os 
n+ hos (nt 5) f+ 3 ni 
(e** — 1) - (2 sin : y 
und wir erhalten : 


ke 
(84) Daven’ __ sinks ( a"t* de br a) 3" . 


— 
v=0 ” (1 — 2)" (2 —e%) (2 sin " 


Fiir 0 < ¢ <1 ist offenbar 2 — e*‘| >|sin @|, und es ergibt sich aus (83) 
und (84) die Abschitzung 


| at sin (v+1)0 < pan. 1) er 
r=0 y 
1 


1 , —T es = Se 
<simg,f “0—#) ‘dz + | . 6 |F 
i) 


jo 2 
1 FAa—kA) rT n+k+1) 1 » .s 
= ————- e ik 
n T(n + 2) | sin 6 @sin 6 
2 
Cs; <= 1 : 
Sgn | sin 6 | + @sin 6 


2 | 
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Hieraus ergibt sich ferner, indem wir bemerken, dab 


sin ( = ) ane?) 
“== 5) 2 





2 |. 2 
|= n ? 6—@ 2 a 
a—2 _— 
1 | <—) ,@-» sin in +0 — e|. 
a 
(85) 22A® Ysin O sin @ | 2 An sin? = | “) 
oe Vsin@ i » +; 2 
2x(n+1)* Ysinn | (n+1)'~* sin (@ — 8) sin °—* | ecin . O—@ litt 
C, ™ Css, - 1 - me oats 
< 2u(n+ 1) Vein n (uel sin 4 * 2.2 .9-9 _ 
wre: ; ( )- = . ; : 
se + oe ‘ 
~ m-+1 O— = nae ja—at** 
Infolge dieser Abschitzung wird 
t 
1 (e-1) Sin(y +1) (0—@)| . 
J cays sin # 24a sin?” — 
6-* o-= 
Cs6 F “do C3q _ dé = 
Sai J o—a Tt meet ee 
Cs6 1ygnmy\t 1 1 
-2(- atari (s (5) -+F-a) 
Cs6 C37 
<3 seats "(,44) - 0(1); 
aihnliches gilt fir das zweite Integral in (82), und wir erhalten endlich 
(86) 0 < of (cos 4) < ess (0<4<0<2—-n4), 


was der zu } boweisende Satz ist.*) 


*) Fir k = 0 wiichst dagegen o(*) (2) fiir ein x des Intervalles —1+ «<2<1i—s 
mit » ins Unendliche und zwar wie log nm; vgl. A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen 
Funktionensysteme, erste Mitteilung, Math. Ann. 69 (1911), 8. 331—871, Kap. I, § 3, 
und D. Jackson, On the degree of convergence of the development of a conti- 
nuous function according to Legendre’s polynomials, Trans. Am. Math. Soc. 13 (1912), 
8. 305—318. Folglich gibt es stetige Funktionen, deren Legendresche Reihen auch 
an inneren Punkten divergieren; vgl. hierzu auch meine friihere Arbeit, § 4. 
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§ 8. 
Die —_—n der Cesaroschen Mittel der Ordnung k>0O der 


Legendreschen Reihe einer absolut integrablen Funktion fir innere 
Punkte des Intervalles —1---+ 1. 


Hauptsatz II. ” sei O< k<1 umd f(x) eine derartige Funktion, 


dap f(x) und a—a)? + f(2) im ganzen Intervalle —1<2%<1 absolut 
integrabel sind*); dann ist die zu f(x) gehirige Legendresche Reihe swmmier- 
bar (C;k) mit der Summe f(x) in jedem Punkt, wo —1<a4<1 und f(z) 
stetig ist, und die Summierbarkeit ist in jedem Intervalle a< «<b, wo 
—1<a<b<1, welches im Inneren eines Stetigkeitsintervalles von f(z) 
liegt, eine gleichmiBige. 

Wir setzen, wie im vorhergehenden Paragraphen, 2 = cos 0, y = cos #, 
wo 7X O0<a—y, OL F<; es ist dann 


(87) s® {f(cos 0)} = f aa S (cos 0, cos #) sin d@ 


e @—-28 @+8 Ae 


fff safes 


.@ O—e O+e# A-e* 
=I, +h+4+4,+d5, 
wo 0<s<t 


Es sci > 0 aber beliebig klein; weil f(cos #) im Punkte # = 6 
stetig ist, kénnen wir ¢ so klein wihlen, dab 


(88) \f(cos #) — f(cos @)|<,°- fir 0—e<<O+e 
und zufolge (86) wird dann 
At 


(89) | J, — f (cos iy S (cos 0, cos #) sin ds 


A®) 
O+e 


< " so) sap S (cos 0, cos #)| sin #d# 


nm 


0 1(k) é 

- cos 6, cos #)| sin #d# = , — 0) (cos 0) << | - 
< sac f aap ( ) Css Cn ( M< 3 
*) Fir k>S ist die zweite Bedingung eine Folge der ersten, und umgekebrt 
1 


fir O<k< 2" 
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Ferner ist, wie sofort einleuchtet, 


ip S” (cos 8, cos #) sin dd? = 1, 
0 
sodaB 


O+e 


1 —f : ~ 8 (cos 6, cos #) sin # dd 


2 A®) 
n O—e a 
-(f+f ) 5 toy 82 (cos cos #) sin d#@. 
0 


6—e 
O+e/ 





Eine fiir die rechte Seite dieser Formel geeignete Abschitzung von 
S (cos 6, cos #) erhalten wir, indem wir bemerken, daB nach dem Abel- 
schen Lemma*) 


*) Es geniigt fiir unseren Zweck, das Abelsche Lemma in der folgenden Form 
auszusprechen: 


Es seien Gy, 4,,°**, @, positiv und a,< 4,44, sowie b_, =0, by, bi, d 
irgendwelche reelle GriéBen, deren absolute Betriige <B sind. Dann ist 


n 
> 4,(b, — 4,1) <2Ba,. 
v¥=0 
Aus der Identitiit der partiellen Summation 


= (%, pare b,_1) _ = (% —@, +1), + a,b, 
folgt nimlich . - 


n | n-1 n—1 
4.0, —b,-1)| SF G14) bl +45)4|<8( 41-8) +44) 
= B(2a, —a,)< 2Ba,. 
Setzen wir «= -5, O0<k<1, so ist 


a1 k- n—v+tk—1 1—k 
@,41;— 4, = AG- ) - — At- D = = At- =P4(1- inoacey )- £G-% .- a 
und fiir 
6... 0 
Y sin (vy + 2) sin(e + 1) > 
b= a sin (w+1)60 = >- 
“=O sin 
2 
bzw. fiir 
pr 6 
» cos (vy + 2) z sin ~+1))> 
b, = > cos (u+1)0= 3 : 
uae sin, 


ist |b,| <<) : @ (> Woraus die Formeln (90) folgen. 
Ss 














Summierbarkeit der Reihen nach Kugelfunktionen. 369 


ya » sin (v+1)0)/< : ' 





v=0 sin Ld 
(90) ; ‘ 
> Ak” cos (v +1) 0 < a . 
v=0 | sin 
| 2 
‘aufolge (79), (3), (90) und (80) ist dann 
() Se 1 Ce 2 
aa S*" (cos 0, cos#) | < ani! wYsindsind ( ..O— + sint 9° J 
log (n+ 1) 1 
+t c . * 
3 ntl aein® —* sin? t? (sino sin 9)! 
Cs : 1 2 2 
(91) < 2(n+1)* wVYsinn sin? (in .* da? * 
2 a: 
log (n+ 1) 1 
+¢ ————— 
~ OF 2sin * sin ” (sin 7 sin o)! 
2 2 
Cso 1 
(n+1)° gins . (sin @)? 
sodaB 
/ @-—« a ae 
1 — S (cos 0, cos #) sin 8d@ <( [+f _. 
bed : e (n+1)" sin? — Ysin # 
‘0 O+e 2 
° C39 dg Coo 1 
<f k* & e 
F (n +1) sin* 5 Vain ~ (n1y “int £ 
Aus (89) erhalten wir jetzt 
(92) | J, — feos 6)| <3 4 Se, Moos Pht 


k 
int ("+1) 


Fir ¢«-<@<0—¢ bew. 0+e&<%<a—-<e folgt aus (91) 


s® C9 1 C39 1 
cos 0, cos #) < ° ~ ; : ( 
2 ro ( ) (8+1) gin? £ (sin «)! (sin 5) @+e 
und hieraus 
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(988) |J,+J3,\<-—™% << ." (frp foe) | sin 0a 


:) a 
(aa 2) 


< Gin os Jf f(cos#) sin@d@ 
2 


- cSt tap fen Sn 
(sin ¢) ‘) P reer (sin wn) (n-+1)’ 


wegen der absoluten Integrierbarkeit von f(z). 


Um endlich die Integrale J, und J, abzuschiitzen, wenden wir auf 
die Identitit 


(y—2) 8)” (a, y) = > AN) (v +1)(P,@ P41) — P,41@ P,y) 
v=0 
eine partielle Summation an und erhalten 


(y—a) S® (x,y) = > (AS—” (v +1) P,,,(y) — A°=”, ,» P,_1(y)) P@) 


v=1 


+ AS” P,(x) P,(y) — AY~?(n + 1) Py, (2) P,(y) 


- 2 A&~Y (v +1) (P, 1) — P,_1) P(2) 


+ AP + DAE, o) Pa), 


v=l1 
+ AS~” P(x) P,(y) — AS” (n +1) P,,,@) Py), 


oder, wegen AS (y+ 1) — Flt me v= _* + (1—k) _* =" — +i 
und At ) = 1, ; 


(94) (y—2) 8 (wy) = > AS +-1)(P, 4,0 — P,_1W) P,@) 


vy=1 


+ > A’) P_s(y) P,(2) 





+ (1k) > ACW —*. P,_s(y) P,(2) 
v=1 


+ AS” Pi (x) P,(y) — (n+ 1) P,(y) Pays (2): 
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Wir fiihren jetzt wieder «= cos0, y=cos®@ ein; dann ist erstens 
nach (1:7) mit p=1 
r P 0 C42 < ; sa 
(95) Aeaeey € Viv +1) sind ~ Y(v+ 1) sing 


und zweitens 

(96) P,,, (cos #) — P,_,(cos #)|<—“"— fir 0< @< 2*) 
Vr+1 —_— =e 

Hieraus folgt 


> At-» (v+1)(P,,,(cos #) — P,_,(cos #)) P,(cos 6) 


+| Sar » P,_,(cos #) P, (cos 0) + A*~” P, (cos 0) P, (cos #) | 


v=1 
n n 
(k-1) Cg (k—1) (k-1) 
< D Ata) Sate 4D Aen + a 
Vsin 7 





v=1 v=1 
< (fate +1) Dat? eu Al 
Wegen | cos # — cos 6| = |2 sin’ =” sin? + ® | > 2 (sin )" ergibt 
dann (94) 
(97) _ gf (cos 0, cos #) 


2 7 


1 q (1—k)e, = (k—1) Vr 
< | Cc + 5 ; rt ) (cos #) | 
4 (sin A y | vs AM Ysin ” a n—v+1 1 


Cy. YVn+1 ean 
Vsing AW | Fa(cos ®) | 
Wenden wir zur Abschitzung der rechts auftretenden Kugelfunktionen 
die Formel (95) an, so entsteht unter Benutzung von (3) 
(98) " oo 53 (cos 8, cos #) 


= n 


1 | (1—k)c, ¢, ci. 1 €; Cis 
< | “at — > + =< 
4 (sin “yl “ " Ysiny sin® -(n+1) om (n—v+1)?-*  (n+1) Yasin 7 sin 0 


¢ 1 
< Cc 5 — — . 
wt n+1)* Yein® 
*) Fir einen sehr einfachen Beweis dieser Formel vgl. H. Burkhardt, Zur Theorie 
der trigonometrischen Reihen und der Entwicklungen nach Kugelfunktionen, Sitzungs- 
berichte d. Bayerischen Ak. d. Wiss. (Miinchen) 1909, Nr. 10, S. 1—33. 
24* 











4 
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Ersetzen wir aber in (97) die absoluten Betriige der Kugelfunktionen 
durch ihre Maximalwerte = 1, so erhalten wir 


S (cos 0, cos #) 


2 2 
1 1 (1 —RB) ey C5 Cys . Ve Cs Cys : 
; 1)2 
< 4 (sin "\" | “a + (n+ 1) Vsinyn = 7 (n—v+ 1)?- . Vsin 7 (n + ) | 


Am Anfang von § 5 wurde aber gezeigt, dab 
a-» >) _— ie .<2Yn+1, 
und folglich ergibt die obige Formel 


1 


(99) = @ S (cos 0, cos ®) < Cy; + eg (n +1)? — 


Es sei jetzt erstens k oe 
das Integral J, angewandt, 


9 3 dann ergibt die Abschitzung (99), auf 


1 * 
idij< (cus + Cq(n +1)? ) f \leos)| sin #d# 
0 
< (Cy; + ea) f [feos #)| sin td@. 
0 


Zweitens sei k < ; und » so klein, dab =< >; dieselbe Abschitzung 
ergibt 


1 


J, < (64s + (n+ 1)? ) f \rlcos #)| sin ddd 
0 


1 ” 1 
k (cos #) — 
< (C4, + Cy) (nm + 1)? peas -(sin#)* sind dé, 


1 
(sin #)* 
x 


oder, weil sin #< #< n+1 


ist, 


& 
k 


1 : 1 
J, < (4 + Cy) (n 4. 1)? . f f\cos a (, + )° sin dt? 
(sin #) * 


’ 


1 


x . 
=x* a t+ea) f oe sin Pd. 


a 
(sin #) * 
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<«; dann zerlegen wir 


if 
J, -J+J 


a3 


Drittens sei k << - und sti 


und wenden in dem ersten Integral die Abschatzung (99), in dem zweiten 


aber (98) an 


a n 
n+1 n+1 
J,\< ‘oJ f(cos #)| sn dF + ey (n4+1)9 fool 
° (sin #)? 


i 
- (sin #)? ‘sin 9d 


+e f f(cos #) sin 9 dd + — Sse J few . :. ; Sint dd 
vo +1)* :- (sin #) 
a +i ein #) 
ma 
n+l 
< Cy Sites sin 9d9 + cg (n +1)? ‘f fen? | 
-k 
. ° use 
1 
c 4 _ die 
, (+) sin dd 
Cu e =— 1 . 
° add 
o sscail a n+1 
a 
. 1 a+i 
= Cy, | |f(cos #)| sin @9d@+22 ty fone sin $d? 
e e a 
: 0 (in 9)? 


+ Se | fee) | sin dd? 
* ind)? 


. 


<eu f (008 ®) sin 9d®. 
-k 
° (sin 8)? 


Ganz aihnliche Abschitzungen erhilt man fiir J,, und zufolge der iiber 
a 


die absolute Integrierbarkeit von f(~) und (1—<x*)* 


1 
2 4 f(z) gemachten 
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Voraussetzungen lift sich deshalb ¢ so klein wiihlen, daB erstens (88) er- 
fillt ist und zweitens |J,+J,|<. Dann schlieBen wir aus (87), (92) 
und (93), daB 
20 “40 41 1 
| s {F(cos @)} — f(cos @)| <=" + “ae z | f(cos 8) | + <a ; » 
(sin >) (sin >) (n+ 1) 

und indem wir ein N = N(e) so groB wiihlen, daB fiir n > N das aweite 
Glied rechts < ; wird, haben wir die Konvergenz der Cesaroschen Mittel 
kK" Ordnung der Legendreschen Reihe gegen die Funktion selbst fiir einen 
im Inneren des Intervalles — 1 --- +1 liegenden Stetigkeitspunkt bewiesen. 

Die GleichmiBigkeit der Konvergenz in einem Intervalle, welches ganz 


im Inneren eines Stetigkeitsintervalles von f(x) liegt, ergibt sich nach der 
Heine-Borelschen SchluBweise sofort aus dem vorangehenden Beweise. 


§ 9. 
Beispiel zum Nachweis der Notwendigkeit der Endpunktsbedingung 
im Hauptsatze II. 
Aus der Formel (75) erhalten wir 
_ sr 2” I(i—o) (@n+1)Fante), -; 
(100) f(z) = 2 laa + (1 md ~ om ~F@) © Fan+2—o) P,,(2), 
0<a<1, 
und die Anwendung der Formel (1:7) und der Stirlingschen Formel fiir 
T(x) ergibt (Fejér, lc. S. 103) fiir 2 = cos 0 


r(i—o) (4n+1)F(2n+ o) 
Te) Tenf2—e) /2x(cos 8) 
3 
2T(1—o) 2 1 a\ anl(ou\2"~ 3 
— Te ——- [ cos ((2n+ 3) 9— 7) _ e, (6) (2n) , 


wo lim ¢,(@) = 0 gleichmaBig fir 0< 4 <6<a2— yy. 





Es sei erstens 0 = of, wo p und g ganz und relativ prim; dann wird 


pom (Ber + 5)9— 3) - = (5 — 9): 


" . . 6 . . . . . , Tes 
Zweitens sei ; irrational; bezeichnen wir mit : * den v*" Niherungsbruch 
¥ 


der Kettenbruchentwicklung von £ , 80 ist 


6 Py| 1 
| 


* @&\ ~@*? 
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und folglich | 

, 1 a 6 n 

lim cos ((2¢,+ 5) @— {) = eos(3 — 7): 


Fiir jedes 6 im Intervalle 7 <@<2—y laBt sich also eine unbegrenzt 


wachsende Folge von ganzen Zahlen »,, »,,--- angeben derart, daB 
; 1 x 6 E 7 
lim cos ((2n, + 2) @—{) = cos (5 — 3), 


und indem wir das allgemeine Glied rechts in (100) mit u, bezeichnen 
1 


und bei gegebenem k, wo O<k <>, ein o> : + : festlegen, so wird 


u 
lim 3" = + oo. 
n=co N, 
Nach dem Hilfssatze in § 6 sind folglich die Cesaroschen Mittel 
k** Ordnung der Reihe (100) in jedem Punkte des Intervalles —1---+1 
divergent. Es ist hier die Endpunktsbedingung des Hauptsatzes II nicht 


k 1 


erfiillt, denn (1—2*)? * wird fiir c= +1 von der Ordnung @ + ; — id >1 
unendlich, d. h. ist nicht absolut integrabel im Intervalle —1--- +1. 


Chicago, Ill, den 1. Mai 1913. 
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Uber eine von Herrn C. Runge behandelte Integralgleichung.*) 
(Aus einem an Herrn C. Runge gerichteten Briefe.) 


Von 


Geore Pérya in Budapest. 


Sie haben sich neuerdings mit der Aufgabe beschiftigt, zu vorge- 
gebenem f(x) eine Funktion g(x) so zu finden, daB die Gleichung 


(1) J (u) p(a—u)du = f(z) 


erfiillt sei. Das Interesse und die Neuartigkeit dieses Problems ermutigt 
mich, Ihnen dariiber einige Bemerkungen vorzulegen, mégen sie auch 
noch so unfertig und liickenhaft sein. 

Um eine Orientierung zu gewinnen, betrachte ich die analoge Auf- 
gabe: zu den unendlich vielen vorgegebenen Zahlen 


aad f2 fia fo: hy» he, ia 
unendlich viele Zahlen 


“** Poss Piir Por Pir Por *** 
so zu bestimmen, daB die Gleichungen 


+e 
(2) > 9 Pn-e = he (u=90, +1, + 2,--:) 
alle erfiillt seien. i‘ 


Die Gleichungen (2) lassen sich zuniichst rein formal in die einzige 
Gleichung 


(3) ( dor =>, e 


1=-—-@ 4 A=-o@ 


zusammenfassen. Um zu einer vollstiindigen Diskussion zu gelangen, treffe 


*) Siehe Math. Ann. 75, S. 130—132. 
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ich die (vielleicht allzu willkiirliche) Festsetzung: eine unendliche Folge 
von Zahlen 

***) Pras P-1> Por Pir Par *** 
die die Gleichungen (2) befriedigen, soll nur dann als eine _,,zulissige 
Lésung* gelten, wenn die Laurentsche Reihe 


Qi + Qe + Got Gre t+ Pee? +- > 
in einem Ringe konvergiert, dessen Dicke gréBer als Null ist. 
Diese Beschrinkung zugegeben, ist die Aufgabe nur dann lésbar, 
wenn die Reihe auf der rechten Seite von Gleichung (3) in einem Ringe 
konvergiert, dessen Dicke von Null verschieden ist, und jede Lésung von (2) 


“**y Pa» Pir Por Pr» Far °°” 
muB der Gleichung (3) geniigen. 
Die Mannigfaltigkeit der Lésungen von (2) laBt sich nun mit Hilfe 
der Elemente der Funktionentheorie véllig tiberblicken. Man markiere im 
Innern des Kreisringes, innerhalb welches die linke Seite von 


+0 
(4) > fat =0 
‘=o 


konvergiert, alle Wurzeln der Gleichung (4) von ungerader Mehrfachheit. 

Man schlage durch alle diese Wurzelpunkte die Kreise um den Mittelpunkt 
+0 

z= 0. Durch diese Kreise wird der Konvergenzring von > fat" in end- 

lich viele oder abzihlbar unendlich viele Teilkreisringe zerschnitten. Diese 

Teilkreisringe zerfallen in zwei Klassen: zur ersten Klasse gehéren die- 

jenigen Teilkreisringe, in deren Innern 


+0 
(5) V = fh, # 
eindeutig und regulir ist, und sich folglich in eine Laurentsche Reihe 
entwickeln laBt. Zur zweiten Klasse gehéren diejenigen Teilkreisringe, 
in deren Innern (5) zweideutig, aber 


+o 
Ve Spe 
eindeutig, regulér und in eine Laurentsche Reihe entwickelbar ist. Jeder 
Teilkreisring der ersten Klasse liefert zwei Liésungen der Gleichungen (2) 
(die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden). Die so gefundenen 
Lésungen sind alle verschieden und erschépfen die Gesamtheit aller zu- 
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lissigen Lisungen. — Man sieht, daB folgende drei Fille vorkommen 
kénnen: die Aufgabe (2) hat keine Lisung, sie hat endlich viele oder sie 
hat abzihlbar unendlich viele Lésungen. 

Fir Ihr Problem (1) fiihren nun diese Uberlegungen zu einem An- 
satz, durch den alle solche Lisungen g(x) gefunden werden miissen, die 
das Integral*) 


+2 


(6) fo(ue“ du = 0(s) 


fiir zwei verschiedene reelle Werte von s absolut konvergent machen. 
Sei die linke Seite von (6) in dem Streifen « << R(s) < f absolut kon- 


vergent, so ist 
+o 


?(s) = iy p(u) p(v)e—“ +". dudv 


—.2 
+2 


= fe at { p(w) p(t—u) at 


= [feat 


und aus diesem Resultat erhilt man leicht ersichtliche notwendige Be- 
dingungen dafiir, daB (1) eine Lésung der eben charakterisierten Art zu- 
laBt. — Nehmen wir umgekehrt an, daB das Integral 


+00 


(7) fie" dt = F(s) 


einen Streifen absoluter Konvergenz besitzt, und in einem Teil 

a< Rs) <8 
desselben Streifens von ungeraden Nullstellen frei ist; machen wir ferner 
die Annahme, daB fiir « << R(s) < p 


+00 


VF(s) = fo(uje“du 


gesetzt werden kann, so daB die rechte Seite absolut konvergiert, dann 


*) Mit der Konvergenz von [ntegralen von der Form (6) steht es im allgemeinen 
so: die s-Ebene wird durch vier, der imaginiren Achse parallele Gerade in fiinf Teile 
geteilt (in zwei Halbebenen und in drei unendliche Streifen) derart, daB das Integral 
im ersten und fiinften divergiert, im zweiten und vierten bedingt, und im dritten 
unbedingt konvergiert. 
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ist p(x) eine Lésung Ihrer Gleichung (1). Sie kann sogar explizite be- 
rechnet werden. Sei nimlich 0 < « < » < B, so ist 
_— , 
"(se ° 

J’ e ds = 2xi f gu) du. 
_Dies kann ganz strenge und genau auf dieselbe Weise gezeigt werden wie 
es bei Dirichletschen Reihen in dem einfachen Falle der absoluten Kon- 
vergenz geschieht.*) 

Um meinen Ansatz zu vervollstindigen, wiirde die Untersuchung der 
Bedingungen nétig sein, unter welchen die Quadratwurzel der Funktion (7) 
durch ein Integral von derselben Form dargestellt werden kann. Diese 
Untersuchung diirfte jedoch sehr schwierig sein. 

Auf alle Fille ist es sehr merkwiirdig, daB sowohl Ihr Ansatz, wie 
der eben besprochene, auf das Ausziehen einer Quadratwurzel fiilrt. 


*) Landau, Handbuch, Bd. 2, 8. 825—826. 
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Uber Lésungen mit einem variablen Endpunkt in der 
Variationsrechnung. 


Von 


A. Rasmapse in Murom (RuBland). 


Einleitung. 


Die allgemeine Aufgabe der Variationsrechnung kann man folgender- 
maBen formulieren: 

Es sei gegeben ein Integral 

te 4 
J=f f(a, y, ¥)dx = | F(x, y. x’, y')dt, 


sad | i 


wo f und F Funktionen sind, die gewissen Bedingungen in einem be- 
stimmten Bereich B geniigen, und ein funktionales Feld*) stetiger Kurven, 
die ganz in diesem Bereich liegen. Es wird verlangt, diejenige Kurve 
dieses Feldes zu bestimmen, die fiir das Integral (J) einen Extremwert 
liefert. 

Der Charakter des Problems hingt von den besonderen Bedingungen 
ab, welchen (auBer den Regularitiitsbedingungen: Stetigkeit, Existenz einer 
Tangente usw.) alle Kurven des Feldes entsprechen miissen. Z. B., wenn 
fiir alle Kurven 


4 
J Ga, y, #, y)dt—2 (! 
4 


sein soll, wo G eine andere Funktion und / eine Konstante ist, so laBt das 
Problem besondere Betrachtungen zu. Aufgaben dieser Art heiBen ,,isoperi- 
metrische Probleme“. 

Die besonderen Bedingungen, welche das funktionale Feld charakte- 
risieren, sind zweierlei Art: entweder es sind gegebene Gleichungen (Neben- 


bedingungen), welchen alle oder eine Menge der Linienelemente (2, Y; v) 


*) Im Sinne Hadamards, Legons sur le Calcul des Variations. 














Variationsprobleme mit variablem Endpunkt. 381 


der Kurven des Feldes geniigen miissen ((2) ist eine spezielle Form einer 
solchen Bedingung), oder es sind Bedingungen beziiglich einzelner Linien- 
elemente der Kurve. 

Was die Endpunkte anbetrifft, so sind zwei Hauptbedingungen miglich: 

a) alle Kurven haben die gleichen Endpunkte, 

b) beide Endpunkte, oder nur einer von ihnen, sind willkiirlich, 
oder es sind Kurven gegeben, auf welchen die Punkte sich 
bewegen kénnen. 

Es sei jetzt ein Problem ohne Nebenbedingungen gegeben. 

Nehmen wir a priori an, daB die Extremale dieses Problems existiert, 
so finden wir, daB es diejenige von den Kurven des Feldes ist, deren siimt- 
liche Linienelemente der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung 
(1) Fyy—FPyet hey —yx2") =0 
gentigen. AuBerdem miissen, gemiB den charakteristischen Bedingungen 
des Feldes, ein oder mehrere Elemente der Extremalen auch noch an- 
deren Gleichungen geniigen. Letztere finden wir mittels der Variations- 
methode, und sie haben die Form 


Pi Fey Hy, MM), Py &, Y, ©, y); Fp gs Yo, Xs Ye); Fy 25 Ye» ty’) Yg)3°°°3 
Go, 4,---} = 0. 

g, ist eine lineare Funktion der Ableitungen von F' nach den Variabeln 2’, y’; 

dy, 4,,°** sind gewisse Parameter. Speziell fiir Probleme vom Typus b) 

werden die Elemente der Endpunkte auf der Extremalen mittels der Varia- 

tionsmethode definiert, deshalb miissen sie den eben genannten Relationen 

geniigen. 

Das einfachste Feld vom Typus a) ist ein solches, dessen Kurven 
von der Klasse C’*) sind. Es ist nur eine Gleichung zu erfiillen, nim- 
lich (1). Wahlen wir in bestimmter Weise den Parameter ¢, so finden 
wir fiir das allgemeine Integral dieser Gleichung 
. xz=f (t, «, B), 

(2) 

, Ae f(t » &, B), 

wo « und # zwei willkiirliche Konstante sind. Die durch die Gleichungen (2) 
dargestellten Kurven besitzen also die einfachste Extremaleneigenschaft. 
Sie bedecken den Bereich B. 

Aus obigem folgt, daB die Extremalen eines anderen Problems ohne 
Nebenbedingungen entweder ganz der Schar (2) angehdren, oder aus 
Kurvenstiicken dieser Schar bestehen. 

Also besteht jedes Problem der Variationsrechnung ohne Neben- 
bedingungen im Definieren einer Kurve der Schar (2), welche aufer der 


*) Im Sinne Bolzas, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, 8. 13, 14. 
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einfachsten Extremaleneigenschaft noch diejenige besitzt, die in dem Pro- 
blem genannt ist, oder mehrerer Kurven derselben Schar, deren Stiicke eine 
Kurve bilden, welche dem Problem entspricht. 

Eine besonders einfache Aufgabe ohne Nebenbedingungen tiber ein 
Extremum von dem Typus b), welche wir betrachten werden, besteht im 
folgenden: Ein funktionales Feld sei von einem Biischel stetiger Kurven 
gebildet, die von einem gegebenen Punkt A ausgehen und in einem Kreis 
von hinreichend kleinem Radius endigen. Dann muB die Extremale 4 
dieses Feldes eine Extremale auch in bezug auf sich selbst sein, d. h. sie 
muB in einem solechen Punkt A, endigen oder ,abreiBen“, dab das Inte- 
gral J, entlang dem Betrag AR, genommen, den Extremwert besitzt. Des- 
wegen nennen wir die Extremale 4 eine abgerissene Extremale und den 
Punkt R,, wo sie abreiBt, den RiBpunkt. 

Von den Kurven (2) sind diejenigen abgerissen, auf denen RiBpunkte 
existieren. Spiiter zeigen wir, daB die Gesamtheit abgerissener Extremalen 
eine Schar mit nur einem willkiirlichen Parameter bildet. 

Uber das Biischel der Kurven, die vom Punkte A ausgehen, mub 
man folgendes bemerken: Der Charakter des Problems hingt davon ab, 
ob man den Punkt A fiir den Anfangspunkt oder fiir den Endpunkt hilt. 
Entsprechend diesem kann dann auch der RiBpunkt FR, fiir den Endpunkt 
oder fiir den Anfangspunkt gehalten werden. 

Im ersten Fall nennen wir die Extremale ,erster Gattung“, im zweiten 
»zweiter“. 

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir meist die notwendigen und 
die hinreichenden Bedingungen fiir abgerissene Extremalen erster Gattung. 
Am Schlu8 bestimmen wir den Zusammenhang der abgerissenen Extremalen 
erster und zweiter Gattung. 

Von den zwei Extremumswerten — Maxima und Minima — betrachten 
wir der Kinfachheit halber nur den letzten. 

Zu einer kurzen Orientierung tiber den Inhalt der Arbeit ist vielleicht 
das im letzten Kapitel gegebene Beispiel besonders geeignet. 


A. Notwendige Bedingungen. 


1. Von der Funktion / nehmen wir an, daB sie von der Klasse C”’ 
im Bereich B(x, y, 2 *+ y/*+ 0) ist, und daB sie tiberdies der bekannten 
Homogenitiitsbedingung 
F(a, y, ka’, ky’) =kF (x,y, x,y’) (k>0) 
beziiglich der zwei letzten Argumente (2 und y’) geniigt. AuBerdem sei 
uns eine Kurve L 


t=g(t), y= v(t) (, <t<h) 
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von der Klasse C’ gegeben, welche ganz im Innern des Bereichs B liegt 
und zwei gegebene Punkte dieses Bereichs verbindet. Alsdann ist die 
Funktion 

FeO, vb, '®, vO) 
stetig im Intervall (¢,¢,) und folglich hat das Integral 

ty 

T= | F(p@, vo, 9b, v') dt, 

entlang der Kurve Z genommen, einen ganz bestimmten endlichen Wert. 
Fernerhin werden wir dieses Integral kurz mit J, bezeichnen. 

Es sei 2 eine abgerissene Extremale (Fig. 1), welche von dem An- 
fangspunkt A ausgeht, und A, ihr RiBb- 
punkt. Im Innern eines Kreises R, von 
hinreichend kleinem Radius um den Punkt 
R, nehmen wir einen Punkt B. L sei 
eine beliebige benachbarte Kurve, welche 








die Punkte B und A auf der Extremalen A me % 
verbindet. Dann ist nach der Definition der abgerissenen Extremalen 
J, > Si. 


Verbinden wir jetzt die Punkte Bund &, durch eine willkiirliche Kurve 
©(R,B); da der Punkt B ein beliebiger ist, folgt aus der letzten Un- 
gleichung, da8 die Kurve 2, B transversal zu der Extremalen 1 ist. Hier- 
aus folgt, dab die Extremale 4 von der Kurve, welche von R, ausgeht, 
transversal geschnitten wird. 

Wenn 6, der Tangentenwinkel der Kurve © im Punkt R, ist und 
Lo» Yor X%» Yo die Koordinaten und Ableitungen der Extremalen 4 in dem- 
selben Punkt R, sind, so muB die Transversalitiitsbedingung 
(3) F,(%q; Yor Xs Yo) C08 9 + F "v(%os Yor TZ» Yo) Sin O,= 0 
erfiillt sein. Da in dieser Gleichung (3) 6, willkiirlich ist, fiihrt uns das 
zu folgendem Satz. 

Satz I. In dem Rifpunkt R, einer abgerissenen Extremalen miissen 
folgende zwei Gleichungen erfiillt sein: 
(1) F,(2, Yo: ay, > ) = 0, 

F,(%o; Yo» Xo Yo ) = 0. 
Schreibt man die Homogenitiitsbedingung in der Form 
F=7F,+yF,, 

so ist nach (I) 
(4) F(a; Yor To Yo) = 9; 
daher: im RiBpunkt R, der Extremalen ist die Funktion J’ gleich Null. 
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2. Es seien 
r=a(t), yxy) (t, St<t) 
die Gleichungen der Extremalen 4(AR,) und ¢, und ¢, die Werte des Para- 
meters ¢ in dem Punkt A bzw. R,. Betrachten wir jetzt die Funktion 


I(t) =f Fe, yb, 2b, ¥')) at. 


Diese Funktion muB fiir den Punkt ¢ = é, ein Minimum liefern. Folglich 
ist im Punkte ¢=4¢, die erste Ableitung J’(¢) gleich Null, die zweite 
J”(t) >0. Die erste Ableitung J’(t) ist aber 
Fit] = F(a, y@, 2, y'@). 
Auf Grund von (4) ist also die erste Bedingung des Minimums erfiillt. 
Fiir die zweite Ableitung haben wir 
IO) = Fae ()+ Fh yO) +2 OF, + yOF,. 
Setzen wir in dieser Gleichung ¢ =¢, ein und beriicksichtigen die Be- 
dingung (1), so erhalten wir 
: J” (ty) = Fi2'(t) + Fy (t). 
Daraus folgt, dab in dem Rifpunkt R,, auBer der Bedingung (I) noch die 
Ungleichung 
(5) F’(% Yor To Yo )Xp + F(Zos Yor Xo» Y%)% =O 
erfiillt sein mu. 
Fiir die weitere Diskussion nehmen wir an, daB fiir den Bogen AR, 


der abgerissenen Extremalen die Legendresche und die Jacobische Be- 
dingung in ihrer stiirkeren Form erfiillt sind 


F,>0 und t[<t<t, 


darin ist 
(6) pL a: Ae 2 
1 y 2 x y x 2 


und /,’ bezeichnet den Wert des Parameters ¢ fiir denjenigen Punkt, 
dessen konjugierter Punkt R, ist. 


B. Die RiBpunktkurve. 
3. Oben sahen wir, daB irgend eine Extremale von der Klasse (’ in 


einem Linienelement (2, Y, v,) abreiBt, wenn 


(7) F(z, y; * y) _ 0, 
F(a, ¥; z, y’) = 0. 
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Dieses System (7) liefert eine Schar solcher RiBelemente, in welchen die 
Extremalen der Klasse C’ abreiBen kénnen. Wenn wir daraus y, *) eli- 
minieren, so erhalten wir den geometrischen Ort aller RiSpunkte: 

R(a, y) = 0. 

. Dies ist die Gleichung der RiSpunktkurve. Aus dem System (7) und nach (6) 

F,,d2 + F,, dy — x'*y F,a(%) =0, 

F,,d2 + Fy, dy + #*F,a(%) =0. 
Eliminiert man daraus d () , so erhiilt man, entlang der RiBpunktkurve 
Fidz+F,dy=0 







und deshalb 


(8) dy Fa. a 


Ry 
dz - F, 


Aus dieser Formel folgt: Wenn die Funktion F un- 
abhingig von 2 oder y ist, so stellt die Ribpunktkurve 
im allgemeinen eine oder mehrere Geraden parallel zur 2-Achse bzw. zur 
y-Achse dar. Sind aber beide Variabeln x und y abwesend, so ist die 
RiBpunktkurve unbestimmt. 

Durch die Gleichungen (7) wird ein Linienelement jeder abgerissenen 
Extremale eindeutig bestimmt. Die ganze Extremale ist daher durch diese 
Gleichungen vollstiindig bestimmt. 

Es ist noch zu bemerken, da die abgerissenen Extremalen von der 
Klasse C’ sind, die wir durch die Punkte der RiSpunktkurve in ent- 
sprechenden Richtungen (die aus (7) definierten) ziehen (Fig. 2), so bildet 
ihre Gesamtheit eine Schar mit nur einem willkiirlichen Parameter (eine 
einparametrige Schar). 


Fig. 2. 


C. Theorie der konjugierten Punkte. 
4. Es seien 
t=H(a), y=¥(a) 
die Gleichungen einer Kurve ©, die durch den RiBpunkt R, geht. Die 
*) Das ist méglich, da die Funktionen F’,, und Fy nullter Ordnung sind in 
bezug auf 2 und y’. Folglich : 
> si y 
F,(%, ¥,7z, vy) = F(x, », 1, ). 


— " y 
Py @, y,z, ¥) =F, (2, y, 1, v,)- 


Mathematische Annalen. LXXV. 25 
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Kurve © ist bekanntlich (Nr. 1) transversal zur Extremalen 1. Nehmen 
wir an, daB die Tangenten der Kurve © und der Extremalen 4 im Punkt 
R, verschieden sind, dann kann man durch jeden beliebigen Punkt B der 
Kurve © in hinreichender Nihe von R, nur eine Extremale transversal 
zur Kurve © ziehen.*) Die Gesamtheit solecher Extremalen, die transversal 
zur Kurve © sind, bildet eine einparametrige Schar von Extremalen. 

Es seien 
(9) ow p(t, a), y= vit, a) 
die Gleichungen dieser Schar und a = a, der Wert des Parameters a der 
Extremalen 4. Es sei ferner entlang der Kurve © 


(10) t = t(a). 
Dann haben wir eine Identitit: 
(11) (a) F,(p(t(@), a), ¥(t@), a), p(t@, a), ¥,(¢(a), a) 


+ ¥' (a) F, (p(t), a), ¥(t@), a), 9 (t@), a), ¥(¢@, a)) = 9. 
Differenziert man beide Teile dieser Gleichung (11), so erhilt man 
- d ait d ,, dt _ _ 
[2@) 5 Fet IV @5F | +2 OF +9 @F, 
v F(a) (FL. P. + Fuy¥%e + Puy Pia +> Fyy Va) 
+ ¥ (a) [Fy 2Pa + Fy ye + Frye Pta i Fyy Val ad 0. 
Benutzt man die Bezeichnung 
L=F,,—¢%u.F:;; M= Fy, + 4,95, = Fy. + O,%nF 1, 
N _ Fy _ re ae K _ #'(a)F, + y (a) F,, 
4 sn PV, shia UPa> 
so bekommt man 
— as d = 
(F,2'(a) + Fy (a) 5 + (Lo, + Mv, — ¥,F,4) 2 (a) 


+ (Mg, + N¥,+ 9, F,4)9 (@ + K(a) = 0. 
Daher 


(19) at Leet Mv. ve PAE (@) + (Moat Neat oF, M09 (0) + KO) 
a F,% (a) + Fyy (@) 

Daraus folgt, daB die Funktion (10) in der Umgebung des Punktes a = a, 
iiberhaupt nur fiir solche Kurven © existiert, fiir welche der Nenner des 


obigen Bruchs fir a = a, verschieden von Null ist, d. h. wenn 
F£ (ay) + F,9' (a) + 0 





ist. 
Ist aber 
FZ’ (a) + F, 9 (a) = 9, 


so fallen die Tangenten der Kurve © und der RiBpunktkurve im Rib- 


*) Bolza, Vorlesungen, 8. 321. 
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punkt A, zusammen (Nr. 3). Daher betrachten wir nur die Kurven &, fiir 
welche diese Tangentenrichtungen verschieden sind. 

Wir suchen jetzt das Gefille 7, = tg 6, der Tangente an die Kurve © 
im Punkt R,. Auf Grund von (10) haben wir zwei Identitiiten 


Z(a)= (t@),a), y(a)—¥(t@,a), 


und da 
‘ai t(ay) = b, 
so ist 
T, = ' 
«as aa it Pa | i=to 


Fiihren wir jetzt im Zahler und Nenner statt % < den Ausdruck (12) ein, 
so erhalten wir 


yt 4 gy, = — EEF UDS + WO — VFI Or + KOVO 
‘da ' a F, z’ re Fyy 
dt + ee (M2 + NYA + O99 — 7) F, O,+ K(a) eb) 
Piaa Pa a F,z' + Fy . 
Da 
K (a) = 0 
so wird 


(13) , (Ly Hy + My Go) A (ty, %) + Yo (ao Ho — Yo Lo) F, (by, &) Ay (ty , A) 
° (M,Z + NoYo)A (bos Go) + Xo (Fo Yo — Yo Zo) Fi (tos %)Ar(to, @)’ 


worin L,, M,, No, Zo; Jo die Werte von L, M, N, &, y’ fiir den Punkt 
t=—t,, d=, sind Ferner schreiben wir anstatt Alo, ay), A,(ty, A), 
F(t, @)*) einfach A, A,, F;. 
Aus (15) folgt ferner 
- — (Z,+ M, T, A+ y" (x, T, 0 — % )F, 4, 
on (My + Ny T,)B + Xo’ (So To — Yo FO; ? 
sodaB sich die Bestimmung von 7, auf die Piseit einer quadratischen 
Gleichung 
(No + a9 2 F,4,) Ty? + 2( MyA — a9 yo F,4,) Ty + (Lp + yo *F,4,) = 0 
reduziert. Daraus 
T. _ —(M A—26'4o FA) +V( My. A— 2, Me ‘F,4,)* (NA+, °F, 2 4) (L, A+ °F, Ay 
0 N,A+2,'?F, 4, 
was nach einfacher Rechnung ergibt 


(14) he ai —(M,A—zx,‘y, ‘F,O)+V(M,' *_N, od) & *— (Lyx, *4+2M,2 Lo | ‘Vo ‘+ Nyy, *)F, Aa; 
oo N, A+2a,F, 4, 








*) Die abkiirzende Bezeichnung stammt von Bolza, Vorlesungen, 8. 223. 
F (pit, a), w(t, a), 9, (t, a), w(t, a) = F(t, a). 
25° 








_ 
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Es sei P(t) der Brennpunkt der Kurve © auf der Extremalen 4.*) Dann ist**) 
(15) A(t, a) = CA(t, z), 
wo C eine willkiirliche Konstante ist und @ nach WeierstraB dasjenige 
Integral der Jacobischen Differentialgleichung -fiir die Extremale 4 be- 
zeichnet, welches fiir t= ¢ verschwindet. Aus (15) folgt 

A (to, %) = CO (4, t), 

A(t, %) = CO,(t, 7): 
Setzen wir das in (14) ein, so erhalten wir 


P= — (4,6 — ry Yo" F, 6) + V(M,?— N,L,)0* — (L,2,"*+ 2M, Yo + Ny Yo?) F098, 
° N,0 + 2,*F, 6, 











oder : —— 

= (a0, Bad ©o'Yo F, %) > Vom, os N, Ly) — (L,2,*+ 2M, LY + Noo) F; Sella) 

(16) Ty=— e Eee ane oe 
0 0, 
N, + Xo *F, 6 


Dies ist die Relation zwischen dem Tangentenwinkel an die Kurve © im 
Punkt R, und dem Brennpunkt der Extremalen 4. 
5. Betrachten wir jetzt die Funktion unter der Wurzel. Wir be- 
zeichnen sie kurz mit f(r): 
f(t) = (Mg — Nol) — (Lg2q'* + 2 Myo y + Nowe) F, Gees 
Nach der Theorie der Jacobischen Differentialgleichung ist bekanntlich 
9,(t,, t) 
6(t,, 7) 
eine wachsende Funktion von t. 
Da auBerdem 
(17) F,= La +My; F,= M2 + Ny, 
so haben wir 
Lgtq* + 2 My%o Yo + Novo * = % F,+ yo F,- 
In Nr. 2 bewiesen wir 





ty Fi + ¥ F,=9. 
Nehmen wir diese Bedingung in stirkerer Form, d. h. mit AusschluB des 
Gleichheitszeichens, so finden wir, daB8 die Funktion f(r) immer abnimmt. 
Es mége P,(r,) derjenige Punkt auf der Extremalen 4 sein, fiir 
welchen 


(18) f(t) = 0. 


*) Den Brennpunkt der Schar (9) auf der Extremalen 4 nennen wir den Brennpunkt 
der Kurve € auf der Extremalen 2 oder einfach den Brennpunkt der Extremalen /. 
**) Bolza, American Journal of Mathematics 30. 
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Alsdann ist die Funktion f(t) positiv fiir die Werte t bis r, und negativ 
fir + tiber tr, hinaus. 
Es sei 
T< 1%} 
dann ist 


(19) f(t) >0. 


‘In diesem Fall finden wir aus (16) zwei reelle Werte fiir 7,; folglich exi- 
stieren im Punkt R, zwei Tangentenrichtungen, die dem rt entsprechen, 
dessen Wert der Ungleichung (19) geniigt. Ziehen wir jetzt durch R, in 
einer dieser Richtungen eine 
Kurve © und konstruieren trans- 
versal zu dieser Kurve eine Schar 
von Extremalen, welche die ab- 
gerissene Extremale 4 umgeben, 
so dient als Brennpunkt dieser 
Schar derjenige Punkt auf der 
Extremalen 4, welcher dem 
Wert des Parameters ¢ =r ent- 
spricht. Es mége A dieser 
Punkt sein und B der analoge Punkt fiir die Extremale BC der genannten 
Schar. Die Punkte A und B liegen auf der Enveloppe dieser Schar. Nach 
dem Zermelo-Kneserschen Enveloppensatz haben wir (Fig. 3) 


Jan + Inc= J ar, 





Also liefert eine abgerissene Extremale AR, kein Minimum, wenn fiir den 
Anfangspunkt A (t,) 
t St. 

Ist tr >, so ist 
(20) f(r) <0. 
T, ist in diesem Fall imaginir; folglich existiert keine reelle Tangenten- 
richtung fiir r, deren Wert der Ungleichung (20) geniigt. 

Aus allem Gesagten folgt, daB die notwendige Bedingung eines Mini- 
mums die Ungleichung 
(21) t > T% 
ist. 

6. Jetzt beweisen wir folgenden Satz: 

Satz Il, Der Punkt P,(t,) ist der Brennpunkt der Schar abgerissener 
Extremalen auf der Extremalen i. Zum Beweis setzen wir voraus, daB ent- 
Jang der RifSpunktkurve F, und F, nicht identisch verschwinden. Es seien 


a—=ax(t,m), y=y(t, m) 
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die Gleichungen der Schar abgerissener Extremalen, welche die Extremale 1 
fir m =m, enthilt. Es sei ferner 


t = t(m) 
entlang der RiBpunktkurve. Fiir m = mz, ist 
t(m,) = t. 
Dann haben wir zwei Identititen 
F, (a:(t(m), m), y(t(m),m), x,(t(m), m), y,(t(m), m)) = 0, 
F, (x(t(m), m), y(tim),m), x,(t(m),m), y,(t(m), m)) = Q. 
Differenziert man diese Identitiiten, so erhilt man 
d > . 
F, =~ + Fy .%m + Fy Ym a lim Fey + Yem Fry = 0, 
, at . : » 
F, dm + Fy 2%m + pen * Lem Frye + Yim Fyy po 0. 


Nach den Bezeichnungen der Nr. 5 kénnen wir diese Gleichungen so 
schreiben: 


7 d ’ 
(22) F, + Lz,,+ My,,— y,F,4,= 9, 
ms 7 d T 
, A ix + Mx,, + Ny,, + 2,F, 4, = 0. 


ree A 
Eliminieren wir 5, daraus, so folgt 


Lim + MYm—YeF, Op — Moy + NYm_t Fi Oy 


F, F, 
Daher haben wir auf Grund von (17) entlang der RiBpunktkurve identisch 
(M*?— LN) A — (La? +2Mzx,y,+ Ny?) F,4,= 0 
und folglich im Punkt FR, 
(My’—L.Ny) A(by, mg) — (Lgitg? + 2 Momo Yo + Noo ®) F; (tos Mo) A; (to, Mo) = 0. 


Es sei H,(h,) der Brennpunkt der Schar abgerissener Extremalen auf der 
Extremalen 4. Nach (15) schreiben wir die letzte Gleichung folgender- 
maBen 


r re ¢ ae r iz) , 6 t, Ry) 
(M,?— LN) — (Lgtq*® + 2 My iq Yo + Nove *) Fi (to, 4) eR =s 


Vergleicht man jetzt diesen Ansdruck mit (18), so ersieht man, dab 


9,(t,, To) a 9 (ty hg) , 
O(ty,%) Ot, hg) 


Das ist aber nur dann méglich, wenn 


hy = T), 
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d.h. wenn die Punkte P, und H, zusammenfallen. Wir hatten angenommen, 
daB entlang der RiSpunktkurve F’, und F, verschieden von Null sind. Es 
ist aber leicht zu beweisen, daB eine von diesen Bedingungen nicht wesent- 
lich ist. Es sei +0, aber 
(23) F, = 0. 
Dann ist die Ri®punktkurve eine Parallele zur y-Achse. Folglich 

x(t(m), m) = const. 
Differenzieren wir diese Gleichung, so kommt 

dt , 
“qt %,= 9. 

Jetzt eliminieren wir aus dieser und der ersten Gleichung (22) = und 


erhalten 
Lx,, + My,, a uF d, os Zn 
ls 7 v 

Daraus und nach der ersten der Gleichungen (17) 

MA — x,y,F,4,= 0 

oder 

4, 

4 


Setzt man jetzt darin m, fiir m ein und beriicksichtigt (15), so erhilt man 


M — x,y, F, = = 9. 


¢ ” iis eee 
(24) My — 26% FG. 5°) = O. 


In diese Form kann man auch (18) bringen. Nach (23) ist 


Myx, + Noy’ = 0. 
Daher 
Ty Me’ 
Ny = ; M, ° 


MN 


Setzen wir jetzt diesen Wert fiir N, in (18) ein, so bekommen wir 


ry , , , , 6 (t ’ T) 
M,* + M, ly, Yo == (Ly Xo 24 My%, Yo )F, 0, ,) ial 0 
oder 
Lyx" + Moy’ ( ty! Fe Iltos Fe) 
_ Yo = (My — 2%’ Yo F, 6(t,, w) = 0. 
Es ist aber 
L, X' + M, Yo. 
Yo 


+ 0. 
Folglich 


ae A, (ty, T) 
M,— 26 RiGee —0 


Vergleichen wir das mit (24), so finden wir 


hy = Tt. 
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Also ist der Satz auch fiir diesen Fall bewiesen. Nach diesem Satz schrei- 
ben wir folglich (21): 
(Il) 4 >A, 
Das fiihrt uns zu folgendem Satz: 
Satz Ill. Die notwendige Bedingung eines Minimums fiir das Inte- 


gral (J) besteht darin, daB der Anfangspunkt A der Eatremalen i sich 
zwischen dem Brennpunkt H, und dem Rifpunkt R, befindet. 


D. Schwache abgerissene Extremalen. 


7. Als wir den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen betrachteten, 
nahmen wir die Bedingung (5) in stiirkerer Form an. Es ist leicht er- 
sichtlich, daB im Fall 


(25) % PF, + yy F,=9 
die Extremale 4 schwach ist. In der Tat: (25) ist aiquivalent folgendem: 
Lg%q* + 2Myxo yo + Noy * = 9. 

Da aber z, und y, reell sind, und 

y* + 4° +9, 
so ist das nur dann méglich, wenn 

M— NL, 5 9. 
Dann ist aber 7, wegen (16) immer reell, folglich ist die Extremale 4 fiir 
alle Punkte schwach. Insbesondere: ist entlang der RiBpunktkurve 

F,= F,=9, 

so ist Fa’ + Fy’ identisch Null fiir beliebige RiBelemente (2, Y; ¥). 


Folglich sind alle abgerissenen Extremalen schwach. Diesen Fall schlieBen 
wir von der Betrachtung aus. 

Die Ungleichung (5) kann man noch anders schreiben. Wir bezeich- 
nen die Koordinaten des RiBpunktes durch — und 7. 

Dann haben wir aus (8) 


dy F, 

-— .« 
und daher 

Fn — 820 


Setzen wir das in die Ungleichung (5) ein, so erhalten wir 


Fz —F*y'>0 
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oder 


F. ’ , 4? 

yn @1—¥8)>0. 
Daraus folgt, daB nur diejenigen RiBpunkte starken Extremalen entsprechen, 
in welchen die letateren die RiBpunktkurve nicht beriihren. Also, wenn die 


RiBpunktkurve die Enveloppe der Schar abgerissener Extremalen ist, so 
_ sind alle abgerissenen Extremalen schwach. 


E, Hinreichende Bedingungen. 


8. Es sei eine Extremale 4 gegeben, fiir welche alle Bedingungen eines 
Minimums erfillt sind, die wir in Nr. 2 nannten; auBerdem sei im An- 
fangspunkt die Bedingung (Il) 

t, > hy 
erfillt und im Endpunkt R, die Bedingungen (I) und (5). 

Dann ist die Extremale 4(4R,) eine wirklich abgerissene, d. h. sie 
liefert wirklich fiir das Integral (J) einen kleineren Wert, als jede andere 
benachbarte Kurve, die von A ausgeht und ihren Endpunkt B in einem 
Kreis hat, der mit hinreichend kleinen Radius um JR, beschrieben ist. 
Verbinden wir namlich die Punkte R, und B durch eine beliebige Kurve 
C(R, B) 


’ a=i(«), y=y(a). 
Im Punkt R, ist 


F (2%, Yor Xo; %) = 9, 

Fy, (29) Yor To» Yo) = 9. 
Es seien %, yg die Ableitungen der Funktionen % und y im Punkt R,. 
Dann folgt aus den letzten Gleichungen 

F(X) Yor X01 Yo Xp + F(%; Yor Lo» Yo) Yo = 9- 

Also schneidet die Kurve © die Extremale AR, transversal. Es ist jetzt 
nur noch zu beweisen, dah der Anfangspunkt A so gewihlt ist, daB die 
Kurve R,B wirklich transversal zur Extremalen 4 ist. Dazu ist bekannt- 
lich nur zu zeigen, daB ¢, der Bedingung*) 


‘S 6 0? 
(26) Ay + By Giz) > 0 


gentigt, wo A, und B, die Werte fiir A und B 
A=i’F,+y"F, + Li? + 2Mry + Ny’, 
B= (ay —yi)F, 

fir den Punkt R, sind. 


*) Bolza, Vorlesungen, 8. 316. 
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Nach (1) kann man die Bedingung folgendermaBen schreiben 


r x7 5 - =? 7,27 es? AA + 9,(t,, t,) 
(26°) Ly%q'? + 2 MyZyiy + Note * + (Xo Yo — Yo Xo)’; 6(t,, t,) > 0 
oder 


(Ly +u0'*F, *) fy * +2 (M, —25' yo F, i) Ty ty + (N, +a °F, 4) Hm *>0. 


Der erste Teil dieser Ungleichung ist eine quadratische Form in bezug 
auf Z und y'; damit diese Ungleichung fir beliebige 7,’ und 4%," erfiillt 
ist, muB daher notwendig 


(27) | (a, — te to I, ‘y (Z + °F, z) (, +a °F, ) <0, 
27 
| 4 


LL, + 9 °F, 7 >0 


sein. Wir haben aber 
(a, — Xo Ho F, “)'— (Ly + % °F, i) (% + ay °F, i) 


, *e , , , , 6 o7 
= (My? — No Ly) — (Lpty * +2 My%o Yo + Nowe *) F; oe , 
und da 
t >h, 
ist, so haben wir nach Nr. 5 und 6 
7 re rT , 6 or “1 
(M,?— Ny Ly) — (Lg%q* + 2 My%o' yo + Noy) F; ae * <0. 
Die erste der Ungleichungen (27) ist also erfiillt. Jetzt muS man noch 
beweisen, daB die zweite Ungleichung auch erfiillt ist. Wir betrachten 
die Funktion 
re 9,(t, »T) 
p(t) = L,+% °F, @(t,. t)” 
Suchen wir den Wert dieser Funktion fiir den Punkt rt = hy. 
Aus (18) finden wir 
O,(toy ho) M,*—N,L, 
O(lyshy) — (Ly ty’* + 2 My ay’ yo + Neyo’ *) Fy 
Deshalb ist 





- - MP — N, L, ’3 
d Phy) = L, + La, *+2M,2, y+ Moy? 
oder 
L, 2,’ +M, y,’) 
hb.) = =— LX 4 ae a hy 
P (ho L, 2, *#+ 2M, 2x," y, + Nyy? 
Daher ist 


P(hy) = 0. 
g(t) ist aber eine wachsende Funktion und da ¢, >, ist, so haben wir. 


p(t,) > 0. 
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Folglich ist auch die zweite der Ungleichungen (27) erfiillt. Deshalb ist 
(26°) und folglich auch (26) erfillt fir willkiirliche 7,’ und y,’. Es ist aber 
6 
Tan — Tan, = (Ay + By g) eto 
wo « eine hinreichend kleine GréBe ist. Deshalb ist 
Jan > Jan,: 


Aus den letzten Ungleichungen folgt, daB die Extremale AR, wirklich im 
Punkt R, abreiBt, also ist unser Satz bewiesen. 


F. Abgerissene Extremalen zweiter Gattung. 


9. Beweisen wir jetzt, daB die abgerissenen Extremalen zweiter Gat- 
tung Verliingerungen der Extremalen erster Gattung sind. 
Es sei AR, A’ eine Extremale von der Klasse C’, die durch ein RiB- 


element (x, Y% ve’) geht, und 
z—2(), y=y( 
die Gleichungen dieser Extremalen (Fig. 4). 





Fig. 4. 


Ziehen wir eine benachbarte Kurve AB, A’. Wenn eine willkiirliche Kurve 
durch den RiBpunkt R, und den Punkt B, der Vergleichskurve geht, wo- 
bei B, hinreichend nahe bei R, gelegen ist, so ist sie auf Grund der 
Gleichungen (I) transversal sowohl zu 4, wie auch zu FA’. Folglich 
ist AR, eine Extremale im funktionalen Feld der Kurven von der Form 
AB, und R,A’ eine Extremale im funktionalen Feld der Kurven B, A’. 
Im ersten Falle gehen alle Vergleichskurven vom Anfangspunkte aus, im 
zweiten vereinigen sie sich alle in dem Endpunkt, wobei der Endpunkt 
der ersten und der Anfangspunkt der zweiten sich in einem Kreise be- 
finden, der mit hinreichend kleinem Radius um R, beschrieben ist. Des- 
halb ist laut unserer Definition AR, eine abgerissene Extremale erster 
Gattung und R,A’ eine abgerissene Extremale zweiter Gattung. Also ist 
eine Extremale zweiter Gattung die Verlingerung der Extremalen erster 
Gattung. 7 
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Jetzt beweisen wir folgenden Satz: 


Satz IV. Wenn eine der Extremalen (AR, oder R,A’) stark ist, so 
ist die andere schwach. 


Es seien ¢, und ¢, die Werte des Parameters ¢ in dem Punkte R, 


bzw. A’. Damit die abgerissene Extremale R,A’ zweiter Gattung ist, muB 
die Funktion 


& 
J (t) =f F(ab, yd, 2’, y®) at 
t 


fiir den Punkt ¢ = ¢, ein Minimum liefern. Wie in Nr. 2 ist ersichtlich, 
daB die erste Bedingung des Minimums erfillt ist. Fiir die zweite Ab- 
leitung haben wir 


J” (t) =— (Fv ®+ Fy + F2"0 + Fy") 


und auf Grund von (1) 


J" (t) = — (F,2'(t) + F,y' ty). 
Also mu im Rifpunkt die Ungleichung 


(28) F(t) + Fyy'(&) 59 
erfiillt sein. 
Weiter kann man, wie in Nr. 6 und 7, zeigen: 


a) damit die Extremale R,A’ stark ist, muB die Bedingung (28) in 
stiirkerer Form zu erfiillen sein, d. h. 


F 2 + Fyyg <9. 
b) Ist H,'(h,) der Brennpunkt der Schar abgerissener Extremalen 
zweiter Gattung auf der Extremalen R, A’, so mub, damit die letztere stark 
ist, der Punkt A’ sich notwendig zwischen R, und H,’ befinden. 


Nehmen wir an, daB A und A’ zwischen H, und R, bzw. R, und H,’ 
liegen und daB entlang der Extremalen AA’ die Bedingung Legendres 


F, (2, y, £08, sin) > 0 (0 <6. 22) 
erfiillt ist. 

Wenn jetzt die Funktion 
(29) W = Fie + Fy 


fiir das Ribelement (x0, Yo: ¥s)) einen positiven Wert besitzt, so ist die 


Extremale AR, erster Gattung stark, die Extremale R,A’ zweiter Gattung 
schwach. Besitzt sie aber einen negativen Wert, so ist die Extremale 


zweiter Gattung R, A’ stark, die Extremale A R, erster Gattung aber schwach. 
Also ist unser Satz bewiesen, 
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G. Das absolute Extremum. 


10. Die geometrischen Orter der Punkte H, und H,’' bilden die En- 
veloppen der Schar 


a= x(t, m), 7 y(t, m) 


abgerissener Extremalen. Bezeichnen wir diese Enveloppen mit E bzw. E’. 
Im Bereich, der durch diese Kurven abgegrenzt ist, greifen wir alle starken 
Extremalen erster und zweiter Gattung heraus, d. h. alle diejenigen, fiir 
welche in dem Ri®punkt W +0 und lings welcher 


F,(2, y, cos B, sin B) > 0 (0<p<2z), 


und bezeichnen mit D, und D, die Bereiche welche von der Gesamtheit 
starker Extremalen erster bzw. zweiter Gattung gebildet sind, 

Wir beweisen jetzt, daB jede beliebige abgerissene Extremale, welche 
durch einen Punkt im Innern des Bereiches 
D, geht, fiir das Integral einen kleineren Wert 
liefert, als eine andere Kurve, welche den- 
selben Anfangspunkt hat, ganz im Innern 
des Bereiches D, verliuft und in der Nahe 
der Ri®punktkurve endet. 

Es sei in der Tat AR, eine abge- 
rissene Extremale und AC eine Ver- 
gleichskurve. Auf ihr nehmen wir eine 
Reihe von Punkten A,, A,, A;, +--+; A, 
(Fig. 5) himreichend nahe beieinander; durch diese Punkte ziehen wir 
abgerissene Extremalen A,R, A,R, ---, Wir haben dann 


Jar, < Jaa, + Jar, 
Ta, 2, <Jaa, +4ar, 





Fig. 5. 


Tans Rn-1 < Vagus dn 5 Tan Rn 
J An Rn < Ja, c- 
Addiert man diese Ungleichungen, so erhalt man 
Jar, < Jaa, + SFa,4, + IFaa,t-++ + Tae 
d. h. 
Tar, < Jac. 
Also ist unser Satz bewiesen. 


Kinen analogen Satz kann man auch fiir den Bereich D, beweisen. 
Hieraus ziehen wir folgende Folgerung: 
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Es sei (AB) irgend eine Extremale, welche die RiBpunktkurve im 
Punkt R, schneidet; die Teile AR, und k,B mégen in dem Bereich D, 
baw. D, liegen (Fig. 6). Durch die Endpunkte ziehen wir abgerissene Ex- 
tremalen erster Gattung AR, und zweiter Gattung R,B. Nach dem Be- 
wiesenen ist 

Jang <IFary 
Ir, wp < SFr, B- 
Wir addieren diese zwei Ungleichungen 
Dang + Inp< San. 


Folglich liefert die Kurve AR,R,B fiir das 
Integral ein absolutes Minimum. Genau ge- 
sagt: wenn D ein Bereich ist, der beiden 
Bereichen D, und D, angehért, liefert die 
zerrissene Kurve AR, #,B, die darin gezogen 
ist, fiir das Integral einen kleinsten Wert im Feld der Kurven, die ganz 
im Bereich D liegen und zwei gegebene Punkte A und B verbinden. 
Daraus sehen wir, daB im Bereich D nicht eine stetige Extremale fiir das 
Integral ein absolutes Minimum liefert, sondern eine zerrissene mit dem 
RiB der Koordinaten (x,y). Allgemein: wenn die Funktion F(a, y, x’, y’) 
alle oben genannten FEigenschaften besitzt, so existiert ein solcher Bereich D, 
in welchem das Integral 





Fig. 6. 


ts 
Pr} = F(a, ¥, 2, y) dt 
kein Extremum in stetigen Lisungen besitat. Die Extremalen dieses Bereiches 
miissen zerrissen sein, mit einem Rif der Koordinaten x und y. 


H. Beispiel. 


11. Es sei eine Kurve zu ermitteln, fiir welche das Integral 


ty 
J = {(ab Vx"? + y* + aya’ + bay) at (a>b>0) 
4 
ein Minimum wird. 
Man hat hier 
F=abVac*? + y? + ayx'+ bay, 
und folglich nimmt die Eulersche Gleichung (1) die Form an 


b—a+ab ay" et le = 0 
(V2'*+y"*) E 
oder 
(30) 1 gy’ —y2"” a—b 


R ~ (Vz*+y3) ab 
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Die Kriimmung ist also konstant und gleich eo Daraus 


folgt, daB die Extremalen Kreise mit dem Radius R = — sind, die in 
positivem Sinn beschrieben werden, d. h. so, daB der Mittelpunkt zur 
Linken liegt. 

Das allgemeine Integral der Gleichung (30) kann man in parametrischer 
Form schreiben 


(31) z=a+Reost, y=h+ Rsint, 


wo « und # willkiirliche Konstante sind. 
Jetzt suchen wir die Gleichung der RiBpunkte. Man hat 


F, —ab——*___ + ay, 


vetey 
F,,=al , + bz. 
y 4 Vx ‘2 a y* 
Die Gleichungen a sind demnach folgende: 
(32 = +a , + be= 
” Va . = "alia ai "Va ny 


Bezeichnen wir die laufenden Koordinaten der RiBpunktkurve mit & und y. 
Dann ist nach (32) 
(33) =— dcost, 4 = bsin t. 


Eliminiert man ¢ daraus, so erhilt man 
&2 n° 
aty! 


Also ist die RiSpunktkurve eine Ellipse (ABCD) mit dem Mittelpunkt im 
Anfangspunkte der Koordinaten und mit den Halbachsen a und 6 (Fig. 7). 

Jetzt definieren wir den geometrischen Ort der Mittelpunkte der ab- 
gerissenen Extremalen. Aus (31) und (33) finden wir, dab entlang der 
Ri8punktkurve 


(34) «+Reost=—acost; 6+ Rsint=—bsint. 
Da Rn ; — -, so ist R>b. 
Aus (34) folgt 
a=—(a+R)cost, B= —(R—b)sint. 
Zur Abkiirzung setzen wir 
a+R=a, R—b=vV. 


Dann finden wir 


(35) 5+ hq1. 
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Also ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der Extremalen auch eine 
Ellipse (4’B’C’D’) mit dem Mittelpunkt im Anfangspunkt der Koordi- 
naten und den Halbachsen a ~ a+ R und b = R—b. 

Definieren wir jetzt die Kurven FE und E’, die geometrischen Orter 
der Brennpunkte H, und H,' der abgerissenen Extremalen. 

E und E’ sind die Enveloppen der Kreise vom Radius R, deren 
Mittelpunkte auf der Ellipse (35) liegen. Deshalb ist E eine zu (35) 
parallele Ellipse (A” B’C”D”) mit den Halbachsen 


a+R=a+2R und V’+R=2R—bD. 


Poe 


Cin 


aid to Ke a \ 
(os ae Ce OR } 
NOTRE JK ay 

\\ Rage eri Ae wi was ceee st : 



















Fig. 7. 


Was die Kurve E’ anbetrifft, so erhalten wir ihre Koordinaten z und y. 
=a—Reosg, y=f—Ksing, 
wo g der Winkel der Normale an die Ellipse (35) ist. 
Es ist aber leicht zu zeigen, dab 








iii a’* cos @ = b’* sing ; 
Va'* cos*@ + b’? sin?@’ Va'* cos*g +b’ sin? 
Deshalb 
‘2 cos » b’? sin @ , 
t= —Reosg; y= —Rsing. 


Va? Siete ? sin? Vb’ * cos* m + b’* sin*@ 


Die Form dieser Kurve hingt von den Werten a’, l’ und R ab. In unserem 
Fall stellen diese Gleichungen eine Kurve vierter Ordnung (KL MN) dar, 
die in A, B, C, D die Ellipse (33) beriihrt. 
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Suchen wir endlich den Bereich starker Extremalen. Da 
ab 
ist, so ist die Bedingung des gewéhnlichen Minimums 
F, (a, y, cos B, sin 8) > 0 
fiir alle abgerissenen Extremalen erfiillt. 

Jetzt sind nur noch die RiBpunkte zu finden, welche den starken 
Extremalen erster und zweiter Gattung zugehéren. Es ist die Funktion (29) 
W=2F,+yF,=(at+b)z'y. 

Auf Grund von (31) und (33) 


a+b 
Wm "5? Rta. 


Nun ist aber auf der RiBpunktkurve 

W =0 fir die Punkte A, B, C, D, 

W > 0 fiir die Punkte der Bogen AB und CD, 

W <0 fiir die Punkte der Bogen BC und DA. 
Deshalb sind von der Gesamtheit abgerissener Extremalen nur vier schwach, 
niimlich die, welche die Ri®punktkurve in ihren Extrempunkten A, B, C, D 
beriihren. Die Punkte der Bogen AB und CD sind die Ribpunkte starker 
Extremalen erster Gattung; die Punkte der Bogen BC und DA sind die 
RiBpunkte starker Extremalen zweiter Gattung. Die Gesamtheit der ersten 


und der zweiten bildet die Bereiche D, bzw. D,, welche die oben be- 
trachteten Eigenschaften besitzen. 


F,- 


Murom, 21. Mai 1913. 
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Die beiden Kleeblattschlingen. 
Von 
M. Dexn in Breslau. 


Die beiden Kleeblattschlingen. 
L 


Im Folgenden méchte ich zeigen, daB die Untersuchung der zu den 
verschlungenen Raumkurven (Knoten) gehérenden Gruppen uns in den 
Stand setzt, grundlegende topologische Probleme einfach und streng zu 
behandeln. Zu diesem Zwecke habe ich ein ziemlich spezielles Beispiel 
ausgesucht, das doch einerseits allgemeineres Interesse beanspruchen darf, 
andererseits so einfach ist, dab man keiner schwierigen oder besonders 
auf den Fall zugeschnittenen Methoden bedarf. 

Die Kleeblattschlinge (Fig. 1) ist der einfachste Knoten, d.i. die ein- 
fachste verschlungene Raumkurve, die sich im Raume nicht stetig in einen 

Kreis tiberfiihren liBt. Sie ist der einzige 


Knoten, der so auf eine Ebene projiziert 

werden kann, daB die Projektion nur drei 

Doppelpunkte aufweist. Im Raum kann 

man nun zwei verschiedene Arten von Klee- 
Fig. 1. 


blattschlingen unterscheiden, die auseinan- 

der durch Spiegelung, etwa an einer Ebene, 
entstehen. Beide Arten sind in Fig. 1 dargestellt. Unser Problem besteht 
darin, den Nuchweis zu fiihren, daB diese beiden Arten von Kleeblatt- 
schlingen im Raume*) voneinander topologisch zu unterscheiden sind, dab 
also die linke Kleeblattschlinge durch keine stetige Raumtransformation 
in die rechte iiberfiihrbar ist. Natiirlich ist diese Tatsache jedem be- 
kannt, der sich mit Knoten etwas eingehender beschiiftigt hat und sich 
die Raumkurven etwa durch Fiiden veranschaulicht hat. Aber diese prak- 


*) Und zwar auch im geschlossenen sphirischen Raume, im Widerspruch zu einer 
Bemerkung in der Enzyklopiidie. 
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tisch vielleicht ausreichende GewiBheit ist sehr weit entfernt von einem 
wirklichen Beweise.*) — Die Erscheinung ist jedenfalls sehr beachtens- 
wert:**) Der Raum mit einer Linkskleeblattschlinge und der Raum mit 
einer Rechtskleeblattschlinge sind homéomorph, d.i. in der Weise gleich 
zusammensetzbar, daB die beiden Knoten entsprechende Gebilde in den 
beiden Raumen sind. Trotzdem sind die beiden in demselben Raume gelegenen 
. Knoten nicht durch stetige Transformation des Raumes ineinander iiber- 
fiihrbar. Wir haben hier also eine Art topologische Symmetrie vor uns. 
Die im zweidimensionalen Raume (auf der Kugel) gelegenen topologisch 
symmetrischen, nicht ineinander deformier- 


baren Gebilde sind lange nicht so schén, wie 
nebenbei bemerkt sei. Fig. 2 stellt zwei solche, 
iibrigens ziemlich willktirlich ausgewiihlte Ge- 
bilde dar. 

Ich will nun im Folgenden die Grund- 


lagen fiir den Beweis entwickeln. Der Gang = 

wird wohl noch klarer, wenn man zuniichst die stetigen Transformationen 
A irgend einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M, in sich betrachtet, 
bei der zwei in UM, liegende Kurven K, und Ky, ineinander tibergehen (in 
unserem Falle ist die M, ein einfach zusammenhiingendes Stiick des gewéhn- 
lichen Raumes oder auch der ganze dreidimensionale sphirische Raum). 

Sollen K, und K, durch & ineinander iibergehen, so miissen die Grup- 
pen***) von K, und K, in der Weise isomorph aufeinander bezogen werden 
kinnen, daB die bei & einander entsprechenden Kurven auch bei der iso- 
morphen Zuordnung einander entsprechen. 

Diese ,,Hauptbedingung“ folgt sofort aus dem Umstande, daB irgend 
welche Kurven, die zusammen im AuBenraum von K, ein Elementarflichen- 
stiick begrenzen, bei der stetigen Transformation A der M, in Kurven 
iibergehen, die im AuSenraum von K, zusammen ein Elementarfliichen- 
stiick begrenzen. Sind also a,---a, Elemente der Gruppe von XK, und gilt: 


a,°*-a, = 1, 
so muB fiir die entsprechenden Elemente der Gruppe von K, gelten: 
a,’ a a, = 1, 


wobei a, und a,’ Kurven entsprechen, die durch A ineinander tibergehen. 
Also ist die Zuordnung a,—» a; eine isomorphe Zuordnung der Gruppe 
auf sich selbst. — Umgeben wir innerhalb M, einen Punkt einer Kurve K 
mit einem geniigend kleinen Elementarraumstiick E,, so wird K die FE, 


*) Hierauf weist auch H. Tietze, Monatsh. f. Math. u. Phys. 19, 8. 97 hin. 
**) Zuerst hat wohl Listing auf diese Erscheinung und ihr Gegenstiick, die 
»Amphicheiralitiit* der Knoten hingewiesen. 
***) Siehe Anm. **) auf der niichsten Seite. 
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begrenzende Kugelfliiche in zwei Punkten A und B schneiden; eine Kurve £, 
die auf der Begrenzung von FE, A und B trennt, wollen wir eine Breiten- 
kurve B nennen. Umgeben wir K innerhalb M, mit einem geniigend klei- 
nen Ringraum, so wird die begrenzende Ringfliche keinen Punkt mit K 
gemeinsam haben. Diese Ringfliche wird bei geeigneter Wahl eine be- 
stimmte Breitenkurve # enthalten. 6 wird diese Ringfliiche nicht zerstiickeln. 
Eine Kurve auf der Ringfliiche, die B eimmal schneidet, wollen wir eine 
Léngskurve 4 nennen. Dann ist ein besonderer Teil der Hauptbedingung: 

a) Die isomorphe Beziehung der Gruppen von K, und K, aufeinander 
mu so gewdahlt werden kinnen, daB eine jede Breitenkurve B, von K, in 
eine Breitenkurve B, von K, und ebenso eine Langskurve 1, von K, in eine 
Liingskurve 1, von K, iibergeht.*) 

In der Tat geht durch A ein einen Punkt von K, baw. K, selbst 
umgebender Elementarraum bzw. Ringraum in ein einen Punkt von K, 
bzw. K, selbst umgebenden Elementarraum bzw. Ringraum iiber und K, 
wird ebenso wie K, mit dem Elementarraum zwei, mit dem Ringraum 
keinen Punkt gemeinsam haben usf. 

Diese Bedingung a) gilt fiir alle zweiseitigen und einseitigen Mannig- 
faltigkeiten M,. Ist die M, zweiseitig, so kénnen wir die Bedingung a) 

noch weiter verschiirfen: Nehmen wir irgend ein Paar p 

und 4, die zu einer Kurve K gehéren, und geben 6 und 4 

ry Durchlaufungssinn, so erhilt dadurch zuniachst das pf ent- 

a sprechende, einen Punkt P von K umgebende Elementar- 

raumstiick EF, und damit die ganze Mannigfaltigkeit M, eine 

or Indikatrix. Wir kénnen etwa den angenommenen Durch- 

laufungssinn von # demjenigen Teil der E, begrenzenden 

Kugelfliche zuordnen, der von K zuerst getroffen wird, 

Fig. 3. wenn man XK von P aus in derselben Richtung wie 4 durch- 
lauft (s. Fig. 3). 

Da nun bei der stetigen Transformation der zweiseitigen M, in sich die 
Indikatrix unveriindert bleibt, so folgt die Verschiirfung der Bedingung a). 

a’) Die isomorphe Beziehung der Gruppe von K, auf die Gruppe von K, 
mup so gewdhit werden kinnen, dap, wenn dabei ein Paar mit Durchlaufungs- 
sinn versehener Kurven 6, und i, von K, in ein Paar mit Durchlaufungs- 
sinn versehener Kurven B, und 4, von Ky, iibergeht, die durch die Richtungen 
von B, und 4, bestimmte Indikatrix von M, dieselbe ist, wie die durch die 
Richtungen von B, und 1, bestimmte. 

In unserem Falle ist die M, der gewéhnliche Raum. Die Gruppe Gur 
der Kleeblattschlinge in diesem Raume ist aus friiheren Untersuchungen**) 


*) 8. die Bemerkung am Schlu® dieser Arbeit. 
**) S. Math. Ann. 1910 und 1911 sowie die Miinsterische Dissertation von Gieseking. 

















Die beiden Kleeblattschlingen. 405 


schon recht bekannt. Wir untersuchen nun im folgenden Abschnitt die iso- 
morphe Zuordnung von Gx; auf sich selbst, die Gruppe der Isomorphismen 
von Gx. Es wird sich zeigen, daB diese sehr einfach zu beschreiben ist: 
AuSer den selbstverstindlichen ,,kogredienten“ Isomorphismen gibt es 
wesentlich nur einen ,,kontragredienten“ Isomorphismus. Wir beherrschen 
so alle Méglichkeiten, die Raumkurven in bezug auf die linke Kleeblatt- 
schlinge den Raumkurven in bezug* auf die rechte Kleeblattschlinge so zu- 
zuordnen, daB durch dieses Zuordnen die aus diesen Kurven bezw. gebil- 
deten Gruppen einander isomorph zugeordnet werden. Es ergibt sich dabei, 
daB die Bedingung a’) niemals erfillt ist, womit unser Ziel erreicht ist. 

Eine weitere Kliirung des hier vorliegenden Problems habe ich da- 
durch versucht, daB ich im dritten Abschnitt ganz kurz einen ,,amphichei- 
ralen“ Knoten behandelt habe, d.i. eine solche verschlungene, durch eine 
stetige Raumtransformation nicht in einen Kreis zu transformierende 
Raumkurve, die durch eine stetige Raumtransformation in ihr Spiegelbild 
iibergefiihrt werden kann. Der von mir behandelte Knoten ist nach der 
Kleeblattschlinge der iiberhaupt einfachste, naimlich der einzige, der bei 
geeigneter Projektion nur vier Doppelpunkte aufweist. Wir werden sehen, 
daB fiir diesen Knoten, seinem amphicheiralen Charakter entsprechend, die 
Gruppe der Isomorphismen nicht mehr so einfach ist, wie bei der Klee- 
blattschlinge. 

So fihrt unser topologisches Problem von selbst auf die Frage nach 
den Isomorphismen einer unendlichen Gruppe, etwa zu dem -sehr allge- 
meinen Problem: wenn die Gruppe selbst durch Erzeugende und Relationen 
gegeben ist, die Gruppe ihrer Isomorphismen in derselben Weise darzustellen. 
Im Falle der Fundamentalgruppen ftir geschlossene Flichen wird dies Pro- 
blem in einer demnichst erscheinenden Arbeit in Angriff genommen. 


Il. 


Die Gruppe Gx, der Kleeblattschlinge kann, wie mehrfach auseinander- 
gesetzt*), in folgender Weise definiert werden: 

Erzeugende: 

Ay, My, Az, Mg, 
Relationen: 
a,a,-'a, = a,a,-'a, = a,a,-'a, = 1. 

Das zugehiérige Gruppenbild besteht (s. a. a.O.) aus Streifen (s. Fig. 4), die zu 
je dreien an den Riindern zusammenhiingen. Stellt man (s. Math. Ann. 1911) 
das Gruppenbild als regulires Netz in einem nicht-euklidischen Raum dar, 
dessen Fundamentalgebilde ein Zylinder mit einer zu den Streifenkanten 


*) Siehe Anm. **) auf der vorhergehenden Seite. 
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bzw. den Erzeugenden a, parallelen Achse ist, so entspricht jedem Element 
der Gruppe eine bestimmte Bewegung in dieser Geometrie, die das Grup- 
penbild mitsamt der Bezeichnung in sich iiberfiihrt. Der Erzeugenden a, 


bzw. dem Element a," entspricht speziell eine Drehung um die Kante, durch 


den Anfangspunkt um ss baw. td , Verbunden mit einer Parallelver- 


schiebung lings dieser Kante um ¢ bezw. nc, wo ¢ die Lange von a, ist. In 
einer Ebene senkrecht zur Achse gilt die gewéhnliche hyperbolische Geo- 
metrie. Schneiden wir das Gruppenbild mit einer solchen Ebene durch 
den Anfangspunkt 0, so liefern die Spuren der Streifen einen unendlichen 
Streckenkomplex [ (s. Fig.5): von jedem Punkt von [ gehen drei Strecken 
aus, die Winkel von 120° miteinander bilden. [ ist ein Baum, d.i., es 
gibt keine geschlossenen Polygone in f. Einem Element von Gx; ent- 
spricht eine Bewegung von [ in sich. Die Erzeugende a, und ihre Potenzen 











Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6. 


sind die einzigen Elemente, fiir die die entsprechenden Bewegungen von T 
den Anfangspunkt O in Ruhe lassen. 

1. Bei einem Isomorphismus von Gx, (d. i. einer isomorphen Abbildung 
auf sich selbst) geht a,° in a, oder in a,—* iiber. In der Tat, ein Element, 
das mit allen Elementen von G x, vertauschbar ist (ein ausgezeichnetes 
Element von Gx), mu wieder in ein solches Element tibergehen. Nun 
sind aber a,° und seine Potenzen die einzigen ausgezeichneten Elemente 
von Gx, wie wir gleich zeigen werden; folglich geht die Gruppe {(a,°)"} 
durch den Isomorphismus wieder in die Gruppe {(a,°)"} tiber. Die Gruppe 
{(a,°)"} laéBt sich aber durch ein Element nur dann erzeugen, wenn dieses 
Element gleich (a,)* oder (a,)~* gewahlt wird. Folglich geht a,> beim 
Isomorphismus in a,° oder in a,-* tiber. Wir miissen also nur noch 
nachweisen, daB (a,°)" die einzigen ausgezeichneten Eleménte von Gx, sind. 

Es sei nun S irgend ein ausgezeichnetes Element, dann wird speziell 

Sa,S-'=a, 
sein, also eine Drehung um 0 hervorrufen. Es mége nun durch die S 
entsprechende Bewegung von [ O in P, P in O iibergehen (s. Fig. 6). 
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Dann wird durch die Bewegung Sa, der Punkt O in P und P etwa in Q 
iibergeftihrt, wo < OPQ —** und OP = QP ist. Durch die Bewegung 


Sa,S-' wird folglich O in Q iibergefiihrt, weil der Streckenzug S, dessen 
Projektion auf die Ebene von [ OP =S’ ist, durch die Drehung a, um P 
in einen Streckenzug iibergefiihrt wird, dessen Projektion auf die Ebene von 
F auch der Richtung nach QP ist. Also liefert das Element Sa,S-' nur 
dann eine Drehung um O, wenn P mit O zusammenfillt. Folglich muB S 
eine Drehung um 0 hervorrufen, also eine Potenz von a, sein. Alle aus- 
gezeichneten Elemente von Gx, sind folglich in der Form a," enthalten. 
Nun ist aber 

a, 4,4," =a,, 

a,7a,a,-* = a,. 


Also sind weder a,** noch a,** ausgezeichnete Elemente, da a,, a, und a, 
voneinander verschieden sind. Dagegen ist in der Tat 

a,°a,a,-* = a,, 

aPu,a* = ay, 

a,°a,a,-* = as, 
wie aus der Figur abzulesen ist, woraus sofort folgt, dab, wie zu beweisen 
war, (a,°)" die einzigen ausgezeichneten Elemente unserer Gruppe sind. 

2. Bei einem Isomorphismus von Gx, geht a, tiber in Sa,S-* oder 
pa,”**. 

Es mége a, in @, iibergehen, dann muB die dritte Potenz von a, 
nach dem Vorherigen entweder a,° oder a,-* sein. Also muB die Be- 
wegung, die (@,)* entspricht, [ in Ruhe lassen. Also muB @, selbst eine 
Drehung von f um 120° um einen realen Mittelpunkt 1 der Ebene von [ 
hervorrufen. Wir beachten nun, da sich F aus lauter reguliiren Polygon- 
ziigen zusammensetzen laBt, deren Winkel 120° betragen und deren Ecken bei 
geeigneter Wahl der Liinge der Seite (oder Liinge der Projektion von a, usw.) 
auf einem Grenzkreis (d. i. einem das Fundamentalgebilde beriihrenden Kreis) 
liegen. Diese Polygonziige wollen wir kurz Fundamentalpolygone nennen. 
Durch Drehung um & sollen nun die Fundamentalpolygone ineinander 
iibergehen. Liige M nun im Inneren eines Fundamentalpolygons, so miiBte 
dieses durch die Drehung um MM in sich iibergehen. Denn M liegt nur 
im Inneren eines einzigen Polygons und bei Drehung um M kann M 
nicht aus dem Inneren des Polygons herauskommen. Aber bei Drehung 
um den realen Punkt M um einen von 22 verschiedenen Winkel kann das 
Fundamentalpolygon nicht in sich iibergehen. Vielmehr ist das nur még- 
lich, wenn der Drehmittelpunkt in den Polygonmittelpunkt fallt, der 
jedenfalls ideal ist (und bei geeigneter Wahl der Streckenliinge von [ auf 
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das Fundamentalgebilde fallt). Also kann M nicht im Inneren eines 
Polygons liegen. Folglich mu8 MM mindestens anf einer Strecke von [ 
liegen. Liegt M aber auf einer Strecke, dann geht diese durch Drehung 
um 120° um M in eine von ihr verschiedene Strecke von [ iiber, die 
mit ihr den Punkt M gemeinsam hat. Also faillt M mit einem Eckpunkt 
von Ff zusammen. @, ruft folglich eine Drehung um 120° um einen Eckpunkt 
M von F hervor und ist also durch Transformation mit einem geeigneten 
Element S aus a, resp. a,~* zu erhalten. In der Tat, wird durch S 0, 
in O, O in M (s. Fig. 7) tibergefiihrt, so geht durch S-'a,S O in sich 
tiber, also ist S~*'@,S eine Drehung um O also =a,”. Es kann aber » 
_ nur gleich + 1 oder —1 sein, da (@,)* = a,** oder = a,~* sein soll und 


(a,)° — (Sa,"S-*) aoe S*a°*S-* nai a," 


ist. 
= 3. Geht bei einem Isomorphismus a, in 
‘iu a, tiber, so geht a, iiber in afaae*. 
eo” at Die Gruppe Gx, kann aueh allein durch 
a, und a, erzeugt werden, denn die anderen 
haa Oe Erzeugenden a, und a, sind die Transfor- 


mierten von a, durch a, resp. a2. Gx, wird 
durch eine Relation zwischen a, und a, definiert, nimlich durch 
a,-*a,a,a, = 1, 
die man durch Elimination von a, und a, aus den drei urspriinglichen 
Relationen erbilt. 
Es mége nun bei einem Isomorphismus a, in a, a, in G@, iibergehen. 
Dann muB der Relation gemiS 
a,a,4,=—a, 
sein, also eine Drehung um O hervorrufen. Es sei nun (Fig. 8) OPP, 
P, die Projektion des Streckenzuges @,4, auf die Ebene 
von. Dann ist OPQ, die Projektion des Strecken- 
zuges G,a,4,, wo 
x P, PQ, = 120° 


ist und 





PQ, = PP, = OP 
ist. Demgemi8 kann nur dann G@, 4,4, = a,? sein, 
also eine Drehung um O hervorrufen, wenn Q, mit O zusammenfiillt, also 
x OPP, = 120° ist (und zwar muB die Drehung um P von O nach P, 
rechtsliufig sein, wenn a, eine linksliiufige Drehung von 120° hervorruft 
und umgekehrt). Wir konstruieren nun mit der Projektion 4,’ von 4, 
einen unendlichen Streckenkomplex [, der von O angeht, bei dem wieder 
an jeder Ecke drei Strecken unter dem Winkel von 120° zusammenstoBen. 


Pig. 8. 
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Da die Linge von @,’ nicht kleiner ist als die Liinge von a,’ (die Strecken- 
linge von [), so wird auch Ff ein Baum sein. Er enthiilt nur Eckpunkte, 
die auch Eckpunkte von [ sind, aber alle Eckpunkte von f nur dann, 
wenn die Linge von 4d,’ gleich der Liinge von a,’ ist. Alle Eckpunkte 
des Gruppenbildes, die durch a, und @, erhalten werden kénnen, projizieren 
sich auf die Ecken von [, da aber durch @, und a, die ganze Gruppe 
- erzeugbar ist, so muB 4G,’ die Streckenlinge von [ haben, also gleich 
a,*', a,*' oder a,*' sein. Es ist aber: 

a, *a-*a,a-1 +1 (i= 1, 2,3). 
Es ist also @,=—a,, a, oder a;, d. i. nach obigen = a,“a,a,-*. De a, 
und a, die Transformierten von a, durch a, resp. a,’ sind, so folgt, dab 
a, und a, entsprechend a,“a,a,-“, und a,“a,a,-* zugeordnet werden. 

4. Ganz ebenso folgt: Geht a, in a,—' iiber, so geht a, in a,fa,-*a-* 
iiber. Denn aus der Relation 
a, *a,a,a, = 1 

folgt durch Umkehrung: 

a, *a,~*a%a,-? = 1, 
durch Transformation 

afa-ta,~*'aZata-*=1, 


und wegen der Vertauschbarkeit von a,° mit allen Elementen, 


a,2a,~'a,-*a,-! = 1. 

Also gelten dieselben Schliisse fiir a,-* und a,~—' die wir unter 3. fiir 
a, und a, gemacht haben. Die Zuordnung a,—>a,~', a,—»a,-' stellt 
einen kontragredienten Isomorphismus von Gx, dar. Denn a, ist nicht in a,~! 
transformierbar, wie man am einfachsten einsieht, wenn man Gx, durch 
Hinzufiigung geeigneter Relationen zu einer Abelschen Gruppe macht. 
Denn dann geht Gx; iiber in die gewéhnliche unendlich zyklische Gruppe 
{a,"}, in welcher a, nicht in a,~* transformierbar ist, weil daraus a,*=1 
folgen wiirde. 

5. Geht a, in Sa,S~' iiber, so gibt es einen Isomorphismus (niim- 
lich den gewéhnlichen kogredienten), durch den a, in Sa,S~' iibergeht, 
folglich geht nach 4. bei einem Isomorphismus, bei dem a, in Sa,S~' 
iibergeht, a, in a,*Sa,S-'a,-“ tiber, denn durch Einschaltung des Iso- 
morphismus: 

a, —> a, = Sa,S-', 
a, — a, = Sa,S-' 


erhalten wir aus dem gegebenen einen Isomorphismus, bei dem a, in a, 
iibergeht, folglich muB dabei 4, in a,*@,a,-“ iibergehen. Ebenso geht a, 
in Sa,“a,~'a,-*S~-* tiber, wenn a, in Sa,-'S~* tibergeht. Da es aber 
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nach 2. andere Zuordnungen zu a, als die beiden vorstehenden nicht gibt, 
so haben wir das Resultat: 

Alle Isomorphismen von Gx, sind durch die folgenden Zuordnungen 
gegeben: 

a, —> Sa,S-* | 
resp. (¢=1,4). 
a; ==> Sa-'s-! | 
Wir erhalten daraus fiir a, und a, die Zuordnung: 

a,—» Sa,S-', a,—» Sa,S-! 
resp. 

a, —> Sa,~'S-', a, —> Sa,-*S-'. 

Alle kontragredienten Isomorphismen kinnen durch einen geeigneten 
kogredienten Isomorphismus auf die Form gebracht werden: 

a,—>a,—', a, —>a,~', as — a.-', ag >a. 

6. Haben wir nun die beiden Kleeblattschlingen KJ, und K1,, so ist 
die Gruppe der Raumkurven in bezug auf Kl, isomorph bezogen auf die 
Gruppe der Raumkurven in bezug auf K/,, wenn man den erzeugenden 
Kurven a, und a, links die entsprechenden Kurven rechts mit umgekehrtem 
Umlaufssinn zuordnet (s. Fig. 9) (indem die letzteren Kurven aus den 
Kurven links etwa durch Spiegelung an der Projektionsebene entstehen). 
a, ist eine Breitenkurve, a,’ stellt bei beiden Schlingen eine Liingskurve 
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dar (s. Fig.) (die eine geht aus der anderen etwa durch Spiegelung an 
der Projektionsebene hervor). Man sieht sofort, daB die durch den Um- 
laufssinn von a, und a, bei Kl, entstehende Indikatrix die umgekehrte 
ist, wie die durch den Umlaufssinn von a, und a,® bei Kl, entstehende 
Indikatrix. Also kann diese Zuordnung der Kurven von KJ, und Kl, nicht 
einer stetigen Raumtransformation, bei der die beiden Knoten ineinander 
iibergehen, entsprechen. Jede weitere mégliche Zuordnung von a, und a, 
zu Kurven von Kl, entspricht aber einem Isomorphismus von Gx. Wir 
wissen, daB alle Isomorphismen von Gx, sich durch Hinzufiigung eines 
kogredienten Isomorphismus (Transformation) auf die Identitat: 
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a, —> 4,, 
a> a 
oder die Zuordnung 
a,—-> a,~', 
a,—a 


_wuriickfiihren lassen. Der ersten Zuordnung entspricht wie wir eben sahen, 
keine Méglichkeit der stetigen Uberfiihrung von Ki, in Kl, aber auch 
nicht der zweiten. Denn a,~* und a,~* liefern dieselbe Indikatrix wie a, 
und a,°. 

Um nun unseren Beweis voéllig zu Ende zu fiihren, haben wir nur 
noch nachzuweisen, daB Sa,S-* und Sa,S-' als Breiten- resp. Liings- 
kurve dieselbe Indikatrix liefern wie a, und a,°. Wir kénnen aber leicht 
noch mehr zeigen, namlich, daB die Indikatrix sich nicht aindert, wenn 
man die Breitenkurve a, und die Lingskurve a,° jede fiir sich beliebig 
transformiert (d. i., stetig im AuBenraum von K/ deformiert). In der Tat, 
um die Indikatrix zu bestimmen geniigt es, erstens die durch a, und die 


mit bestimmtem Umlaufssinn versehene Knotenlinie etwa Kl selbst ent- 
stehende Indikatrix zu betrachten und sodann den Umlaufssinn von a,’ 


4 
mit dem angenommenen Umlaufssinn von Kl zu vergleichen. Nun wird 
aber erstens durch keine stetige Deformation von a, im AuSenraum von 


Ki die zu a, und Ki gehérige Indikatrix veriindert. Zweitens aber kann 
man a4, nicht im AuBenraum von K/ stetig in eine Lingskurve defor- 


mieren, die in bezug auf Ki den umgekehrten Umlaufssinn hat. Denn 
dieser kiénnten wir die Form a,-*a," geben. Es haben niimlich alle 
Lingskurven eventuell nach einer Transformation auf der K/ umgehenden 
Ringfliche die Form a,*%a,". Ferner haben alle auf dieser Ringfliche in- 


einander transformierbaren Lingskurven in bezug auf Ki denselben Um- 


laufssinn und a,*a," hat in bezug auf Ki den umgekehrten Umlaufssinn 
wie a,-°a,". Soll aber durch Transformation im AuBenraum a,’ in a,~*a," 
iibergehen, so muB m gleich 12 sein, wie sofort aus den definierenden 
Relationen von Gx; folgt, wenn man noch die Vertauschbarkeit aller Ele- 
mente hinzufiigt. Aus 


folgt 


TagT-' = a,-%a,” 
a? = a,-*a,", 
weil ja a,> mit allen Elementen vertauschbar ist. Also miiBte 
OP eens 12 
a= 4, 


sein, eine Relation, die, wie etwa ein Blick auf das Gruppenbild lehrt, 
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gewiB nicht erfiillt ist. — Es liefern also die beiden Kurven, die aus a, 
und a,* durch Transformation entstehen, dieselbe Indikatrix, wie a, und 
a,*, womit unser Beweis erledigt ist. 


Ill. 

Wie im Anfang gesagt, soll zam SchluB noch ganz kurz ein amphi- 
cheiraler Knoten Z behandelt werden, d. i. ein soleher Knoten, der in sein 
Spiegelbild transformierbar ist. Dieser Knoten ist in der nebenstehenden 
Figur dargestellt.*) Die Gruppe ergibt sich nach dem Math. Ann. 1910 
entwickelten Verfahren direkt durch Betrachtung der in den vier Uber- 
kreuzungspunkten zusammenstoBenden fiinf inneren Parzellen: 

Erzeugende: 4a,, 4, ds, @%, Gs. 
Relationen: a,a,~'a, = a,a,~'a, = a,a,~'a,a.~! = a,a,~*a,a,-? = 1. 
Wir betrachten folgende Zuordnung der Erzeugenden der Gruppe G, 
unseres Knotens zu anderen Elementen: 


ee 
a, —> a,a,~* = b,, 
a, —> a,a;~' = b,, 


| — 
ay » Aa, — bs, 





-1 
i, —> a,4,~* = by, 


-1 ae 
Fig. 10. a, —> a, = b,. 


Es ist leicht zu sehen, daB diese Zuordnung ein Isomorphismus ist, indem 
in der Tat 1) siimtliche definierende Relationen fiir die b; in derselben 
Weise gelten, wie fiir die a,, 2) durch die b; die a; ausdriickbar sind, wie 
aus den obigen Relationen sofort hervorgeht. 
Eine Breitenkurve 6 und eine Lingskurve 4 fiir L werden darge- 
stellt durch die Elemente: 
a, resp. a,4,~'a,a,a,~*ds3. 

(Fiir 2 erkennt man das am besten, wenn man vom Punkt A in der 
Pfeilrichtung ausgeht). Durch den Isomorphismus gehen f und 4 iiber in 
a,a;~* resp. d,4,a,~*a,a,a,~*. 

Die erste Kurve stellt wieder eine Breitenkurve, #’, dar, die zusammen 
mit den mit Umlaufssinn versehenen Knoten, - die umgekehrte Indikatrix 
bildet wie 6. Die zweite Kurve stellt wieder eine Liingskurve, 2’, dar 
(wie man am besten sieht, wenn man von B aus in der Pfeilrichtung aus- 


geht). Da 2’ in bezug auf T denselben Umlaufssinn hat wie 4, so ist 


*) Er wird zur Zeit auf meine Veranlassung von einem Kieler Schiiler behandelt. 
Es ist ihm bereits gelungen, das interessante Gruppenbild fiir den Knoten aufzustellen. 














Die beiden Kleeblattschlingen. 413 


durch den Isomorphismus die Indikatrix (8,2) in die umgekehrte (£’, 2’) 
iibergefiihrt. Das entspricht der Méglichkeit, daB der Knoten amphicheiral 
ist. In der Tat entspricht diesem Isomorphismus von G_, eine Transformation 
von L in sein Spiegelbild. Dies sieht man leicht ein, wenn man sich L 
iiber eine Kugelfliche ausgebreitet denkt und die AuSenparzelle in die 
Mittelparzelle 5 iiberfiihrt. Dann geht ZL in sein Spiegelbild (etwa in 
_bezug auf die Kugelfliche) iiber. 

Es liegt nahe, weitere Isomorphismen von G, aufzusuchen. Man findet 

einen zweiten von der Form: 

¢ =a,~', 

¢, = a,~', 

¢;=a,~', 

¢=a,-', 

¢, = a,~'. 
Dieser ist auch kontragredient wie der erste. Verbinden wir diese beiden 
Isomorphismen, so erhalten wir, wenn wir einem kogredienten Isomorphis- 
mus stets die Identitit zuordnen, eine Gruppe von acht Isomorphismen, 
die mit der achtgliedrigen Diedergruppe tibereinstimmt. Ob aus dieser 
Gruppe durch Transformation alle Isomorphismen erhalten werden kénnen 
bedarf einer weiteren Untersuchung. 

Diese Isomorphismen haben alle die Eigenschaft die Breitenkurven 
und Lingskurven wieder in Breiten- resp. Langskurven tiberzufiihren. Die 
Untersuchung, ob dies fiir alle Isomorphismen von Knotengruppen der 
Fall ist, bildet ein wichtiges Mittel, um das allgemeine Problem der Trans- 
formierbarkeit von Knoten ineinander zu bewiltigen. 


Fiskelés, den 24, August 1913. 
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Die zwolf Nullkorrelationen des raumlichen Finfecks. 
Von 


Tu. Reve in StraBburg i. E. 


Das Problem der zwélf Nullkorrelationen, die ein riumliches Fiinfeck 
bestimmt, hat mich seit zwei Dezennien vielfach beschiiftigt. Welche 
Gruppen von Transformationen werden durch zwei, drei, vier oder mehrere 
dieser Nullkorrelationen erzeugt? Sind sie nicht alle zwélf in einer end- 
lichen Gruppe enthalten? Das waren meine Hauptfragen. Ihr Studium 
fiihrte mich u. a. zu zehn Gruppen von je 576 Kollineationen und Korre- 
lationen, die durch je sechs der zwélf Nullkorrelationen erzeugt werden. 
Sie lassen sich leicht zu zehn Gruppen von je 1152 Transformationen 
erweitern, und diese enthalten je zwélf Kollineationen, die das Fiinfeck 
und eine seiner Kanten in sich iiberfiihren. Wir wollen die zwélf Null- 
korrelationen und jene sie teilweise enthaltenden Gruppen hier aufstellen 
und die obigen Fragen beantworten. 

Ein vollstiindiges riumliches Fiinfeck hat fiinf Eckpunkte, 1, 2, 3, 4, 5, 
von denen keine vier in einer Ebene liegen, ferner zehn Kanten, die je 
zwei, und zehn Ebenen, die je drei Eckpunkte verbinden. Es kann durch 
eine beliebige Permutation i,k, 1,m,n der Eckpunkte bezeichnet werden. 


Jeder Kante ik liegt in ihm eine Ebene lmn gegeniiber; diese schneidet 
die Kante in einem ,,Nebenpunkt ik-/mn“ des Fiinfecks, einer ,,Kanten- 
spur“. Zwei seiner Ebenen ikl, imn, die keine Kante gemein haben, 
schneiden sich in einer ,Nebenkante i(kl, mn)“; diese enthilt einen Eck- 
punkt ¢ und zwei Nebenpunkte kl-imn und mmikl. Das Fiinfeck hat 
fiinfzehn Nebenkanten; durch jeden Eckpunkt gehen drei von ihnen, und 
in jeder Fiinfeckebene liegen drei, die sich in einem Nebenpunkt schneiden. 
Die zwei Nebenkanten i(kl, mn), i(lm, nk) liegen in einer ,,Nebenebene 
i(klmn)* des Fiinfecks; diese enthailt den Eckpunkt i und zwei Paar 
Nebenpunkte. 

Das vollstindige Fiinfeck ist fiir 120 Kollineationen invariant. Jede 
von ihnen fihrt die fiinf Eckpunkte 1, 2, 3,4,5 in eine ihrer 120 Permu- 
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tationen 4, k, 1, m,m iiber. Die 120 Kollineationen bilden eine Gruppe G9; 
von ihnen sind 20 senir, 24 quinir, 30 quaterniir, 20 terniir, 15 geschart 
involutorisch, 10 perspektiv involutorisch und eine ist die identische Kolli- 
neation.*) Die Vertauschung von zwei Eckpunkten i, & wird durch eine 
perspektiv involutorische Kollineation ik-1-m-n bewirkt, welche die tibrigen 
drei Eckpunkte 1, m, m in Ruhe laBt. Die ternire Kollineation i-k-lmn 
- permutiert die Eckpunkte 1, m,n zyklisch und laBt die zwei iibrigen i, k 
in Ruhe. Aus ihr und der involutorischen ik-1-m-n resultiert eine senire 
Kollineation ik-lmn der Gruppe G,.,. Die geschart involutorische Kolli- 
neation ik-Im-m liBt einen Eckpunkt m in Ruhe und vertauscht die vier 
anderen Eckpunkte paarweise miteinander. Jede zyklische Permutation 
von vier oder allen fiinf Eckpunkten wird durch eine quaterniire bezw. 
quinire Kollineation der Gruppe G,,, bewirkt. 

In dem vollstandigen Fiinfeck sind zwélf einfache Fiinfecke enthalten, 
nimlich: 
@, = 12345, «, = 15243, a, = 14235, a, = 14523, a, = 12453, a, = 14352, 
6, = 13524, B,=— 12354, B, = 12543, B,=— 15342, B, = 14325, p, = 13245. 


Jedes von ihnen enthilt die fiinf Eckpunkte in bestimmter Reihenfolge, 
dazu die fiinf Kanten und die fiinf Ebenen, die je zwei bezw. je drei auf- 
einander folgende Eckpunkte verbinden. Das einfache Fiinfeck ikimn 
kann auch durch kilmni oder inmlk bezeichnet werden. Von den zwei 
einfachen Fiinfecken «,, 8, (p=1,2,---,6) hat jedes die fiinf Diagonalen 
des andern zu Kanten. Je zehn Kollineationen der Gruppe G,,. trans- 
formieren ein beliebiges der zw6lf einfachen Fiinfecke in eines der elf 
tibrigen oder auch in dasselbe Fiinfeck. 

Bekanntlich sind die fiinf Kanten eines einfachen riumlichen Fiinf- 
ecks in einem linearen Strahlenkomplex enthalten; sie bestimmen ihn und 
die Nullkorrelation, welche die fiinf Kanten und jeden Strahl des Kom- 
plexes in sich tiberfihrt. Durch die Nullkorrelation ist jedem Eckpunkte 
des Fiinfecks die Ebene als seine ,,Nullebene“ zugeordnet, die ihn mit den 
zwei benachbarten Eckpunkten verbindet.**) Unsere zwélf einfachen Fiinf- 
ecke bestimmen also zwélf Nullkorrelationen,***) die wir ebenfalls mit 
(i, M, +++, &, By, Be, +++, B, bezeichnen. Indem wir jedem Eckpunkte 
seine Nullebene zuordnen, stellen wir z. B. die Nullkorrelationen «,, 8, dar 
durch : 


*) Vgl. H. Himpel, Uber die Gruppe der 120 Kollineationen, durch die ein rium- 
liches Fiinfeck in sich selbst tibergeht. (Inaug. Diss.) StraBburg 1903. 
**) vy. Staudt, Geometrie der Lage (Niirnberg 1847), Nr. 325. Vgl. Reye, Geo- 
metrie der Lage (Stuttgart 1907), 4. Aufl., II, S. 113. 
**) A. Griittner, Das riumliche Fiinfeck (Inaug. Diss., Breslau 1903), 8. 17. 
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a, = 12345 = 1 512-2 193-3 234-4 345-5 451, 
B, = 12354 = 1 412-2 128-3 235-4 541-5 354. 


Durch Vertauschung der Eckpunkte 4 und 5 geht a, in #, und £, in «, 
iiber, ebenso durch Vertauschung von 1 mit 3; zugleich werden dadurch 
a, und f, miteinander vertauscht. Jede der sechs Nullkorrelationen « 
kann in eine beliebige der fiinf 6,, deren Indizes q von p verschieden 
sind, auf zweifache Art iibergefiihrt werden durch Vertauschung von zwei 
Eckpunkten. 

Wie jede Nullkorrelation sind die «, und die 8, involutorisch, d. h. 
mit den zu ihnen inversen «,* bezw. B,* identisch; sie sind binir, denn 
ihre zweiten Potenzen stellen die mit eims zu bezeichnende identische 
Kollineation dar, die jeden Punkt und jede Ebene in Ruhe laBt. Es ist: 


ty =e, By By, @—=1, B= 1. 

Die Nullkorrelationen «,, 8, sind miteinander vertauschbar, also fiir 
einander invariant, ebenso «,, 6,; aus ihnen resultieren die geschart in- 
volutorischen Kollineationen: 

«, B, = Baa, = 2-45-1 12°345-3 237451, 

a8, = Bia, = 2-13-4 42°613-5 25°134, 
und es ist By'a,fB, = «, und p, = ay'f,a,. Wie a, und f,, so sind auch 
«, und #, vertauschbar und fiir einander invariant, wenn p,q zwei 
verschiedene der Indizes 1, 2,---,6 bezeichnen; aus «, und £, resultiert 
eine involutorische Kollineation «,8, = 6,«,.*) Die zwei Nullkorrelationen 
«,, 8, erzeugen eine viergliedrige Gruppe G,, die auBer ihnen die involu- 
torische Kollineation «8, und die identische a; — 6} = 1 enthilt. Es gibt 
dreiBig geschart involutorische Kollineationen «8, die aus je zwei der 
zwolf Nullkorrelationen resultieren. 

Durch zyklische Permutation der Eckpunkte 2, 3, 4 oder auch der 
Eckpunkte 5, 2, 1 geht «, = 12345 iiber in a, = 13425 = 51342, zugleich 
aber B, in 6,. Aus a, und @, bezw. aus f, und £, resultieren die terniren 
Kollineationen: 

@,@ = 1 5 15°234-3 4 34°512-2 13°425 45°123, 
B,B, = 1 4 14°235-3 5 35°412. 2 18°524 54°123. 


Ihre dritten Potenzen stellen die identische Kollineation dar, es ist 
(a,a)>=1, (6,8,)>=1 


Oy Wy, = Oy tt, Oy, BB, B, = B, B,A,. 


und folglich 


*) Griittner a. a. O., S. 27—29. 
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Aber «,a,«, oder a;'a,a, ist die Nullkorrelation, in welche a, durch @, 
iibergefiihrt wird. Sie und £,8,8, werden dargestellt durch: 


ly Oy, = Oig@, Oy = 1 451-2 2(8451)-3 345-4 841-5 513, 
B, B, By = B, By B, = 1 541-2 2(8541)-3 354-5 351-4 413. 


Aus je zweien der Nullkorrelationen « oder § resultieren sechzig 
terniire Kollineationen; denn wie «,«, und £8, sind auch a,«, und £,8, 
’ ternir. Folglich ist: 


G,t,0,—= 0,00, und B,6,6, — B,B,B,. 
Diese symbolischen Produkte repriisentieren die Nullkorrelationen, in 
welche «, und , bezw. durch a, und B, tibergefiihrt werden. Es gibt 
dreiBig Nullkorrelationen, die auf solehe Weise aus unseren zwilf « und # 
abgeleitet werden. 

Die zwei Nullkorrelationen «,, «, erzeugen eine sechsgliedrige Gruppe G,, 
diese besteht aus den drei Nullkorrelationen a,, «,, «,a,a,, den zwei terniren 
Kollineationen @,«, und (a,«,)*—=«,a, und der identischen Kollineation 
a} = «} =(a,a,)*=1. Thre Korrelationen und Kollineationen transfor- 
mieren eine Ebene (oder auch einen Punkt) in drei Punkte und drei 
Ebenen einer Geraden, die fiir «, und @,, also auch fiir a,«,, @,«, und 
ligt, Cy invariant ist. 

Zu je zweien erzeugen die sechs Nullkorrelationen « fiinfzehn sechs- 
gliedrige Gruppen; ebenso die sechs f. Ist p, q, r, s, t, w eine Permutation 
der Indizes 1, 2, 3, 4, 5,6, so erzeugen f, und f, die Gruppe G,’ der 
sechs Transformationen: 


B,, B,, B,8,B,, B, Ps B,B,, Br tr B: a (6,6,)° =1. 

Da jede dieser Transformationen mit jeder von G, vertauschbar ist, so 
erzeugen die vier Nullkorrelationen «,, «,, 6,, 6, eine Gruppe G,,, deren 
18 Kollineationen und 18 Korrelationen durch die 36 Produkte aus je 
einer Transformation von G, und je einer von G,’ dargestellt werden. Die 
Gruppe G,, besteht, wie leicht einzusehen, aus sechs Nullkorrelationen, 
zwolf seniiren Korrelationen, der identischen Kollineation, neun geschart 
involutorischen und acht ternaren Kollineationen. Es gibt neunzig Gruppen 
G;,, die durch je vier der zwélf Nullkorrelationen erzeugt werden. 

Durch Vertauschung des Eckpunktes 3 mit 5 gehen «,, a, bezw. 
iiber in f,, B,, also a,a,a, in: 


BB. Bs = BB, 8, = 1 431-2 2(6431)-5 543-4 541-3 315. 


Aus «,c,«, und B,8,8, aber resultiert eine der fiinfzehn geschart involu- 
torischen Kollineationen der Gruppe G,., nimlich: 


Oy Hy Cty By Bg B, = 2-14-35. 
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Die vierzehn tibrigen lassen sich hieraus durch Permutation der fiinf Eck- 
punkte ableiten. So ergibt sich mittels Vertauschung von 1 und 2: 


BsBs Bsc, %,a, = 1-24-35. 
Aus diesen beiden involutorischen Kollineationen resultiert: 


tt, tt, Bs B, Bs* BB, a, a0, = 124-3-5 


tt, Oy or, ct, Bs BoB, B, = 124-3 -5, 
eine der zehn terniren Kollineationen der Gruppe G49. 

Zu jeder Kante ik des vollstindigen Fiinfecks gehéren drei der 
sechs einfachen Fiinfecke «,, 
nale, nicht eine Kante ist. So gehéren zu 12 die einfachen Fiinfecke 
@,, &,, &,. Die drei mit ihnen gleichnamigen Nullkorrelationen stehen zu- 
einander und zu ik in besonderen Beziehungen, sie bilden ,ein der Kante 
zugeordnetes Tripel“. Das Gleiche gilt von dreien der Nullkorrelationen £. 
Die Zuordnung der Tripel zu den einzelnen Kanten ist aus folgender 
Tabelle ersichtlich: 


am @& a BB HB 6B HH HM HL COS 
hig Hy Oy, Hy My he, My Mg hy, Aye he, My Me Og, Hy Hy Og, Hy Hy Oy, Mg My Mls, Oy Ug hy, Ugly te, 
B, B, B, B,B,Bs, BBs B,; BB, Bs, 6, BsB;, Bs Bs Bs, BBs Bs, B.B, Be, B; BBs, B, Bs By. 
Der Kante 45 sind hiernach die Tripel «,c,«, und , 8,8, zugeordnet, der 
Kante 35 die Tripel «,a,«, und £,8,8,. Durch Vertauschung der Eck- 
punkte 3,5 gehen die letzteren zwei Tripel ineinander iiber. 

Die zehn Tripel der « gehen in die der f iiber, wenn zwei Eckpunkte 
des Fiinfecks miteinander vertauscht werden. Sie und die zugehdérigen 
Fiinfeckkanten gehen teils ineinander und teils in sich selbst tiber, wenn 
zwei Paar Eckpunkte miteinander vertauscht, oder wenn drei oder alle 
fiinf Eckpunkte zyklisch permutiert werden. Jedes der zwanzig Tripel 
laBt sich durch Permutation der fiinf Eckpunkte in jedes andere iiber- 


fiihren. Deshalb lat sich alles, was wir von einem der Tripel nachweisen 
werden, auf alle tibrigen iibertragen. 


oder 


nimlich die drei, von denen ik eine Diago- 


Die Nullkorrelationen «,, «,, «, bilden ein der Kante 35 zugeordnetes 
Tripel. Durch a, wird «,, wie schon bemerkt, in die Nullkorrelation: 
Oh, Wg, = WH, 0, = 1 451-2 2(3451)-3 345-4 341-5 513 
tibergefiihrt. Aus dieser und der Nullkorrelation: 
@,= 14523 —1 314-2 523-3 231-4 145-5 452 
resultiert die involutorische Kollineation: 


- 


@,0,0,0,—=— 14-3 45°123-5 18°452-2 35°2(3451). 
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Sie ist mit der zu ihr inversen «,«,a,«, identisch, und «,a,«, ist also 
mit «, vertauschbar. Aber aus: 


Oy ig Oy Og = gO Oly Oy ODOL eg hy Og hy — Oy hg My Why 
folgt durch zweimalige Multiplikation mit a, bezw. a, wegen a? = «3 =1: 


Og Oey Og Oey Oey Og hy My UME Ay Wy rg ry — Chg hig ly Cy . 
" Jede der drei Nullkorrelationen des Tripels «,@,a, ist demnach vertausch- 
bar mit der Nullkorrelation, in welche eine der zwei iibrigen die dritte 
iberfiihrt; aus ihr und dieser Nullkorrelation resultiert eine involutorische 
Kollineation. 
Multiplizieren wir die beiden Seiten der Gleichung: 

Oy, Oy My Hy, Oye 
vorne mit «, und hinten mit «,, so ergibt sich: 

Hy Eg S qh, — Ky X qe, %- 
Aus o,0,0,0, = a,a,0,0, folgt ebenso: 

Bg gH My Hg, %E- 
Die Kollineation a,a,a,¢,, in welche «,«, durch a, iibergefiihrt wird, ist 
also mit a,a,0,0, und o,@,0,0, identisch; sie ist wie «,«, ternir. Die zu 
ihr inverse terniare Kollineation ist: 

Oh Cog Og Oy = Why Wy ty ey — hy Mh, Oy hy 
und wird dargestellt durch: 
Oly Ot, , = 351 352 B54 - 145 128 1(4528) - 425 418 4(2518). 
Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung: 

Oy hg Sq, mm Mg Gye, Hy 
hinten mit a, und «,, so ergibt sich: 

(ety Og Org)” Og Og Oy Oey 
Da a,«,«,«, eine involutorische Kollineation ist, so ist die vierte Potenz 


Von @,a,«, die identische Kollineation, und «,a,«, selbst ist eine quater- 
nire Korrelation. In der Tat ergibt sich fiir a,a,a, die Darstellung: 


Mg, = 1 245 86°1(2345) 234-2 135 4 1 (2845) - 
- 3 641 25°341 2(3451)-5 4(1325) 34°512 123. 
Wie a,e,a, und a,a,0, sind auch @,a,0, @,u,0,, @ 0,0, Und @.0, 0% qua- 
ternére Korrelationen, denn die Kollineationen: 
(Oh Og Og )® — (Og Og Oey)? — Og Og Oey Oy UMA (Oy Or, Oy)” — (eg Oe, Oly)” — Oey Oy Oey Oy 
sind involutorisch. 
Nunmehr ist leicht zu beweisen, daB die drei Nuilkorrelationen des der 
Kante 35 zugeordneten Tripels «,a,«, eine Gruppe G,, von zwolf Kolli- 
27* 
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neationen und zwélf Korrelationen erzeugen. Diese Gruppe G,, besteht 
aus sechs yuaterniiren Korrelationen: 


a,«,@,, den Permutationen von «, «,«,, 
sechs Nullkorrelationen: 
@, und &,0,0, = «0a, 
drei involutorischen Kollineationen: 


C,H 0,8, = Hy, ly, 


acht terniren Kollineationen: 


@,G, UN W660, —= HO, 0,0, —= OU, Oy, 


und der identischen Kollineation: 
as = (a,a,)* = (aa, c,)* = (a,0,0,0,)* = (a0, 0,0,)° = 1. 
Mittels dieser und der Gleichungen: 


(ae, o,)® = (a,c, 0,)* = 0,00, c, 
laBt sich die Resultierende von zwei beliebigen der 24 Transformationen 


auf eine der 24 zuriickfiihren und mit ihr identifizieren. Beispielsweise ist: 


Cy WO, = Uy, Cyt, , —= Ugly lt, Cl, = Ot, 0,0, 

Die Korrelationen und Kollineationen der Gruppe G,, transformieren 
eine Ebene 7 in die zwélf Punkte P und die zwélf Ebenen 7 einer Kon- 
figuration, die fiir alle Transformationen t,, t,,--- der Gruppe invariant 
ist. Wenn niimlich x durch rt, in y, tibergeht, », aber durch 1, in 1, 5, 
so wird 7 durch t,t, in 7, , tibergefiihrt; weil aber auch die Transforma- 
tion t,t, in G,, enthalten ist, so ist 4,, ebenso wie 4, ein Element der 
Konfiguration. In jeder Ebene 7 der Konfiguration liegen sechs der zwilf 
Punkte P, und zwar zu dreien auf vier Geraden g, deren Schnittpunkte 


sie sind. Diese sechs P sind der Ebene » zugeordnet durch die sechs 
Nullkorrelationen: 


Gy Hy, My, Ag Mg, MH Hy, HM; 
die drei Nullkorrelationen «,, «,, «,a,«, aber ordnen der Ebene 7 drei 
Punkte einer Geraden g zu, die fiir «, und « und folglich auch fiir «,«, und 
@,@,@, invariant ist; dasselbe gilt von @,, @,, MG, VON G,, @,, OO, Oy 
und VON GGG, O10,0,, &,%0,. Analog gehen durch jeden Punkt P der 
Konfiguration sechs ihrer zwélf Ebenen 7, und zwar schneiden sie sich 
za dreien in vier Geraden g, deren Verbindungsebenen sie sind. Die Kon- 
figuration ist demnach die bekannte Hexaederkonfiguration (12,, 16,), 


deren sechzehn Gerade g mit je drei ihrer zwélf Punkte P und je drei 
ihrer zwélf Ebenen y inzident sind.*) 


*) Vgl. Reye, Die Hexaeder- und die Oktaederkonfigurationen (12,, 16,) in Acta 
Math. 1 (1882), S. 97—108. 














Nullkorrelationen des riumlichen Fiinfecks. 421 


So z. B. ist eine dieser oo* Konfigurationen (12,, 16,) durch die Fiinf- 
eckebene 345 bestimmt. Sie enthalt die zwélf Punkte P: 
4, 34°126, 45°128; 36°1(2845), 5, 3; 237145, 26°134, 2, 18°245, 1, 15°284 
und die zwélf Ebenen 7: 
125, 185, 184; 123, 1(2845), 145; 2(8451), 345, 245, 235, 4(1325), 284. 


Von diesen Ebenen gehen die ersten sechs durch den Eckpunkt 1, sie 
schneiden sich zu dreien in den vier Geraden: 


15, 13, 1(84,52), 1 (28, 45). 


Von jenen zwélf Punkten liegen die ersten sechs in der Ebene 345 und 
zu dreien auf den vier Geraden: 


34, [845, 1(2345)], 45, 53. 
Diese Konfiguration ist nicht nur fiir alle Transformationen unserer Gruppe 
G.,, sondern auch fiir die perspektiv involutorische Kollineation 
gp =—35-1-2-4 
invariant; denn durch Vertauschung der Eckpunkte 3, 5 gehen ihre Punkte 
und Ebenen teils in sich selbst, teils ineinander iiber. 

Die zwanzig je einer Fiinfeckkante zugeordneten Tripel von Null- 
korrelationen erzeugen zwanzig mit G,, gleichartige Gruppen von je zwélf 
Kollineationen und zwélf Korrelationen. Durch Permutationen der fiinf 
Eckpunkte kann jede dieser-Gruppen in jede andere iibergefiihrt werden. 
Der Kante 35 ist zugleich mit «,a,a, das Tripel 68,8, zugeordnet, und 
seine drei Nullkorrelationen sind mit @,, a, und «, vertauschbar. Von 
den Transformationen B der durch ,, 8, und #, erzeugten Gruppe G,, 
ist daher jede mit allen Transformationen A der durch «,, a, und a, er- 
zeugten Gruppe G,, vertauschbar. Die 576 Transformationen von der 
Form AB = BA bilden folglich eine Gruppe G,,,, und diese wird durch die 
sechs Nullkorgelationen «,, a,, «,, B,, B,, B, erzeugt. 

Die Gruppe G,, besteht ebenso wie G,, aus sechs quaterniren und 
sechs biniren (oder Null-)Korrelationen, aus acht terniren und drei bi- 
niiren (involutorischen) Kollineationen und der identischen Kollineation. 
Eine Transformation AB der Gruppe G,,, ist nur dann eine Korrelation, 
wenn eine ihrer Komponenten A,B eine Korrelation, die andere eine Kol- 
lineation ist; in jedem anderen Falle ist sie eine Kollineation. Wegen 
AB = BA wird (AB)" = A"B". Deshalb ist AB vom n‘” Grade, wenn beide 
Komponenten A, B vom »" Grade sind, oder wenn die eine n‘” Grades, 
die andere die identische Kollineation ist. Ist eine der Komponenten qua- 
ternir (vierten Grades), die andere biniir, so ist AB quaternar. Ist endlich 
eine der Komponenten A, B ternir, die andere binir oder quaternir, so 
ist AB vom sechsten bzw. zwélften Grade. 
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Die durch «,, a, «, Bs, Bs, 6, erzeugte Gruppe G,;, besteht dem- 
nach aus 288 Korrelationen und 288 Kollineationen. Von ihren Korrela- 
tionen sind 48 binar (darunter zwélf Nullkorrelationen), 48 quaternir, 
96 senir und 96 zwélften Grades; von ihren 288 Kollineationen sind 
51 binir, 80 terniir, 108 quaternir, 48 senir und eine ist die identische. 
Die 288 Kollineationen bilden eine ausgezeichnete Untergruppe von G;,,. 
Sechs von ihnen, nimlich die identische Kollineation, die drei geschart 
involutorischen: 

Or, 0, By By By = 1-24-35, 2-14-35, 4-12-35 
und die zwei terniren: 
@, ta, 0, By 8,88, = 124-3-5 und 142-3.-5, 
fiihren das vollstindige Fiinfeck und {seine Kante 35 in sich tiber. 
Dasselbe bewirkt die perspektiv involutorische Kollineation: 
gp =1-2-4-35. 
Sie vertauscht die Eckpunkte 3 und 5 miteinander und die Nullkorrela- 
tionen @,, a, «, bzw. mit f,, B,, B,. Es ist also: 


%P= PRs, —P=— PB, ~P = PBs, 

BP = Ge, BoP=— Pez, Bp = PK. 
Durch » wird folglich jede Transformation der durch «,, a, «, erzeugten 
Gruppe G,, mit einer von G,, vertauscht; die durch «,, «, &, Bs, Bs, Bs 
erzeugte Gruppe G,,, geht deshalb durch @ in sich selbst iiber, und mit 
@ erzeugen die sechs Nullkorrelationen eine Gruppe G,,;.. Diese besteht 
aus den 576 Transformationen der G,,, und deren 576 Produkten mit q. 
Sie enthalt unter anderen die senire Kollineation: 

wy = 124-35, 
die aus gm und der terniiren Kollineation 124-3-5 resultiert, tiberhaupt 
aber die zwélf Kollineationen, die das Fiinfeck und seine Kante 35 in 
sich iiberfiihren. In G,,,. gibt es auch okteniire Korrelationen. So ist 
die Korrelation 
&, & Bp = PB; Bea, 
achten Grades, weil ihre zweite Potenz: 
(1% B,D)” = , Oy Bp PB, By o, = o, Oo, B, B; B, 

quaternir ist. 

Die Gruppe G,,,. besteht aus 576 Kollineationen und 576 Korrela- 
tionen. Sie laBt sich nicht nur durch «,, a, «@, und g, sondern auch durch 
«, und die senire Kollineation » = 124-35 erzeugen. Denn zuniichst ist: 

w= 142-3-5, wt=124-3-5, yi =1-2-4-35 =m. 
Durch 9 und y* wird «, in a, und «, tibergefiihrt, durch g = w’ aber 
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gehen «,, a, a, bzw. in £,, 6, 8, tiber. Die durch «, und w erzeugte 
Gruppe enthilt also die sieben Transformationen «,, a, «,, B;, B;, Bs, 9 
und ist folglich mit G,,,. identisch. 

Die Korrelationen und Kollineationen der durch a@,, a, und «, er- 
zeugten Gruppe G,, transformieren, wie schon bemerkt, die Fiinfeckebene 
345 in die zwélf Punkte und die zwélf Ebenen einer Konfiguration 
- (12,, 16,), die fiir @,, @,, «, und zugleich fiir die involutorische Kollinea- 
tion gp = 1-2-4.-35 invariant ist (S. 421). Diese Konfiguration ist folg- 
lich auch invariant fiir alle Transformationen der durch «,, «, a, und » 
erzeugten Gruppe G,,,.. Demnach besteht G,,,. aus den 576 Kollinea- 
tionen und den 576 Korrelationen, die die Konfiguration (12,, 16,) in sich 
selbst tiberfiihren.*) 

Es gibt zehn mit G,,, gleichartige Gruppen von je 288 Kollinea- 
tionen und 288 Korrelationen, die erzeugt werden durch die sechs Null- 
korrelationen je zweier, einer Fiinfeckkante ik zugeordneter Tripel Cy, 0,., 
6,8,8,. Jede von ihnen wird zu einer Gruppe G,,,. erweitert durch die 
perspektive involutorische Kollineation ik -/-m-mn, die die Eckpunkte i, k 
der zugehérigen Kante miteinander vertauscht und die iibrigen drei Eck- 
punkte /, m, m in Ruhe laBt. Diese G,,,. enthilt u. a. die zwélf Kollinea- 
tionen, die das Fiinfeck und die Kante i/ in sich tiberfiihren. Von den 
zehn Gruppen G,,,9 laBt sich jede durch eine a, ihrer Nullkorrelationen 
und eine seniire Kollineation ik -lmn erzeugen. 

Drei der sechs Nullkorrelationen «,, die in keinem der zehn den 
Fiinfeckkanten zugeordneten Tripel enthalten sind, haben allemal eine 
Kante 71m gemeinsamen Nullstrahl. So lassen die drei Nullkorrelationen: 


a, = 12345, a —15243, «, = 14235 


die Kante 15 in Ruhe. Es fragt sich, ob auch diese drei eine endliche 
Gruppe erzeugen, ob insbesondere ihre Resultierende a,a,a, eine zyklische 
Korrelation ist. Sie resultiert aus: 
@,0,—= 1 5 16284-3 4 84°512-2 18245 45°123 
und 
a, = 1 514-2 493-3 235-4 142-5 351; 


es ergibt sich: 

0,0, = 1 513-5 512 - 15°234 514-345 2 5(1428)---. 
Ihre zweite Potenz, die Kollineation («,a,«,)*, laBt folglich die Punkte 
1, 5, 15°34 und die Ebenen 513, 512, 514 und damit alle Punkte und alle 
Ebenen der Geraden 51 in Ruhe. Unter den zyklischen Raumkollineationen 


*) Vgl. Reye in Acta Math. 1, 8.101. Herr Feder hat diese Gruppe G,,,, in 
den Math. Ann. 47, S. 375—407 eingehend erdrtert und zu einer G,,,, erweitert. 
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aber sind die gescharé involutorischen die einzigen, die alle Elemente ge- 
rader Linien, nimlich der Involutionsachsen, in Ruhe lassen. Nur dann 
also ist die Kollineation («,«,«,)* zyklisch, wenn sie involutorisch ist. 

Nun wird aber durch die Korrelation «,«,«, jede der Geraden: 

51-284 12345, 45, 2(84,51), 5(23,14), 51-234 52134 
in die nichstfolgende transformiert. Die Kollineationen (a,«,«,)* und 
(a, a, )~* transformieren also die Gerade 2(34,51) bzw. im 51-234 52-184 und 
51°234 12345, und da diese zwei Geraden nicht zusammenfallen, so ist die 
Kollineation («,«,a,)* von der inversen (a,a,a,)~* verschieden, also nicht 
involutorisch, sie und die Korrelation «,a,«, sind nicht zyklisch. 

Die zwélf Nullkorrelationen des riumlichen Fiinfecks erzeugen dem- 
nach keine endliche Gruppe, sie sind in keiner endlichen Gruppe von 
Transformationen enthalten. 

Auch keine vier der sechs Nullkorrelationen «, sind in einer end- 
lichen Gruppe enthalten; denn zwei der vier von ihnen gebildeten Tripel 
sind keiner Fiinfeckkante zugeordnet, und von ihnen gilt dasselbe wie 
VOR @, Gg, My. 


StraBburg, den 3. November 1913. 
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Uber Flachen mit einer Schar von kongruenten und geschlossenen 
geodatischen Linien. 


Von 
P. Foun in Prag. 


Hazzidakis hat allgemein das Problem der Aufstellung simtlicher 
Flichen mit einer Schar kongruenter geoditischer Linien geliést, ohne 
jedoch auf den Spezialfall, daB die geoditischen Linien geschlossen sind, 
genauer einzugehen.*) 

Zoll hat in seiner Géttinger Dissertation als Beispiele von Flichen 
mit dieser Eigenschaft Rotationsflichen und Schraubenflichen behandelt 
und hat ferner bewiesen, daB die einzigen Flichen mit einer Schar ebener 
kongruenter geoditischer Linien solche sind, die dadurch entstehen, dab 
die Ebene einer beliebigen ebenen Kurve auf einer beliebigen abwickel- 
baren Filiiche gleitungslos abrollt. Er nennt sie Kanalflichen, was jedoch 
nicht tiblich ist.**) 

Hier soll bewiesen werden: Rotationsflichen und Schraubenflichen 
sind die einzigen Flichen, auf denen eine Schar kongruenter geschlossener 
Raumkurven doppelter Kriimmung geodiitische Linien sind. Bedienen wir 
uns einer kinematischen Deutung, so lautet der zu beweisende Satz: Wenn 
sich eine geschlossene Raumkurve doppelter Kriimmung so bewegen kann, 
daB sie auf der beschriebenen Fliche geodiitische Linie ist, so ist die Be- 
wegung durch die Gestalt der Kurve eindeutig bestimmt.***) 

Die Art der Bewegung miiBte entweder eine Schraubung oder eine 
Rotation sein, eine Translation ist ausgeschlossen; denn auf einer zylindri- 
schen Fliiche sind die geschlossenen geoditischen Linien ebene Kurven. 
Nehmen wir nun an, es giibe eine geschlossene Raumkurve doppelter 
Kriimmung, die auf mehr als eine Art so bewegt werden kiénnte, daB sie 
auf der entstehenden Fliche geoditische Linie ist. Wenn man sich auf 
analytische Flichen beschrinkt, so miiBte sich die Ganghéhe der infinite- 
simalen Schraubung jedenfalls stetig mit der Zeit iindern (bzw. konstant 
bleiben). Es wire demnach entweder der Wert der Ganghéhe in zwei ver- 


*) J. f. Math. 95, S. 190. **) Zoll, Diss. Géttingen. Math. Ann. 57, 8. 108. 

**) Der im Anhang meiner Dissertation (Géttingen 1911) hierfiir gegebene Be- 

weis ist nicht richtig, worauf mich Herr W. Blaschke in liebenswirdiger Weise 

aufmerksam machte. Auch verwende ich dort die Bezeichnung Kanalflichen im selben 
Sinne wie Zoll. 
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schiedenen Zeitpunkten von Null verschieden oder er wiire bestindig Null, 
d. h. die Bewegung bestiinde aus lauter infinitesimalen Rotationen. 

Somit sind zwei Fille zu unterscheiden: 

1. Die Bewegung bestehe aus infinitesimalen Schraubungen, wobei 
also die Ganghéhe im allgemeinen von Null verschieden ist. Der Kurve 
miiBte sich dann ein ganzes System von Geraden als Schraubenachsen zu- 
ordnen lassen, soda bei Ausfiihrung der Schraubung die Kurve auf der 
entstehenden Schraubenfliche geodiitische Linie ist. Eine Gerade dieses 
Systems von Schraubenachsen sei die z-Achse; dann miiBte, da auf Schrau- 
benfliichen, wie in der Zollschen Dissertation bewiesen wurde, die ortho- 
gonalen Trajektorien der Schraubenlinien die einzigen geschlossenen geo- 
datischen Linien sina, die Differentialgleichung 
(1) zdy —ydz=hdz 
erfiillt sein. Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar, daB bei gegebener 
Gestalt der Kurve und bei festgelegter Lage zur Schraubenachse die Gang- 
héhe eindeutig bestimmt ist. Fiir irgend eine andere Gerade des Systems 
der Schraubenachsen erhielte man: 

Edy —¥dz —hdz, 

wobei #977 mit xyz durch die Formeln der gewéhnlichen Koordinaten- 
transformation verbunden sein sollen. Unsere Raumkurve miibte diesen 
beiden Differentialgleichungen geniigen. Die einzigen Lésungen dieser bei- 
den Differentialgleichungen sind aber Gerade. Jeder dieser beiden Diffe- 
rentialgleichungen entspricht nimlich ein Nullsystem, und die gemein- 
samen Elemente dieser beiden Nullsysteme, also die Geraden einer linearen 
Kongruenz, sind die einzigen Lésungen unserer Differentialgleichungen. 
Somit ergibt sich 

Satz I: Ein und dieselbe geschlossene Rawmkurve mit doppelter Kriim- 
mung kann nicht sugleich auf zwei verschiedenen Schraubenflichen geodéitische 
Linie sein. 

2. Angenommen, die Bewegung bestiinde aus lauter infinitesimalen 
Rotationen. Es miiBte sich dann der Kurve ein System von Rotations- 
achsen zuordnen lassen, sodaB sie auf den entsprechenden Rotationsflichen 
geoditische Linie ist. Die Hauptnormalen der Kurve miiBten jede der Ro- 
tationsachsen schneiden. Wir wihlen das Koordinatensystem so, daB durch 


r=A z=—A 

y = Bz a y=— Bz 
zwei der Rotationsachsen des Systems dargestellt sind. (Wir diirfen an- 
nehmen A+0, B+0, d.h. die Rotationsachsen seien windschief; wire 
dies namlich nicht der Fall, so ligen entweder alle Hauptnormalen in 


der durch die beiden Rotationsachsen gehenden Ebene oder alle Haupt- 
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normalen gingen durch den Schnittpunkt der beiden Rotationsachsen. In 
beiden Fiillen wire die Kurve eine ebene; im zweiten speziell ein Kreis.) 
Die Bedingung, daB die Hauptnormalen der Kurve durch diese beiden Geraden 
hindurchgehen, driickt sich durch die beiden Differentialgleichungen aus: 
(2) (cy” — yx") — B(ad’— zx") — Ay” + ABz” =0, 

(3) (ay”— yx") + Blade’ — 22") + Ay” + ABs’ =0, 

‘ wobei die Striche Differentiationen nach der Bogenliinge bedeuten. Durch 
Addition und Subtraktion erhiilt man 

cy” — yx" + ABz” =0, 


A 2” 


ae” — ex” +3 = (), 


Diese beiden zuletzt angeschriebenen " Didlerentinlgleichungen sagen aus: 
Die gesuchte Raumkurve ist zugleich geoditische Linie sowohl auf einer 
Schraubenfliche mit der X-Achse als auch auf einer mit der Y-Achse als 
Schraubenachse. Somit kann diese Kurve nach Satz 1 keine geschlossene 
sein. Es ergibt sich somit: 

Satz Il: Kin und dieselbe geschlossene Rawmkurve doppelter Kriimmung 
kann nicht auf zwei verschiedenen Rotationsflichen geoddtische Linie sein. 

Will man auch nicht-analytische Flichen beriicksichtigen, so ist noch 
folgender Satz zu beweisen: 

Satz UI: Hin und dieselbe geschlossene Raumkurve doppelter Kriim- 
muny kann nicht zugleich auf einer Rotationsfliche und auf einer Schrauben- 
fliche geodiitische Linie sein. 

Der Beweis dieses Satzes kann ebenso wie bei Satz II gefiihrt werden. 
Sei die 7-Achse die Schraubenachse, und die Gerade x = A, y = Bz sei 
die Rotationsachse. Dann folgt, wenn man Gleichung (1) differenziert und 
von Gleichung (2) subtrahiert, wenn B + 0: 


(4) s(r—A—}) —(2-A-F Mer Ay’. ” 


Wenn A + 0 entnehmen wir hieraus: Die Kurve ist nicht nur geoditische 
Linie auf einer Schraubenflache mit der Z-Achse als Schraubenachse, son- 
dern sie ist auch geodiitische Linie auf einer Schraubenfliche mit der Ge- 


raden c= A+ $ als Schraubenachse. Somit kann nach Satz I die Kurve 


keine geschlossene Raumkurve von doppelter Kriimmung sein. Im Fall 
A=0O kénnen wir diesen Schlu8 in ihnlicher Weise aus Satz II ziehen. 
Im Fall B= 0 erhalten wir statt (4): 


(4*) Ay” +hz" =0. 
Da y und zg periodische Funktionen der Bogenlinge sein miissen, folgt: 
Ay+hz=C, 


d.h. die Kurve wiire eine ebene. 











428 F. Havusporrr. 


Bemerkung tber den Inhalt von Punktmengen. 
Von 


F. Hausporrr in Greifswald. 


Bekanntlich haben E. Borel und H. Lebesgue das Problem der Inhalts- 
bestimmung von Punktmengen wenigstens eine Strecke weit axiomatisch 
zu behandeln versucht. Es soll jeder beschrinkten Menge A des n-dimen- 
sionalen euklidischen Raumes FE, als Inhalt eine nichtnegative Zahl f(A) 
unter folgenden Bedingungen zugeordnet werden: 

(a) Der Einheitswiirfel hat den Inhalt 1. 

(8) Kongruente Mengen haben denselben Inhalt. 

(y) Es ist f(A +B) = f(A) + f(B). 

(0) Es ist ((A+B+C+---)=f(A)+f(B)+/(C)+--- fir eine 
beschriinkte Summe von abzihlbar vielen Summanden.*) 

Die von Lebesgue gegebene konstrultive Inhaltsdefinition erfiillt zwar 
diese vier Forderungen, aber sie ordnet nicht allen (beschrinkten) Mengen, 
sondern nur den ,meBbaren“ Inhalte zu. Das erste Beispiel einer im 
Lebesgueschen Sinne nicht meBbaren Menge stammt von G. Vitali **); 
iibrigens hat das System der unmeBbaren Mengen dieselbe Michtigkeit 
wie das der meBbaren und das aller Mengen. Die Frage bleibt also offen, 
ob das durch die Forderungen («) bis (é) gestellte Inhaltsproblem, in der 
Ausdehnung auf alle beschriinkten Mengen, tiberhaupt lésbar ist oder nicht. 

Man bemerkt sofort, daB eine Lésung des Inhaltsproblems fiir den 
E,,, auch eine fiir den E, liefern wiirde (indem man einer n-dimensio- 
nalen Menge A, den (n + 1)-dimensionalen zylindrischen Kérper A, ,, mit 
der Basis A, und der Hohe 1 zuordnet und /,(A,) =/,,,(A,,,) setat); 


*) Vgl. H. Lebesgue, Legons sur l'intégration (Paris 1904), 8. 103. Wir be- 
zeichnen eine Summe von Mengen nur dann mit A+ B+ ---, wenn diese Mengen 
paarweise keinen Punkt gemein haben. 

**) A. Schoenflies, Entwickelung der Mengenlebre (Leipzig und Berlin i913), 8. 374, 
wo auBer weiteren Beispielen von E. B. van Vieck und Lebesgue auch das im Text 
folgende von mir mitgeteilt ist. 
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ebenso auch eine fiir den n-dimensionalen sphirischen Raum K,, wobei 
die Bedingung («) durch die zu ersetzen ist, dab K, selber einen positiven 
Inhalt, etwa 1, haben soll; endlich sind die Inhaltsbestimmungen fir die 
gerade Linie FE, und den Kreis K, identische Probleme. 

Wir zeigen zuerst, daB unter den Forderungen («) bis (6) eine In- 
haltsbestimmung keinesfalls méglich ist; nach dem eben Bemerkten ge- 
niigt es, dies fiir den Kreis nachzuweisen. Zu diesem Zweck spalten wir 
die Kreisperipherie K in abzdhlbar viele kongruente Mengen. Nehmen wir 


den Radius = ws) also f(K) =1, stellen die Punkte des Kreises durch 


eine reelle Variable x dar, so dab zwei Werten mit ganzzahliger Differenz 
derselbe Kreispunkt entspricht, und verstehen unter é eine irrationale Zahl, 
so gehért zu jedem Punkt 2 eine abzihlbare Menge 


Pi={---, 2-26, 2—0, 7, +6, +20, ---}; 


und zwei Mengen P,, A haben, wenn sie nicht identisch sind, keinen 
Punkt gemein. Wihlen wir jetzt aus jeder Menge P, genau einen Punkt x 
aus, so entsteht eine Menge 


A,= (x,y, f,°° -}, 
die durch Drehung um ein beliebiges Vielfaches md von @ in die Menge 
A,,= {x#+md, y+ md, 2+md, ---} 


iibergeht; zwei ‘solche Mengen mit verschiedenem Index haben keinen 
Punkt gemein, und es ist 


K=---+As+4.,+4,+4,+4,+°-. 


Alle diese Mengen sind kongruent, sollen also denselben Inhalt /(A,,) = a 
haben; da K die Teilmenge A, + A,+---+ A, enthiilt, so muB 1>na 
sein fiir jede natiirliche Zahl n, also a = 0, und damit ist die Bedingung (0) 
verletzt. Es folgt beiliiufig, dab diese Mengen A,, im Lebesgueschen Sinne 
nicht meBbar sind (ihr aiuBerer Inhalt ist positiv, der innere Null); aber 
das Wesentliche ist, daB wir gar nicht von der Lebesgueschen Inhalts- 
definition, sondern nur von seinen Postulaten Gebrauch gemacht haben. 

Der Widerspruch, auf den wir gefiihrt wurden, bezieht sich auf die 
Forderung (0), die allerdings gerade den spezifischen Vorzug der Borel- 
Lebesgueschen MaBtheorie gegentiber der iilteren Peano-Jordanschen In- 
haltstheorie ausmacht. Lassen wir aber diese Forderung fallen und fragen 
nach einer etwaigen Lésung des Inhaltsproblems unter Einschrankung auf 
die Postulate («)(8)(y), die wohl das Minimum dessen darstellen, was 
vom Inhalt der Punktmengen verlangt werden muB. Selbst unter diesen 
Bedingungen ist das Problem unlisbar, wenigstens fiir die Kugel und daher 
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fiir den drei- oder mehrdimensionalen euklidischen Raum. Zu diesem Zweck 
zeigen wir, daf eine Kugelhilfte mit einem Kugeldrittel kongruent sein kann, 
oder genauer, daB (von einer abziihlbaren Menge abgesehen) die Kugel K 
in drei Mengen A, B, C gespalten werden kann derart, daB A, B, U 
und B+ C paarweise kongruent sind. 


3 
um eine von der ersten verschiedene Achse. Diese beiden Drehungen er- 
zeugen, da g*= y*=1, eine zuniichst in folgender Weise darstellbare 
Gruppe 


(G) 1 | gf; ¥, y | PY, gv’, vg, v*@ | ae, 


in der wir die Produkte verschiedener Faktorenzahl durch Striche getrennt 
haben; hierbei werden g, wv, ~* als einfache Faktoren gerechnet. Die all- 
gemeine Form eines Produktes von zwei oder mehr Faktoren ist eine der 
folgenden vier: 


Es sei » eine Halbdrehung (um z) und y eine Dritteldrehung (um =) 


a= gv" gy”" cee gu, 
Pree se: ** ee 
y= pun py” --- pug, 
é= ygy™ --- py™, 


wobei » eine natiirliche Zahl und m,= 1 oder 2 ist. 


Bei geeigneter Wahl der Drehungsachsen ist kein Produkt aus einem 
oder mehreren Faktoren gleich der Identitat 1, sind also die in der Form (G@) 
angeschriebenen Drehungen paarweise verschieden. Um dies zu zeigen, be- 
merken wir zuerst, dab ein Produkt, das = 1 ist, jedenfalls in der Form « 
angenommen werden kann; denn aus 6 = 1 wiirde pBg = « = 1 folgen; 
aus y= 1 ebenso pyg = 0 = 1, und aus 6 = 1 schlieBlich 


y-™d y= a’ = 1. 


Die unseren Drehungen entsprechenden orthogonalen Transformationen 
haben, wenn wir die w-Achse in die z-Achse, die m-Achse in die zz-Ebene 


legen und den Winkel beider Achsen mit +e bezeichnen, die Gestalt: 


'=— aA —Yu, 
(¥) y=—ru+ yi, 

‘= 2; 

2’ =—xzcost+zsiné, 
(9) ly--» 

g=— zsnt+zcos#; 
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2=—rhlcost+yu+cisiné, 
(pw) y =— cpcos?—yi+czysiné, 
e= «sn? +2 cos#, 

wobei 
2a 1 a. fi 3 
i= >-=——-7; w= sin — 1 


gesetzt ist; der Ubergang von ~ zu w* wird durch Vertauschung von u 
mit —u bewirkt. 

Es sei nun @ ein Produkt von » Doppelfaktoren mw oder py’, «’ 
eines von »+ 1 solchen, also e —agy oder «' =—agy*; « fiihre den 
Punkt 0, 0, 1 in den Punkt a, y, 2 iiber, @’ in 2’, y’, 2’, so daB zwischen 
diesen Koordinaten die Gleichungen (gw) oder die durch Vertauschung 
von « mit — w daraus hervorgehenden Gleichungen (gy*) bestehen. Wir 
behaupten, daB z, y, 2 von der Form 


= sin #(a cos #"-1+---), 
y = sin #(b cos #*-*+---), 
g=ccos #"*+--- 


sind, d. h. und y Produkte von sin # mit einem Polynom ( —. 1)" Grades, 
z ein Polynom n* Grades in cos #. In der Tat ist dies fiir m = 1 richtig, 
da der Punkt 0, 0,1 durch ‘pw oder py’® in Asin #, + usin #, cos # 
iibergeht, und iibertriigt sich von » auf n+ 1; es ist niimlich 


‘= sin #(a’ cos #" + ---), 
y = sin @ (UV cos #" + ---), 


a=c cos #"t!4..., 
wobei zugleich 


a=A(c—a), b'=+u(e—a), c=ec-a, 
¢ —a’ =(1—4)(e—a) = 3 (c—a). 


Durch wiederholte Anwendung dieser Rekursionsformel folgt, dab nach 
n Drehungen py oder py* der Punkt 0, 0, 1 in 2, y, 2 tibergegangen ist, wo 


= (>)"~ cos o"+--- 
sich jedenfalls nicht identisch auf 1 reduziert; unser Produkt a kann also 
nur fiir endlich viele besondere Werte von cos # gleich der Identitét 1 
sein, und es ist demnach durch Vermeidung von héchstens abziihlbar vielen 


Werten méglich, @ so zu wihlen, daB kein Produkt « gleich 1 wird. 











432 F. Havusporrr. 


Nachdem # in dieser Weise gewihlt ist, haben die Transformationen 
von (G), auBer der ersten 1, jede nur zwei Fixpunkte, die zusammen eine 
abzihlbare Menge @ bilden; setzen wir die ganze Kugel K=— P+ Q, 
so muB nach der uns vorschwebenden Inhaltsbestimmung /(Q) = 0 und 
f{(P)=f(K)>O0 sein. (Durch eine geeignete Drehung, deren Achse 
durch keinen Punkt von @Q hindurchgeht und deren Winkel keiner der 
abzahlbar vielen Langendifferenzen der Punkte von @Q gleich ist, geht Q 
in eine kongruente Teilmenge von P iiber; durch wiederholte Anwen- 
dung erkennt man, daB, fiir jede natiirliche Zahl n, f(P) > mnf(Q), also 
f(Q) =0 sein muB.) Betrachten wir jetzt nur die Menge P, so ent- 
spricht jedem ihrer Punkte xz die abzihlbare Menge P, der paarweise 
verschiedenen Punkte 

L, LY, LY, xy’, ZQY,--*, 


in die « durch die Transformationen von (G) tibergeht; wihlen wir aus 
jeder Menge P, genau einen Punkt aus, so entsteht eine Menge 
M = {x, Y, 2, °° ‘} 


und es ist 


P=M+Mg+ Mv+ Mv’ + Mov+---. 


Wir behaupten jetzt endlich: es ist méglich, diese Mengen oder die ent- 
sprechenden Transformationen auf drei Klassen A, B, C so zu verteilen, dab 

(1) von zwei Transformationen 9, og die eine zu A und die andere 
wu B+ C gehirt; 

(2) von drei Transformationen 9, ev, oy* je eine zu A, B, C gehért. 

Angenommen nimlich, die Produkte von nm oder weniger Faktoren 
seien bereits so verteilt, daB diese Bedingungen, soweit die fraglichen 
Transformationen unter den schon verteilten vorkommen, erfiillt sind. Ein 
Produkt von » Faktoren, deren letzter y oder y* ist, heiBe w,; ein solches, 
dessen letzter Faktor p ist, heiBe g,. Jedes Produkt von » + 1 Faktoren 
ist dann von einer der drei Formen ¥,9, 9,¥, 9,¥*, und wir verteilen 
sie folgendermaBen: 


wenn y, zu A, B, C gehirt, so gehére yg zu B, A, A; 
wenn g, zu A, B, C gehért, so gehére g,y~ zu B, C, A 


und g,w* zu C, A, B. 


Damit sind die Produkte von m+ 1 oder weniger Faktoren in der ge- 
wiinschten Weise verteilt; man sieht zugleich, welche Rolle die Unab- 
hingigkeit von g, w spielt, denn wenn ein Produkt = 1 oder zwei formal 
verschiedene Produkte gleich wiiren, so kénnte die verlangte Verteilung 
auf Widerspriiche fiihren. 
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Wir deuten, indem wir die Identitiit in die Klasse A werfen, den 
Anfang der Verteilung an: 
ali? be py PLP PVEYHE Vv" pygy® - 
| fee | weve Ypy'g 
= i 


| r a 
_ as oe PE YO HY'O| PPO 
Cc 





}— | — _ 
| |? ey doy vy oy* | PYOY oy'oy --- 





wihrend die beiden folgenden Zusammenstellungen zeigen, wie durch die 
Bedingung (1) die Klassen A und B+ C, durch. die Bedingung (2) die 
Klassen A, B, C aufeinander bezogen werden: 


l 
A |1) ep vp oy | oye vovp veyp Yyorp wv oy'p gYy'*py?® 


B+Cig » ww wp gy yop = py pp Wpy®— pU*pp"@ --- 


4 11), op wp gy’ pvp vere veypp wove wor gy py’ --- 


Biv voy vov & PYPY PEvEY Yov'od Yovoy Y'pv'oy HY” 
Cc ap? apy" w py? gw pupy? wpypy? wop'*py? w*gpugy*® wp *py*py* pug eee 
Bezeichnen wir jetzt mit A, B, C auch die Summen der betreffenden 
Mengen 
A=M+ Myo + My*o + Moy’+---, 
C= My'*+ Moyv+-:-::, 
so ist 


Ag=B+C, Av=B, Ayv=C, 
die Mengen A, B, C, B+ C sind kongruent und A miiBte gleichzeitig die 
Hialfte und das Drittel des Kugelinhalts haben. 
Das Inhaltsproblem selbst ohne die Lebesguesche Forderung (6) ist 


also fiir die Kugel und fiir den drei- oder mehrdimensionalen Raum nicht 
lésbar. 


Fiir den Kreis, die gerade Linie und die Ebene muf die Frage nach 


einer den Bedingungen («)(6)(y) gentigenden Inhaltsbestimmung offen 
bleiben, da die Struktur der Bewegungsgruppe in diesen Fillen das obige 
Verfahren nicht gestattet. 


Greifswald, 27. Februar 1914. 
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Uber ganze transzendente Zahlen. 
Von 


Ernst ZerMeE vo in Ziirich. 


Das Problem der ,,ganzen transzendenten Zahlen“, wie es neuerdings 
von Maillet*) u.a. behandelt wurde, kommt darauf hinaus, einen Bereich © 
von reellen oder komplexen Zahlen zu definieren, welcher die folgenden 
Eigenschaften besitzt: 

I. Summe, Differenz und Produkt zweier Zahlen von © ist wieder 
eine Zahl von ©. 

Il. Jede reelle oder komplexe Zahl ist Quotient zweier Zahlen von ©. 

Ill. Jede ganze rationale (bzw. algebraische) Zahl ist Element von ©. 

IV. Keine nicht-ganze rationale (bzw. algebraische) Zah] gehért zu G. 
Da es bisher noch nicht gelungen ist, einen Bereich von dieser Beschaffen- 
heit zu konstruieren, so liegt die Vermutung nahe, als ob es deswegen 
nicht ginge, weil die vier aufgestellten Postulate miteinander im Wider- 
spruche stiinden. Im folgenden soll nun gezeigt werden, dab es sich so 
nicht verhilt, indem die Existenz solcher Bereiche © auf die Wohlord- 
nung des Kontinuums zuriickgefiihrt wird. 

Zu diesem Zwecke wird nach einem zuerst von G. Hamel**) und 
H. Lebesgue***) benutzten Verfahren auf Grund einer beliebigen Wohl- 
ordnung Q eine ,algebraische Basis“ der reellen und komplexen Zahlen 
definiert, d.h. ein System H von Zahlen 7, zwischen denen keine alge- 
braischen Beziehungen bestehen, welche aber alle tibrigen Zahlen alge- 
braisch auszudriicken gestatten. Es wird sodann gezeigt, daB jede Zahl 
einer eindeutig bestimmten ,,Hauptgleichung“ geniigt, namlich einer in H irre- 
duziblen und primitiven algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten ,,ganz- 
zahlige* Polynome der y sind, d.h. soleche mit ganzen rationalen Zahlen- 


*) Hieriiber vgl. H. Blumberg, Arch. Math. Phys. (3) 20, p. 53—57. 

**) G. Hamel, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lésungen der Funktional- 
gleichung f(x + y) = f(x) +/(y). Math. Ann. 60, 8. 459, wo es sich aber nur um 
ineare Beziehungen handelt. 

***) H. Lebesgue, Sur les transformations ponctuelles transformant les plans en 
plans. Atti Ac. Torino 1906—1907. 
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koeffizienten. Werden nun zu @, alle diejenigen Zahlen gerechnet, fir 
welche der Anfangskoeffizient der Hauptgleichung + 1 ist, so laBt sich 
zeigen, daB fiir diesen Bereich G, alle vier Bedingungen erfillt sind. Jeder 
Wohlordnung Q des Kontinuums entspricht also eine Basis H und damit 
ein System G, von ,,7-ganzen“ Zahlen, zu denen (nach III) jedenfalls auch 
alle ganzen algebraischen Zahlen gehéren, zugleich aber auch alle Basis- 
. zahlen » selbst sowie alle ganzzahligen Polynome der 4, wihrend alle 
rational-gebrochenen Polynome der 4 mit ganzzahligen Koeffizienten als 
wnicht ganz“ zu gelten hiitten. 


§ 1. 
Die Basis. 


Die Gesamtheit © der reellen und komplexen Zahlen sei in beliebiger 
Weise ,,wohlgeordnet“, d.h, nach G. Cantor so geordnet, daB die Menge & 
wie jede ihrer Teilmengen ein erstes Element enthilt. Eine soleche Wohl- 
ordnung 2 kann stets und zwar auf eindeutige Weise definiert werden, 
wenn jeder nicht verschwindenden Untermenge von © eines ihrer Elemente 
zugeordnet ist, sie existiert also auf Grund des ,,Auswahlaxioms“*), und 
die Gesamtheit aller méglichen Q ist eine Menge von der Michtigkeit 2°, 
sofern ¢ die des Kontinuums bezeichnet. 

Fiir das Folgende geniigt es, eine beliebige Wohlordnung 2 von © 
zugrunde zu legen. Dann entspricht jeder (reellen oder komplexen) Zahl « 
als ,Abschnitt“ eine bestimmte Untermenge ©(«) von ©, namlich die Ge- 
samtheit der dem Element « in 2 vorangehenden Elemente, sowie der durch 
diese Zablen bestimmte Kérper &(a). 

Nun kann es vorkommen, daB eine Zahl « von den vorangehenden 
p»algebraisch abhiingig“ ist, nimlich einer algebraischen Gleichung geniigt 
von der Form 
(1) f(a, 6) =f, By, Bey *-* B,) = 9, 
in welcher alle Koeffizienten dem Kérper &, angehéren, d.h. ganzzahlige 
rationale Funktionen von endlich vielen dem a vorangehenden Zahlen 
B,, By, --+, B, sind und der Koeffizient der héchsten Potenz von xz nicht 
verschwindet. Insbesondere erfiillen alle algebraischen Zahlen diese For- 
derung, weil der natiirliche Rationalitatsbereich R in jedem Kérper (a) 
enthalten ist. 

Geniigt dagegen eine Zahl y keiner Gleichung von der Form (1), ist 
»von den vorangehenden unabhingig“, so heibe 4 eine ,,Basiszahl*, und 


*) E. Zermelo, Beweis, daB jede Menge wohlgeordnet werden kann. Math. 
Ann. 59, 8. 514. Derselbe, Neuer Beweis fiir die Méglichkeit der Wohlordnung. Math. 
Ann. 65, 8. 107. 


28* 








436 E. Zeameto, 


die Gesamtheit aller Basiszahlen H wird als die zu Q gehérende ,,Basis“ 
bezeichnet. So ist mindestens die erste in Q vorkommende transzendente 
Zahl eine Basiszahl. Die aus endlich vielen Basiszahlen » gebildeten Poly- 
nome mit ganzen rationalen Koeffizienten bilden dann einen Integritiits- 
bereich J, und ihre Quotienten den ,,Basiskérper“ R,. Alle diejenigen 
Basiszahlen, welche einem gegebenen Elemente « in Q vorangehen, bilden 
den ,,Basisabschniti* H(«). 

Ist dagegen « keine Basiszahl, sondern von den vorangehenden ab- 
hiingig, so geniigt «, wie wir zeigen wollen, mindestens einer Gleichung 
der Form 
(2) 9(%, %) = 9(% Ny Ne» Me) = 9, 

WO 1, Ng)°**» %, Zu H(@) gehéren, d.h. @ ist algebraisch abhdngig von end- 
lich vielen (vorangehenden) Basiszahlen. 

Nach dem bekannten, fiir wohlgeordnete Mengen giiltigen Induktions- 
verfahren geniigt es, den Satz zu beweisen fiir eine Zahl « unter der 
Voraussetzung, daB seine Giiltigkeit fiir alle etwa vorangehenden Zahlen p 
bereits gesichert sei; denn unter den Zahlen «, fiir welche er ungiiltig 
wire, miiBte es in Q eine erste «, geben, und fiir die vorangehenden wiire 
er giiltig, also auch fiir « gegen die Annahme. 

Es geniige also x = « einer algebraischen Gleichung 


(1) f(x, B) =f (a, B,, By, ---, B,) = 9 


und jede der Zahlen f,, welche nicht selbst Basiszahl ist, gentige einer 
Gleichung 


(2), 93(%, 0) = 9:(%, Ms Ne» “**» 4) = 9, 
wo wieder alle Basiszahlen 4,, 4, ---, 4, weil sie den $, vorangehen, 
dem Abschnitte H(a) angehdren. Ist ein B, selbst eine Basiszahl, so ge- 
niigt sie ebenfalls einer solchen Gleichung (2),, nimlich s— 6, =0, wo 
B, gleichfalls zu H(«) gehért. 

Um nun die v GréBen £,, B,,---, 8, aus den vy + 1 Gleichungen (1), (2), 
zu eliminieren, kann man etwa folgendermafen verfahren. 

Die Gleichung (1) kénnen wir auf die Form bringen 
(La) f(a, B) = Aya" + A,z*-'+---+A,=0, 
wo jeder Koeffizient A, = A,(f) ein ganzzahliges Polynom in £,, },,---, B, 
ist und A,(p) + 0. Ebenso kénnen wir uns in (2), alle Nenner fortge- 
schafft denken und diese Gleichungen simtlich als irreduzibel voraussetzen 
in dem durch 7,, 7, ---, 4, bestimmten Kérper f,. Dann geniigt jeder 
Gleichung (2), ein System konjugierter GréBen £,, B,’, B,,---, deren ele- 
mentare symmetrische Funktionen (als Koeffizienten von g,(x) dividiert 
durch den Anfangskoeffizienten b,,+ 9) rational sind in f,. Ersetzt man 
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nun in A, jede der GréBen f,, B,,---, 8, durch ihre siimtlichen konju- 
gierten, in allen Kombinationen, so entstehen die Werte A, A’, Ay’, *** 
und geniigen simtlich einer Gleichung 
G,(x) = (@—A,)(x— A,’) (w@— A,”)+-- = 90, 
deren Koeffizienten als ganze, ganzzahlige symmetrische Funktionen der 
Wurzelkombinationen 6 wieder rational sein miissen in f,. Der in f, irre- 
duzible Faktor von G,(%), welchem «= A, geniigt, sei (a), sodaB 
wir haben 
%,(A,) = 0. 

Hier ist in ,(”), da A,+0, auch jede andere Wurzel von 0 ver- 
schieden, weil sonst das konstante Glied verschwiinde und die Gleichung 
reduzibel wiire gegen die Annahme. Ersetzt man also in (la) jeden Koeffi- 
zienten A, durch seine konjugierten und multipliziert die entstehenden 
Polynome durch alle Kombinationen, so entsteht eine Gleichung 

O(a) = (Aya" + Aya"-!+ ---)(Apa® + A,atmt4---)--- = 0, 
welche fiir z = @ erfiillt ist, deren Koeffizienten in bezug auf z als sym- 
metrische Funktionen der A,, A,,--- wieder dem Kérper f, angehéren, 
und deren Anfangskoeffizient als eine Potenz der Norm A, A,’ A,” - - - sicher 
von 0 verschieden ist. Es geniigt also « in der Tat einer Gleichung von 
der Form (2), und die behauptete Abhiingigkeit ist bewiesen. 


Dagegen kann zwischen endlich vielen Basiszahlen allein niemals eine 
algebraische Gleichung der Form 


F(%,, Nes ***y %) =9 
mit ganzzahligen Koeffizienten bestehen, ohne daB alle Koeffizienten ver- 
schwinden. Denn sonst wiire die in der Wohlordnung letzte unter den », 
z. B. y,, welche nicht identisch herausfallt, algebraisch abhiingig von den 
vorangehenden, entgegen unserer Definition. Jede solche algebraische Re- 
lation zwischen Basiszahlen mit ganzzahligen Koeffizienten muB daher 
identisch bestehen, also auch fiir willkiirliche Werte der Veriinderlichen 
Ths °°" Ne 

§ 2. 
Die Hauptgleichung. 


Jede reelle oder komplexe Zahl «, mag sie zur Basis H gehiren oder 
nicht, geniigt nach dem oben Bewiesenen mindestens einer algebraischen 
Gleichung der Form 
(2) 9(X, 0) = (4; Nyy Nas ***s Me) = 9, 
in welcher g ein Polynom mit ganzzabligen Koeffizienten ist, 1,, %.,+:-, 4, 
Basiszahlen sind und der Exponent der héchsten vorkommenden Potenz 
von x mindestens = 1 ist. 
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Unter allen Gleichungen dieser Form (2), denen « geniigt, gibt es 
sicher solehe von niedrigster Gradzahl n>1. Unter allen solchen Glei- 
chungen n" Grades gibt es wieder solche, in denen die Dimension des 
Koeffizienten von 2" in bezug auf die 4, d. h. die héchste Exponenten- 
summe eines nicht verschwindenden Gliedes 9% 7: --- 4%¢ méglichst klein 
ist, nimlich m > 0. Unter allen diesen Gleichungen vom Grade m und von 
der Dimension m des Anfangskoeffizienten muB es endlich eine solche 
geben, in welcher die Summe der absolut genommenen (ganzzahligen) 
Zahlenkoeffizienten dieses Anfangskoeffizienten méglichst klein und zwar 
s> 1 ist. 

Die so charakterisierte Gleichung n'” Grades 
(3) p(a, 4) = Coa" + C,ar-*+---+C,=0, 
in welcher alle C, ganzzahlige Polynome in den Basiszahlen 4 sind und 
C, die kleinste Dimension m in den 4 und die minimale Koeffizienten- 
summe s besitzt, ist dann, wie wir beweisen wollen, irreduzibel im Kér- 
per X,, primitiv im entsprechenden Integritiitsbereiche 3, und endlich 
durch die Zahl a, die ihr geniigt, bis auf das Vorzeichen aller Glieder 


eindeutig bestimmt. Sie werde die zu « gehérige , Hauptgleichung“ genannt. 
Wire (3) in ®, reduzibel, z. B. 


p(x, 0) = ¥(, 1) x(%, 0); 
so wiirde « einer Gleichung derselben Form (2), aber von niedrigerem Grade 
n’ <n geniigen gegen die Annahme. 
Waren alle Koeffizienten C,(y) teilbar durch ein ganzzahliges Poly- 
nom 7(y7) von der Dimension t> 1, also 


Cn) = Tu) C'(n), 
so miiBten diese m + 1 Beziehungen, da die Basiszahlen, wie oben gezeigt, 
algebraisch unabhiingig sind, in den simtlichen vorkommenden » identisch 
gelten, und « geniigte der Gleichung 
(3y C,'a* + C,'2"-1 +--- 4+ Of = 0, 
in welcher die Dimension m’ von C,, wieder gegen die Annahme, den 
Wert hiitte m’ = m— rt < m. 

Ebensowenig kénnen alle Zahlenkoeffizienten der C, durch eine und 
dieselbe ganze Zahl r > 1 teilbar sein, weil durch Division mit r auch 
die Koeffizientensumme s von C, um den Faktor r verkleinert wiirde im 
Widerspruche mit der Definition von s. Somit ist (3) in der Tat irredu- 
zibel und primitiv im Bereiche der 7. 

Es sei jetzt (2) eine beliebige Gleichung der betrachteten Form, wel- 
cher @ geniigt, und (3) die soeben gewonnene irreduzible, so wiirde bei 
der Division von g(x, 4) durch (zx, 7) ein Rest w(x, 7) sich ergeben, der 
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in bezug auf x von niedrigerem als dem mn” Grade ware und fiir 7 = « 
ebenfalls den Wert 0 annihme, also wieder zu einer Gleichung der Form (2) 
von niedrigerem Grade fiihrte, entgegen unserer Definition. Der Rest muB 
also in x identisch verschwinden, aber auch wegen der vorausgesetzten 
Unabhingigkeit der Basiszahlen identisch in den », und wir haben 


(4) k(n) 9(%, 0) = p(@, 0) ¥(@, 1), 
_ wo (2,9) wieder ein Polynom derselben Form ist und k(y) ein nicht 
verschwindendes ganzzahliges Polynom in den y. Es ist also g(x,y) in 
bezug auf « immer teilbar durch g(a, 4), und g(z,7) kann nur dann 
irreduzibel in Rt, oder vom Grade sein, wenn auch (x,y) = 1(y) von x 
unabhingig ist. 

In diesem Falle erhalten wir aus (4) durch Koeffizientenvergleichung 
das System der Gleichungen 


(5), k(n) B,(n) = Un) ©,(u) (9 =0,1,2,---,m), 
welche ebenfalls in den 4 wieder identisch bestehen miissen. Nun gelten 
aber auch fiir Polynome mehrerer Verinderlicher die bekannten Zer- 
legungsgesetze.*) Setzen wir also, unbeschadet der Allgemeinheit, die 
Polynome k(y) und 1() als teilerfremd voraus (wir kénnten sonst durch 
jeden gemeinsamen Teiler dividieren), so ergibt sich, da alle B, durch 1(y) 
und alle C, durch k(y) teilbar sein miissen, 
B(y) = Uy) Bn), Cou) = k(n) C,*(n) fiir 9 =0,1,---,m. 

Da aber nach dem oben Bewiesenen (x, y) in %,, primitiv sein muB, 
so ist k(y) jedenfalls — + 1, und g(z, 4) kann nur dann ebenfalls primitiv 
sein, wenn auch /(y) = + 1 ist, d.h. es ist in diesem Falle 

g(a, n) = + (@, 1); 
und die ,,Hauptgleichung“ ist in der Tat durch die Eigenschaften der Irre- 
duzibilitét und Primitivitét bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. 


§ 3. 
Der Integrititsbereich. 


Eine Zahl « wollen wir dann und nur dann als ,n-ganz“ dem Be- 
reiche & zurechnen, wenn in der zugehérigen (irreduziblen und primitiven) 
,»Hauptgleichung“ der Koeffizient der héchsten Potenz von 2 den Wert 
+1 hat, wenn also diese Gleichung die Form annimmt 
(3)* P(2, 9) = a" + Cia"? +---+C,—0, 
wo die Koeffizienten C,, C,,---, C, samtlich Polynome der Basiszahlen 
mit ganzzahligen Koeffizienten sein sollen. 


*) Vgl. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, kleine Ausgabe, § 20. 
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Wir beweisen zunichst, dab diese Bedingung immer dann am ist, 
wenn « irgendeiner Gleichung der Form “ 
(2)* g(a, 4) =a" + Byam? +---+ B= 0, 
in welcher der Anfangskoeffizient = 1 ist und alle iibrigen ganzzahlige 
Polynome in den 7 sind. 

In der Tat haben wir in diesem Falle, wie im vorigen § 2 bewiesen, 
die in z und 7 identische Beziehung 
(4) k(n) g(x, u) = p(x, 1) v(@, 0), 
wo o(z,4)=0 die zu @ gehérende ,,Hauptgleichung* bedeutet. Es mub 
also k(y) ein ,,Teiler“ des rechtsstehenden Produktes sein, und da g(z, 7) 
' yprimitiv“ ist, zugleich auch ein Teiler von (x, ), auf Grund des verall- 
gemeinerten ,,GauBschen Satzes“ iiber primitive Funktionen.*) 

Somit haben wir nach Division mit k(n) 


(4)* 9(Z, 4) = p(x, 4) ¥(#, 9), 
wo auch (2,7) ein ganzzahliges Polynom in z und y mit dem Anfangs- 
koeffizienten B,(y) ist, und durch Vergleichung der Anfangskoeffizienten 


1 = Cy() By(n) 
identisch in den y, also beide Faktoren rechts unabhingig von 7 und = + 1, 
d. h. « geniigt in der Tat der gestellten Bedingung (3)*. 

Auf Grund dieses Hilfssatzes lassen sich jetzt fiir den Bereich G, alle 
vier im Eingang aufgestellten Forderungen als erfillt nachweisen. 

I. Es seien @ und # irgend zwei 4-ganze Zahlen und (x, 7) = 0 
z(x, 4) = 0 die entsprechenden ,,Hauptgleichungen“. Ferner sei y = g(a, B) 
ein beliebiges ganzzahliges Polynom von a, f, z. B. y= a + B oder y = af 
und 7’, 7’, --- die Ausdriicke, welche entstehen, indem man « sowohl wie 
6 durch ihre simtlichen konjugierten GréBen «, a’, «”,---, B, B’, B’,--- 
ersetzt (nimlich durch die simtlichen Wurzeln der irreduziblen Gleichungen 
g = 0 und y= 0). Dann geniigen alle diese Werte y der Gleichung 
(5) (2—y)(z—7')(z—7")--- = 0 
mit dem Anfangskoeffizienten 1, wihrend alle tibrigen Koeffizienten als 
ganze, ganzzahlige symmetrische Funktionen der Wurzeln von (2, 4) = 0 
und z(z,7)=0 wieder ganze, ganzzahlige rationale Funktionen ihrer 
Koeffizienten und daher ganzzahlige Polynome in den 7 sein miissen. 
Also geniigt auch y einer Gleichung (2)* und gehért nach unserem Hilfs- 
satze zu G,. 

Il. Ist « eine beliebige reelle oder komplexe Zahl und ihre ,,Haupt- 
gleichung“ von der Form 


(3) (a, 9) = Guar + Car-* +--+ C= 0, 


*) H. Weber, a. a. O., § 20, 5. 
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so geniigt y = C,a der Gleichung 

(6) P+ Cyp-*+---+ CC Ce-* =O, 

welche die Form (2)* hat, wihrend C, der Gleichung « — C,= 0 von der 
gleichen Beschaffenheit geniigt. Somit ist « = C, der Quotient zweier 
y-ganzen Zahlen. 


Ill. 1V. Ist « eine algebraische Zahi und die entsprechende in § irre- 
- duzible und primitive Gleichung 
(7) f(a) = aga" + aya™-'+---+a,=—0 
mit ganzen rationalen Koeffizienten, so ist f(z) im Falle a,—1 von der 
Form (2)* und @ in der Tat ,-ganz“. Um aber auch das Umgekehrte 
(IV) zu beweisen, zeigen wir, daB f(x) noch im Bereiche der 7 irreduzibel 
und primitiv, also (7) mit der ,,Hauptgleichung“ identisch ist. 

Nach dem oben Bewiesenen ist niimlich auch hier wie in (4) 


k(n) f(x) = 9(«, 0) ¥(@, 0), 
wo g(x,y) =O die Hauptgleichung von @ bedeutet. Es ist also wieder 
k(m) Teiler des rechtsstehenden Produktes und, da g(x, 4) primitiv, auch 
Teiler von w(2, 4) = k(n) (a, 4), d. h. wir haben wie oben 
f(x) = (2, 4) ¥(@, 1). 
Hier miissen die Koeffizienten von x rechts und links iibereinstimmen 
und zwar, wegen der Unabhingigkeit der Basiszahlen, identisch in den y, 
also auch dann, wenn man die » siamtlich durch 0 ersetzt. Somit wird 
f(x) = (a, 0) ¥(@, 1) = (a, 0) H(@, 0). 

Es wire also f(z) in 8 zerlegbar gegen die Annahme, auBer wenn einer 
der beiden Faktoren rechts konstant und der andere vom m‘® Grade ist. 
Das letztere kann bei w(x, 0) nicht der Fall sein, weil sonst auch (2, 7) 
vom m" Grade in « wire und dann g(x, 7) konstant gegen die Definition 
der Hauptgleichung. Also miissen o(z,0) und o(x,7) vom m” Grade 
sein und (2, 7) = 1(») konstant. Alle (ganzzahligen) Koeffizienten von f(x) 
sind durch I(y) teilbar, also /(m) von den 4 unabhingig und selbst eine 
ganze Zahl und zwar, weil f(x) im natiirlichen Integrititsbereiche primitiv 
ist, = +1, dh. f(z) = + —(a,7). Somit kann der Anfangskoeffizient der 
Hauptgleichung nur dann +1 sein, wenn @ eine ganze algebraische Zahl ist. 

Unser aus der Basis H abgeleiteter Integritiitsbereich ©, besitzt dem- 
nach alle im Eingange des Artikels gestellten Eigenschaften. Er enthalt 

1. alle Basiszahlen 7, 

2. alle ganzen rationalen Funktionen der 4 mit ganzzahligen Koeffi- 

zienten, darunter alle ganzen rationalen Zahlen, 
3. alle ganzen algebraischen Funktionen der 4 mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten, darunter alle ganzen algebraischen Zahlen. 
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Dagegen schlieBt er aus 

1. alle rationalen gebrochenen Funktionen der 4 mit ganzen rationalen 
Koeffizienten, darunter die rational-gebrochenen Zahlen, 

2. alle algebraisch gebrochenen Funktionen der » mit ganzen rationalen 
Koeffizienten, darunter alle algebraisch gebrochenen Zahlen. 

Jede beliebige reelle oder komplexe Zahl ist darstellbar als Quotient 
zweier y-ganzen Zahlen, ja als Quotient einer 4-ganzen Zahl und eines 
ganzzahligen Polynoms der 4. 

Ob eine vorgelegte transzendente Zahl zum Integrititsbereiche gehért 
oder nicht, hiangt wesentlich von der zugrunde gelegten Basis H und 
damit auch von der gewahlten Wohlordnung 2 ab. Durch geeignete Wahl 
der letzteren wird man jede beliebige transzendente Zahl @ (z. B. die Zahl e 
oder x) zu einer ,ganzen“ machen kénnen, indem man sie z. B. in der 
Wohlordnung an die Spitze stellt; ebenso auch ein beliebiges System 
transzendenter Zahlen, sofern diese nur unter sich algebraisch unabhangig 
sind. Desgleichen wird man @ willkiirlich auch zu einer ,,Einheit* machen 
kénnen, d.h. zu einer Zahl, welche gleichzeitig mit ihrer Reziproken 
yganz® ist. Man braucht zu diesem Zwecke nur die (ebenfalls transzen- 
dente) Zahl 9 = + @~' in die Basis aufzunehmen, da in diesem Falle 
beide GréBen @ und ~' derselben Gleichung geniigen 


2—or+1, 
welche von der Form (2)* ist. 

Unsere Definition der Integritit ist auch nicht bestimmt, die Zahlen 
ihrer inneren Natur nach zu charakterisieren, sondern soll vorliufig nur 
die Widerspruchslosigkeit der an einen solchen Integritiitsbereich zu stellen- 
den Forderungen erhirten. 


Ziirich, den 28. Dezember 1913. 


Nachtrag (April 1914). 


Die auf die ,,Hauptgleichung“ beziiglichen Beweise kann man formal etwas ab- 
kiirzen, wenn man den (hier im Eingang des § 3 eingefiihrten) ,,GauBschen Satz‘ 
schon auf die Formel (4) des § 2 anwendet und durch Division mit dem ,,Teiler k(n) 
den Satz gewinnt: 

Ist g(x, 4) ein ganzzahliges Polynom, das fiir 2 = « verschwindet, und (x, ) = 0 
die zugehérige Hauptgleichung, so ist stets g(a, 7) algebraisch teilbar durch g(a, n), 
d. h. identisch in w und 7 
(4a) g(x, n) = 9 (x, n) wa, nN), 
wo auch % ein ganzzahliges Polynom ist. 
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Zur Theorie der Substitutionsgruppen. 
Von 
A. Speiser in StraBburg i. E. 


Sei G eine endliche irreduzible Substitutionsgruppe von der Ordnung N. 
Ist A eine ihrer Substitutionen, so bedeute 7(A) die Summe ihrer charakte- 
ristischen Wurzeln, h(A) die Anzahl der mit A in der Gruppe diquivalenten 
Substitutionen, d. h. die Anzahl der Substitutionen der Klasse, zu der A 
gehért. Der Grad (die Dimension) der Gruppe ist dann 7(/) = y,. 

In der Theorie der Gruppencharaktere wird gezeigt, daB stets 

h(A) x(A) 

aN 

eine ganze algebraische Zahl ist. Ist k der gréBte gemeinsame Teiler von 
h(A) und y, und setzt man * 

es k-k, 
dann mu 7(A) eine durch k teilbare Zahl sein. Da ferner h(A‘) fiir jeden 
ganzzahligen Exponenten i ein Teiler von h(A) ist, so mab auch 7(A*) 
durch k teilbar sein. Wir wollen im folgenden einige Siitze aufstellen, die 
sich daraus fiir die charakteristischen Wurzeln von A ergeben. 

Fiir den Fall, wo h(A) und y, relativ prim sind, hat Herr Burnside*) 
bewiesen, daB dann entweder A mit jeder Substitution vertauschbar ist, 
oder daB ¥(A)=0O wird. Nehmen wir den Fall an, daB keine Potenz 
von A, mit Ausnahme von FE zum Zentrum der Gruppe gehért, dann 
muB der Charakter von A und von seinen Potenzen auBber EF gleich Null 
sein. Wenn die Ordnung von A mit n bezeichnet wird, so sei: 


1(A) = dy + Qo +++ a,_yoP4, 


wo @ eine primitive n® Einheitswurzel bedeutet.’ Man erhilt hieraus 
4(A‘) indem man @ durch o’ ersetzt. Insbesondere wird: 


w= M+ 4,+°+++4,_;- 





*) Burnside, Theory of groups of finite order p, 322. 
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Soll nun 7(A*) = 0 sein fiir i= 1,2,---,2—1, so erhilt man 2zu- 
sammen mit der Gleichung fiir 7, » Gleichungen, die sich ohne weiteres 
auflésen lassen. Multipliziert man jede Gleichung mit dem inversen Koef- 
fizienten von a, und addiert die » Gleichungen, so erhilt man: 

8° G,— Tis 


daraus folgt: 
‘dy = 4, = 0, = + = 4, = m. 

Daraus ergibt sich der Satz: 

Satz Ll Ist in einer Gruppe ohne Zentrum h(A) prim zum Grad der 
Gruppe, so ist die Ordnung von A ein Teiler des Grades. 

Ist insbesondere die Ordnung von A gleich dem Grad, so ist A ein 
Element, dessen charakteristische Wurzeln siimtlich voneinander verschie- 
den sind. Daraus folgt, daB zwei beliebige Substitutionen, die mit 4 
vertauschbar sind, auch untereinander vertauschbar sind. Denn die Ge- 
samtheit dieser Substitutionen bildet eine Untergruppe von G, im der A 
zum Zentrum gehért. Denkt man sich diese Gruppe in ihre irreduzibeln 
Bestandteile zerlegt, so muB der Grad eines jeden —1 sein, denn in 
einem solchen Bestandteil darf A keine zwei verschiedenen charakte- 
ristischen Wurzeln besitzen. Daraus folgt aber, daB die Gruppe der mit A 
vertauschbaren Elemente eine Abelsche Gruppe ist. 

Ist B ein beliebiges Element dieser Untergruppe, so ist stets h(B) ein 
Teiler von h(A) und die Untergruppe hat daher die Eigenschaft, daB fiir 
alle ihre Elemente 7(B)=0 ist, mit Ausnahme des Einheitselementes. 
Genau wie beim Beweis des Satzes | folgt, da® ihre Ordnung ein Teiler 
des Grades ist. Also sind nur die Potenzen von A und keine weiteren 
Substitutionen mit A vertauschbar und die Ordnung der ganzen Gruppe 
G wird] 

N = 4, h(A). 


Insbesondere werden die Sylow-Untergruppen fiir diejenigen Primzahlen, 
die in z, aufgehen, zyklisch. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz Il. Ezistiert in einer Substitutionsgruppe ohne Zentrum eine Sub- 
stitution A, deren Ordnung gleich dem Grad der Gruppe ist, und fiir die 
h(A) prim zum Grade ist, dann ist die Ordnung der Gruppe gleich dem 
Produkt aus dem Grad der Gruppe mit h(A). 

Speziell ergibt sich fiir den Fall, daB der Grad eine Primzahl ist, 
der Satz*): 

Ist die Ordnung einer Gruppe vom Primzahlgrad p durch das Quadrat 


—— -—_ 


*) Burnside loc. cit. 
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von p teilbar, so besitet die Gruppe ein Zentrum, dessen Ordnung durch p 
teilbar ist. 


Der Satz 1 liBt sich leicht auf allgemeine irreduzible Gruppen aus- 
dehnen und lautet dann: 

Satz Ia. Ist in einer irreduzibeln Substitutionsgruppe h(A) prim zum 
Grad der Gruppe, so ist der kleinste Exponent i, fiir den A‘ in das Zen- 
- trum der Gruppe fillt, ein Teiler des Grades der Gruppe. 

Nun mége h(A) mit zy, einen gemeinsamen Teiler besitzen, ferner sei 
die in der Einleitung definierte Zahl & prim zur Ordnung » von A. 

Da alle » Charaktere 7(A‘) (¢=1,2,---,m) durch & teilbare GréBen 


sind, so erhilt man » Bedingungsgleichungen: 

a + a,a'+---+a,_,a°@-) = x(A)=0 (kh) (i=—1,2,--+,n). 
Die Determinante der Koeffizienten der a setzt sich zusammen aus Teilern 
von Primzahlen, die in » aufgehen, denn sie ist das Produkt der Differenzen: 


(a* — a’). 
List man die Gleichungen auf, so sind die Determinanten in den Zahlern 


simtlich durch & teilbar, wiihrend die Nenner zu /& prim sind. Daraus 


folgt, daB die Zahlen a,,---,a,_, samtlich durch k teilbare ganze rationale 
Zahlen werden. 


Wir haben damit den Satz bewiesen: 


Satz I. Enthédlt der Quotient me volistiindig gekiirzt im Nenner die 


Zahl k, sodap y,=k-k, und ist 1 der grépte zur Ordnung von A prime 
Faktor von k, dann wird die linke Seite der charakteristischen Gleichung 
von A die |” Potenz einer ganzen Funktion. 


Nun sei p ein Faktor von k, der in der Ordnung von A aufgeht. 
Wir nehmen an, die Ordnung sei eine Primzahlpotenz p” = n. 
Dann wird 


4(A) =a, + a,0+---+a,_,@"-'=0 (p). 


Setzt man p"™-'=~,, so laBt sich durch eine leichte Umstellung der 
Ausdruck fiir 7(A) folgendermaBen schreiben: 


1(A) = (Gogg + 4g, F +--°+ a, »-19?-*) + (Gy + 4,9 +° -+ ; »-19?-*) @ 
+o +(G, 046, 11 P+°+- +4, 15-1 9°-*)o™-*, 
wo #—@"™ eine p” Einheitswurzel ist. 
Infolge der Relation: 
1+ O+---+9P-1=0 
laBt sich in jeder Klammer #?-' eliminieren, und die tibrig bleibenden 
p” — p"-' = p(p") Produkte o‘®' bilden eine Basis der ganzen Zahlen 
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von K(m). Soll daher 7(A) durch p teilbar sein, so miissen die Kon- 
gruenzen gelten: 

G9 = 4S SG, 1 (p) (¢=0,1,---,p—1). 
Der Charakter von A” wird dann: 


by + b,@? + b,@*? +--- 


b= G5 +4, ++--+4,,.,=0 (p). 

Wir erhalten so den Satz: 

Satz IV. Ist im einer Substitutionsgruppe der Charakter 4(A) einer 
Substitution von der Ordnung p™ durch p teilbar, so ist die linke Seite der 
charakteristischen Gleichung von <A? die p* Potenz einer ganzen Funktion 
und die Charaktere der stimtlichen Potenzen von A sind durch p teilbare 
Zahlen. 

Sind die simtlichen Charaktere 7( A‘) durch p’ teilbar, so folgt zu- 
nichst: 


G, 9 = 4 SH SG y-1 (p’). 
Indem man das Verfahren fiir die GréBen 6b fortsetzt, folgt: 
bio = bi, SB os = O% o_1 (p’), 


und hierbei sind die Zahlen } simtlich durch p teilbar. Definiert man 
weiter: 
q@ bio + bi reo b, 9-1 =0 (p*), 

so kann man so fortfahren. Es wird, fiir i < r, die linke Seite der charakte- 
ristischen Gleichung von A” die p* Potenz einer ganzen Funktion. Wenn 
i gréBer als r wird, so ist jedenfalls die linke Seite die p”® Potenz einer 
ganzen Funktion. 

Aus unseren Gleichungen folgen ferner die Kongruenzen 

¢; = pb,, = pa, 9 (yp), 

und an Stelle von a,, kénnen offenbar die Koeffizienten der simtlichen 
Einheitswurzeln stehen, die aus ? durch Multiplikation mit einer p**™ 
Einheitswurzel entstehen. Zwei solche Koeffizienten sind daher stets ein- 
ander kongruent (mod. p’—*). 

Eine geeignete Fortsetzung dieser Uberlegung ergibt den Satz: 

Satz V. Sind die Charaktere 4(A‘) (i=1,2,---,) fiir eine Substitu- 
tion, deren Ordnung eine Primzahlpotenz p™ =n ist, durch p’ teilbar, so 
gelten fiir die Koeffizienten in 

4(A) =a, +4,0+---+4,_,0"—* 

die folgenden Kongruenzen: 

Es ist 


a,=a4, (p) fir icr, 
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wenn w*o-' eine primitive p’—*+*” Einheitswurzel ist. Umgekehrt sind diese 
Bedingungen auch hinreichend dafiir, daB die Charaktere von A und seiner 
Potenzen siimtlich durch p’ teilbar sind. 

Die hier angewendete Methode beruht im wesentlichen auf der Existenz 
einer Relativbasis der ganzen Zahlen des Korpers der p”*" Einheitswurzeln 
_gegeniiber den Zahlen des Kérpers der p’*" Einheitswurzeln. Ist niamlich 
@ eine primitive p”” Einheitswurzel, dann liBt sich jede ganze Zahl aus 
K(@) auf eine und nur eine Weise in der Gestalt darstellen: 

9+ 9,0+-+-+%,_,0° (¢=p"-"), 
wo die # die simtlichen ganzen Zahlen des Kérpers der p’”" Einheits- 
wurzeln durchlaufen. Dies gilt, sobald r > 0 ist. 

Soll in dieser Darstellung eine Zahl im Kérper der p’*” Einheits- 
wurzeln liegen, so miissen die Zahlen #,, 4, ---, #,_, samtlich = 0 sein. 
Ersetzt man nun @ durch @?, so bilden die Zahlen 1, o?, -- -, @?“-" eine 
Relativbasis des Kérpers der p”~'*" Einheitswurzeln gegeniiber demjenigen 
der p’-**". Durch dieselbe Substitution gehen aber die Zahlen #5, ---, #,_, 
in solehe des letzteren Kérpers iiber. Das hier skizzierte Verfahren kann 
dazu dienen, weitere Satze abzuleiten, die iibrigens, wie die Satze III—V, 
fiir allgemeine (reduzible oder irreduzible) Substitutionsgruppen gelten. 
Wir wollen speziell den Fall betrachten, wo die Charaktere einer Sub- 
stitution und aller ihrer Potenzen rationale Zahlen sind, also insbesondere 
den Fall von Substitutionsgruppen mit rationalen Koeffizienten. 

Wir setzen A= A,, A? = A,,_,, und allgemein A? = A,;_,, sodab 
A, eine Substitution von der Ordnung p‘ wird. Es sei p"-!=—t, @ eine 
t Einheitswurzel und 


1(A) = Gog + Mg, + ++ + Oop >? 

+ Oy + 44,9 +--+ + a, 9-*) 

oa eo a oe 

+ @?-*(a,_16 + 44,0 +--+ @,_31-19-'), 

dann erhilt man den Charakter von A,,_,, indem man an Stelle jeder 
Einheitswurzel die p**® Potenz setzt. Soll nun der Charakter jeder Potenz 
von A eine rationale Zahl sein, dann miissen die Ausdriicke in den Klam- 
mern verschwinden, wenn man # durch eine beliebige Potenz ersetzt, aus- 
genommen fiir die ¢® Potenz, wo # = 1 ist. 

Daraus folgt, daB stets 
eG *** Gy (i= 1,2,---,p—1). 


Setzt man noch 
t—1 


>, = b,, 


k=0 








a. 
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so wird: 

4(A,) = by + b,§ ales Os *, 
wo € eine p® Einheitswurzel ist, und, da 7(A,) eine rationale Zahl ist, 
so folgt: 


by — 2(A,) =, = --- = 5b,_,=0 (yp). 
1(A,) =b +b, +---4+ "4 =x, (p"). 


Genau ebenso wird: 


Es wird also 


u(A2))=% (p"—*), 


uAJ)=1 (p™—‘). 
Fiir 7(A,) erhalt man das Resultat aus der Tatsache, daB 
Ogg + Ay, ® +--+ + Gy, 9? 

eine rationale Zahl ist, wenn man fiir # eine beliebige Potenz setzt, mit 
Benutzung einer Relativbasis des Kérpers der p”—!*" Einheitswurzeln 
gegeniiber demjenigen der p”—*“” Einheitswurzeln. 

Wir haben so den Satz: 

Satz VI Ist im einer (reduzibeln oder irreduzibeln) Substitutions- 
gruppe der Charakter einer Substitution, deren Ordnung eine Primzahlpotenz 


p” ist, und der Charakter jeder ihrer Potenzen eine rationale Zahl, so gelten 
die Kongruenzen 


u(A)=m% (yp). 
StraB8burg, Juli 1913. 
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Sur la définition et les propriétés des fonctions analytiques 
d'une variable réelle. 


Par 


Serce Bernsterm & Charkow (Russie). 


§ 1. 
Propriétés des dérivées et des différences successives des fonctions 
analytiques réelles. 


1. On rencontre bien souvent dans les applications de l’analyse, des 
fonctions analytiques de variables réelles, dont l'étude ne semble pas 
pouvoir étre faite au moyen des méthodes classiques de la théorie des 
fonctions d’une variable complexe qui font intervenir les singularités com- 
plexes de la fonction. Une étude directe des propriétés réelles des fonctions 
analytiques parait donc nécessaire. Un premier résultat général dans cette 
voie a été obtenu par M. Pringsheim*) qui a démontré le théoreme suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f(x) de la 
variable réelle x soit analytique (holomorphe) dans un intervalle AB est qwil 
existe deux nombres R et M, tels que Von ait dans tout Vintervalle 
(1) f"\(a)| <M Ren! 

2. Je veux indiquer ici d'autres propositions analogues et je com- 
mencerai par la suivante: 

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(x) soit 
développable en série de Taylor de rayon R suivant les puissances de (4—a) 
est qwil soit possible de la représenter comme la différence de deux fonctions 
qui dans Vintervalle (a,a+ R) sont positives ainsi que toutes leurs dérivées. 
‘| En effet, la condition est nécessaire, puisque, dans le cas od la fonction 
est développable en série de Taylor, on a 


k=a k=@ k= 
f(a) = >'4,(e@—a) = "| A,|@—a)' — > (|A,| — Ay) (2-2)! 
k=0 k=0 k=0 


= p(x) — ¥(2), 
*) Math. Ann. 45. 
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od p(z) et y(z) jouissent des propriétés indiquées. Réciproquement, soit g(x) 
une fonction dont toutes les dérivées sont positives dans l’intervalle con- 
sidéré. Soit M, la plus petite valeur de m)(x) dans l’intervalle (a+h,a+ R), 
de sorte que M,=—q™(a+h), si h< R. On aura donc, en posant 
h< FR <R, 

g"-9(R) > (Rh) M,, 


‘ ile (R’ —h)? 
(2) g*-9(R) > F—™ yw, 


et finalement 
a —a M,,. 


9(R’) > 
Par conséquent, en posant o(R’) = M, on a 


M, = 9%(a+h) <r, 
et, en particulier, AS 
g” —. 

(*) <a 
ce qui prouve, en considérant la série de Taylor avec le reste de Lagrange 
que la fonction 

1 

(2) = 9(a) + 9'(a)(2—a) +--+ 9 (2—an + att ” (@—ay* 
est développable en série de Taylor de rayon R. La méme chose étant 
vraie pour w, la proposition est démontrée. 

3. Corollaire. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction 
de la variable réelle soit analytique et entiére est quelle puisse étre représentée 
dans un intervalle aussi grand que Von veut de Vazxe reel comme la différence 
de deux fonctions positives et a dérivées successives positives. 

On peut utiliser ces propositions pour démontrer presque sans calculs 
lanalyticité de certaines fonctions ou le fait qu’elles sont entiéres. 

En voici un exemple tiré du cours des équations différentielles que 
je fais & Ecole Supérieure de Femmes de Charkow. Soit un systéme dif- 
ferentiel 





d : . 
de = hile, Yrs Yar" Uns &)s (t= 1,---,m) 


oa f, sont des fonctions holomorphes de z, y,,---,y, et du paramétre « 
dans le voisinage de r= 2%, y, = y?,-- ¥,=Y8, =a. Il ough de 
montrer que les fonctions y, qui, pour = 2,, se réduisent a y,°, sont 
holomorphes par rapport & «. Supposons que |’éxistence des solutions y; 
soit démontrée d’une facgon queleonque. En donnant a « un accroissement 
fini da, on forme les équations auxquelles satisfont les variations dy, et 
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on prouve immédiatement l’existence des dérivées 2% — y; qui sont les 


solutions s’annulant pour z = ws du systeme a 


d é . 
#- 3% "w+ Fe oh, G—1,--#). 


L’existence des dérivées successives se démontre de proche en proche, et 


Yon a, pour déterminer ae = y”, des systémes linéaires de la forme 
a 


k=n 
dy) P . 
(3) — = ie y? + A, ; (i= 1,---, n), 
k= 


oi A,, est un polynome obtenu par l’addition et la multiplication des 
différentes dérivées partielles de f, d’ordre non supérieur a s et de y®, pour 
h<-s et k quelconque. 

Par conséquent, si toutes les dérivées partielles des f, sont positives, 


toutes les dérivées om sont également positives et, d’apreés le théoreme (2), 


les fonctions y,; sont analytiques par rapport 4 «. Dans le cas, od les 
dérivées partielles des f; sont quelconques, on remplace, comme dans le 
procédé classique de Cauchy, les fonctions /, par des fonctions majorantes 
quelconques; on remarque ensuite que, si dans les équations (3) tous les 
coefficients sont remplacés par des quantités positives et plus grandes, les 
solutions correspondantes y,;") seront positives et plus grandes. I] en 
résulte que, si le systeme modifié admet des solutions analytiques par 
rapport aq, il en est de méme a fortiori du systeme donné. La proposition 
est done démontrée dans tous les cas. 

4. Il est intéressant de remarquer que pour affirmer l’analyticité 
dune fonction il n’est pas nécessaire de la savoir dérivable. On peut 
remplacer dans Uénoncé (2) les dérivées successives par les différences ‘suc- 
cessives. Pour ce qui concerne la condition nécessaire c’est bien évident. 

Mais il est plus important de montrer qu'il en est de méme pour la 
condition suffisante. Pour le voir, il suffira d’établir ceci: 

Une fonction f(x) est nécessairement analytique et développable en série 
de Taylor de rayon R, si, quel que soit 3, toutes les différences telles que 
A) = fz+8)— P(e), A) = f(e+28) — 242 +8) + fe), et 

sont positives dans Vintervalle OR. 


En effet, soit 
Af (h) = M 


h<R, <R, 


on aura, en supposant 


29° 
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et R, —h divisible par 4, 
R,—h 
4% ,f(R,) > MO, 


AM ,f(B,) > 38 + 28+ --- + (R,—h—2)] = 


M, (R,—h) (R, —h—8) 
1-20° ? 





M,,(R, —h) (R, —h—84) -- -(R, —h—n—18) 
f(R,) > MeV hha) 
En posant encore f(R,) = M, on conclut que 
Mé"-n! 

= A® _— , 
(@) Sere) < (R, —h) (R, —h—8)--- (R, —h—n—18) 
Par conséquent, en écrivant la formule d’interpolation de Newton avec un 
reste analogue 4 celui de Lagrange*), on a 


f(a) = (0) + $.,(0) +--- + 2E—9 CB — 99) QO) + B,(2), 
(n—1)! 46 
on 








R,(2) = 2@= ara aioe AO f(z) (<a, §<nd, 3,< 8). 
Donec, 





—d)---(ea—n—16)M 

R,(z)| <- =2---O— ; 

| ( | (R, — §) --- (R, —§ — n—14,) 

Il en résulte que pour des valeurs de x suffisamment petites ce reste 
tend vers 0 comme og", ot @<1. En vertu d'un théoréme que jai 


*) La forme du reste que nous donnons ici n'est pas tout & fait celle de Lagrange, 
mais elle s’obtient par un raisonnement analogue, si, 4 la place du théoréme de 
Rolle, on fait usage du lemme suivant: si la fonction continue f(x) admet (n + 1) ra- 
cines dans Vintervalle (a, b), Véquation 

AY f(a) = fw + nd) —nfl@t+n+id)+---+(—1)"f(a) =0 
admettra au moins une racine dans cet intervalle, 3 étant un nombre quelconque suf- 
fisamment petit. 

Voici la démonstration de ce lemme: en excluant le cas trivial, ot f(x) est 
identiquement nul, on peut sans restreindre la généralité supposer que la fonction f(x) 
change de signe (n-+ 1) fois, car dans tous les cas l'une au moins des fonctions 
f(x) + ou f(x) —« jouira de cette propri¢té pour « assez petit. En subdivisant alors 
le segment (a, b) en intervalles égaux d assez petits, on voit qu’aux points de sub- 
division la fonction présentera au moins (n+ 1) variations de signe; donc, aor (x) 
présentera en ces points au moins » variations, et ainsi de suite; par conséquent, 
dA? fz) présente au moins une variation de signe et s’annule nécsssairement, c. q. f. d. 

Remarquons encore que la forme indiquée du reste de la formule de Newton 
permet de remplecer la condition (1) de M. Pringsheim par la suivante: pour qu’wne 
fonction réelle f(x) soit analytique il est nécessaire et suffisant qu'on ait 


|a® s(a)| << M-8"- Rn! 
pour toute valeur de 3 suffisamment petite. 
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démontré ailleurs et sur lequel nous reviendrons plus loin (§ 2) il en résulte 
que f(x) est analytique et, a fortiori, dérivable; done l’inégalité (4) donne 


Mn! 
f° O)| < aie 


ce qui démontre enfin l’exactitude du théorme. 

Voici encore une proposition du méme genre dans laquelle on pour- 
rait aussi remplacer les dérivées par les différences. 

5. Si la fonction f(x) de la variable réelle x est telle que chaque point 
de AB peut étre entouré dun petit intervalle déterminé ou Vune au moins 
des dérivées 

f(a), F°*(x),- ++, f'*(a) 
me sannule pas, k cant un nombre donnéd et n étant quelconque, la fonction 
est holomorphe dans AB. 

Pour démontrer le théoreme, je rappelerai que, d’aprés un résultat 
de mon mémoire ,Sur l’ordre de la meilleure approximation d’une fonc- 
tion continue ‘par des polynomes“*) la valeur absolue d’une fonction f(x) 
quelconque dépasse certainement la valeur 


2M, sh\! 
s! (3) 
en un point de Vintervalle de grandeur 2h, si dans cet intervalle on a 
constamment , 


f(@)| > M,. 
Ceci posé, portons de part et d’autre d'un point H des segments de 
longueur ¢, tels que, par hypothése, l’une des dérivées f¢*+"(x) de la 
suite reste différente de zéro sur ces segments. Il en résulte que f(z) 
varie dans le méme sens de H—« & H+; donc, sur un des segments 
(H—«, H) et (H, H+) on aura 
|f(@)| > |f(H)|, 
et sur l’autre l’inégalité contraire. 
Par conséquent, si l’on a |f(x)|< M, nous aurons 
2 1 @| (# 
a> thal (2) 


sur l’un au moins des segments considérés, ou bien 


f(a) |< * (=y. 


Si cette inégalité avait lieu pour toutes les valeurs de s, la conclusion 
serait immédiate, mais supposons seulement que s est un certain nombre 


*) Mémoires de Ac. des Sciences de Bruxelles § 42, p. 65. 
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d'une suite n,n + 1,---,kn. En écrivant la série de Taylor au point H 
et en groupant les termes de fagon a ce qu’ils commencent par les 
valeurs considérées de s, on obtient une série de polynomes P, de degré n 
(on pose P,=0, si n 28 —1) 

fle) = Pa) +--+ P@) +++ 
qui est convergente et jouit en outre de la propriété que pour toute va- 


leur de n | | 
1) —>'P,@|<¥% (4) 


dans |’intervalle (H, H— 9) ou (H, H+); done f(x) est holomorphe dans 
lintervalle correspondant (§ 2). C. q. f. d. 

6. Remarque. Si dans l’énoncé du théoreme on ne suppose plus k 
fixe, c’est-a-dire, si l’on admet seulement que dans des intervalles fixes 
suffisamment petits la fonction a une infinité de dérivées qui ne s’annulent 
pas, la fonction n’est plus nécessairement analytique, mais, en reprenant 
la démonstration précédente, on voit qu'elle admet une infinité de dérivées 
satisfaisant a la condition 

f™(a)|< MRn!. 

Ces fonctions appartiennent elles-mémes, comme nous le verrons plus loin, 
& une classe plus générale de fonctions qui doivent étre considérées, au point 
de vue de la théorie générale des fonctions réelles, comme des individus 
analytiques parfaitement déterminés dans tout leur domaine d’existence 
par leurs valeurs sur un segment aussi petit que l’on veut. Ces fonctions 
quasi-analytiques, dont le rdle dans l’analyse n’est certainement pas com- 
parable a celui des fonctions analytiques, se présentent naturellement dans 
une classification compléte des fonctions réelles, qui aurait pour base la 
notion de polynomes. 


§ 2. 
Prolongement analytique et quasi-analytique des fonctions réelles. 


7. Dans mon Mémoire, «Sur l’ordre de la meilleure approximation des 
fonctions continues» (p. 36 et 94) j'ai montré que la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'une fonction f(z) de la variable réelle x soit ana- 
lytique (holomorphe) dans un intervalle donné A B est qu'il soit possible 
de la représenter approximativement par des polynomes de degré n, de 
telle sorte que l’approximation Z,[/(z)] diminue plus rapidement que les 
termes d’une progression géométrique Mg". Par conséquent, en se placant 
au point de vue réel, et en considérant les puissances entiéres de z, ou 
les polynomes, comme les éléments naturels de la théorie des fonctions, 
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on peut adopter cette propriété comme définition des fonctions analytiques.*) 
Nous disons qu’wne fonction de la variable réelle f(x) est analytique (holo- 
morphe) sur le segment AB, si quel que soit n, elle est susceptible d’ap- 
proximation de Vordre 9" (9<.1) par des polynomes de degrés n, 

Il est évident que cette définition est équivalente @ la suivante: une 
fonction f(x) est analytique sur le segment AB, si elle est susceptible 
d’étre développée en une série de polynomes 
(5) f(x) = Py(z) + Pa) +--+ Pt, 
ot P(x) est un polynome de degré non supérieur a m tel que 

| P,(2)| < Mo", 
dans l’intervalle AB. 

Il est aisé de déduire directement de cette définition la notion de 
prolongement analytique comme conséquence d’une propriété fondamentale 
des polynomes (que j’énonce seulement pour les valeurs réelles de zx): 

Si P(x) est un polynome de degré n inférieur, en valeur absolue, a 
L sur le segment AB, il reste inférieur**) ad LR" sur le prolongement BB, 
du segment AB, o& R>1 tend vers 1, lorsque B, tend vers B. 

Par conséquent, si la série (5) converge sur AB comme une progres- 
sion géométrique, elle convergera également comme une progression géo- 
métrique sur un segment déterminé A,B, un peu supérieur 4 AB et 
définira ainsi un prolongement de la fonction f(x). De plus, si deux 
fonctions de la nature indiquée sont égales sur une partie de AB, elles 
sont identiques; en d'autres termes, une fonction f(x), pour laquelle la 
meilleure approximution E,|f(x)|< Mo" sur AB, est identiquement nulle 
sur AB, si elle est égale a zéro sur une partie de AB. 

En effet, soit 

f(z) — 2.) | < Me"; 
si, en particulier, sur une partie CD de AB on a f(x) = 0, done 
| Qn(#) | < Me" 


sur CD; par conséquent, on pourra fixer un segment C, D, supérieur a 
CD @une grandeur déterminée, tel que l’on ait sur ce segment 


1Qn(2)| < Mo}, 


*) Pour faire une théorie complete des fonctions analytiques admettant des sin- 

gularités réelles, il serait indispensable d’adjoindre aux puissances entitres de (#— a) 
les puissances négatives et non entiéres. 
‘= + ‘ Voir 
Tchebyscheff, ,,Sur les fonctions qui s’écartent peu de zéro pour certaines valeurs de 
la variable (Oeuvres, t. II) et mon mémoire cité (chapitre I) ainsi que ma note ,,Sur 
une propriété des polynomes** (Communic. de la Soc. Math. de Charkow, t. XIV). 


**) Si on pose AB=2a, BB,=h, on a R=1+ *+ 
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ot e<e,<1. Il en résultera que sur C,), on a 

‘f(@)| < Moz + Me" 
ce qui prouve que /(z)=—0 sur ce segment; en répetant un nombre 
limité de fois le méme raisonnement on voit que f(z) = 0 sur tout le 
segment AB. 

8. Pour établir que la condition E,[f(xz)]< Mo” exprime que la 
fonction f(x) est holomorphe sur le segment considéré, j'ai eu recours 
dans le mémoire cité aux variables complexes. Mais il convient d’établir, 
sans sortir du domaine réel, que f(z) est développable en chaque point 
de AB en série de Taylor convergente dans le voisinage de ce point. 
Pour cela, je remarque d’abord que la série (5), dans laquelle 

|P,(z)|< Me", 
est certainement indéfiniment dérivable (1. c. § 23). Par conséquent, pour 
avoir la valeur de : 
ai f(@) 


il suffira de prendre la somme = > Pa) ou bien de développer chaque 
terme P,(z) suivant les puissances de z—a et faire la somme des coef- 
ficients de (c—a)*. Or, en se reportant au § 34 de mon mémoire cité, 
on reconnait que, si | P,(z)| << L dans l’intervalle (a—h, a+h), le coef- 
ficient considéré, ou, ce qui revient au méme, = Pa) doit étre inférieur*), 
en valeur absolue, a 
+1)... (“E*) Ts 
~~ aes il - hn’ 
=) 
en supposant, pour fixer les idées, m et x de méme parité. Mais, en vertu 
d’une remarque faite plus haut, on peut fixer un méme nombre h, quel 
que soit a sur le segment AB, tel que l’on ait 
| P,(2)| < Me™ (e<e' <1) 
dans lintervalle (a—h, a+h). Nous en concluons que 





4 ey SS (“E"): P 2*~* Mx 
10 < eStore 


Tt 7 a— x\_ b*/1 0" *2 ? 
Wk! iw ("): h*(l—e’) 


ce qui prouve que f(x) est développable en chaque point de AB en série 


« ges . h(ti—e’ 
de Taylor de rayon de convergence non inférieur a =—). 


*) Ce résultat a été donné, dés 1892, par Wladimir Markoff dans un mémoire 
»5ur les fonctions qui s’écartent le moins de zéro“ écrit en russe et peu connu, dont 
la traduction paraitra prochainement dans ce journal. 
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On sait que la condition E,|f(x)] < Mg" (quel que soit m) est aussi 
une conséquence nécessaire de ce que la fonction est développable en 
chaque point, en série de Taylor convergente. Nous retrouverons d’ailleurs 
ce résultat comme conséquence d'une propriété plus générale (10). 

9%. On peut se poser la question suivante: n’est-il pas possible, au 
point de vue od nous nous plagons ici, d’étendre le procédé de prolongement 
a une classe de fonctions plus étendue que les fonctions développables en 
série de Taylor. En d’autres termes, soit f(a) une fonction non analytique 
telle que dans un intervalle donné on ait 


(6) E,[f(@)] < «,; 
est-il possible de choisir la suite de nombres non croissants «, de la sorte 
que la condition (6) suffise pour déterminer completement la fonction f(z) 


dans l’intervalle entier, si elle est donnée seulement dans une partie quel- 
conque de cet intervalle? 


La réponse est affirmative. En effet, admettons que parmi les nombres 
ly Oy, > * Kay 
il en existe une infinité qui satisfont a l’inégalité 
“50°, 


ot @ est un nombre donné inférieur a 1, tandis qu'il existe également 
une infinité de «, tels que 


&, > Oy 


quel que soit le nombre donné g, <1. Une telle suite sera fournie, par 
exemple, par les nombres 


1 
a, _ Qn ? 
lorsque n = 2”, et 
1 
a, = —s 
lorsque 
1 
n= 2" tkoen +k<2"*", 
Ainsi 


lim Vi. = lim (.) =-1, 
pour n=—2”**—1, et 
lim Ve, = =, 
pour : 
m= 2” 
On pourra done construire des fonctions f() telles que E,[f(xz)]< «, qui 
ne seront pas analytiques. 
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Cependant en reprenant le raisonnement fait plus haut, nous voyons 
que si deux fonctions f(x) et f,(x) de cette nature sont égales dans une 
partie de Vintervalle, elles sont identiques. En effet, en posant 

f — f 5 re 
nous voyons qu'il y a des polynomes de degré n, Q(x), tels que 
p(x) — Q,(2)| < 2e,. 
Sur la partie du segment, od g(x) = 0, on aura donc 
| Q,(2)| < 24,5 
en prenant les valeurs de m, pour lesquelles «, < 9”, on constate que Q(x) 
tendra encore vers 0 a |’extérieur de la partie considérée; done (xz) =—0 
également a l’extérieur de cette partie, et finalement g(x) est identiquement 
nul sur tout l’intervalie, ot Yon a E,[p(x)] < 2a,. 

Les fonctions f(z) qui, comme on le voit, sont a certains égards, 
comparables aux fonctions analytiques peuvent étre appelées fonctions 
quasi-analytiques*) relativement ad la suite des nombres n,, m.,---, n, 
représentant les degrés des polynomes qui s approchent autant de ces fonctions, 
comme si elles étaient analytiques. 

10. Théoreme. Si une fonction est quasi-analytique sur deux segments 
ABC e BCD admettant une partie commune BC, elle est quasi-analytique 
dans tout Vintervalle ABC D. 

Il s’agit de montrer que si l’on a 


1 f(x) — P,(2)|< Mg" sur ABC 
" i f(z) — Q,(@)|< Mo" sur BCD, 


P(x) et Q(z) étant des polynomes de degré m, on pourra construire 
un polynome R,,(x) de degré 2n tel que 
\f(x) — R,,,(2)|< Mo?" sur ABCD. 
Nous pouvons, sans restreindre la généralité, réduire 4’ (— 1, h) et 
& (—h, 1) les segments BCD et ABC (h<1). Done, lintervalle total 
se réduit 4 l’intervalle (—1, +1). 
Considérons le développement de M. Lebesgue 


1-3- -as—9 " 
x| = VY1—(1—a4) = 1 — 5 (1—2*)— -> > (1—a*y. 
Pour |x >h, ce développement peut, étre différentié, de sorte que l'on a 


4x 


1-3---(22—38 
tlasts ay 


*) Il serait intéressant de rechercher, s'il n’existe pas de rapports entre ces 
fonctions et les généralisations dues 4 M. Borel. 
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suivant que x est positif ou négatif. De plus, le reste 
NU -+(2x—8) se 
Pi gy. -(x—1)! a— #") 


est (pour |x| >h) en valeur absolue inférieur a 
... 
, My. 


Par conséquent, le polynome de degré 2x, — 1, 


1[ "N13 (2x3 
H,,1(@) =} | 1+ e422 7S ay ‘|, 
be xz? 


représente 0 sur le segment (—1, —h) et 1 sur le segment (h, 1) avec 
une erreur moindre que 

1 

ah (1 —h?), 
D’autre part, on a, pour |z| <h, 


Ay,,,-1(@) |< ; (L+xh) < x. 


Cela étant, posons H,, (x) = H,,_,(z), et formons le polynome de degré 
non supérieur 4 2n, . 
R,,(2) = P,(2) - H,(2) + Q,(«) - (1-H, @). 

Les inégalités (7) étant vérifiées toutes les deux sur le segment 
(—h, +h), on en déduit par addition, aprés les avoir multipliées respective- 
ment par H,(x) et (1—H,(z)), que 
(8) \f(@) — R;,,(x)| < Ming" 
sur ce segment. D’autre part, en vertu de la propriété des polynomes 
rappelée au début de ce §, on a sur le segment (—1, —h) 


—h)+2 —h 
|P,(2)|<L,[S=YF2VG—Ol Ow <u, 
et sur le segment (h, 1) 


r(3—h) +2 Y2a—h |" 
|Pi(z)|\< L,, | Qu(#)| < Ly | aie Dy, 


ot L, = L+ Mo", L étant le maximum de | f(x). Par conséquent, sur 
(—h, _— 1), 
L, aan (1 /t—A\ |* 
| P,(x)-H,(x)| < 4) (3—n+2v20—m))(Vi>4)| 


Il suffit done de poser h = a pour avoir 


whl (5 i 1 eV/2) tl< Bh (5), 
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et de méme, sur (h, 1), ‘ 
13 3\" 
| Q,()-(1 i H,2)) | < a (5) . 
Par conséquent, sur (h, 1), 


B\f 
| R,,(z) — P,(z)| < k (=) 
et, sur (—h, —1), 
3\" 
| By .(2) — Q(2)|<k (ZY; 
k étant une constante. 
Donc, en rapprochant ces inégalités des inégalités (7), et en tenant 
compte de (8), on a dans tout l’intervalle (—1, +1) ume inégalité de 


la forme 

f(x) — R;,(*)| < Mei". 
En répétant un nombre suffisant de fois la méme opération, on démontre 
le théoreme dans toute sa généralité. 

11. Le procédé que nous venons d’indiquer pour obtenir un polynome 
approché sur ABCD, lorsqu’on connait les polynomes approchés relatifs 
& ABC et a BCD séparément, peut étre remplacé par un autre qui 
n’utilise que les polynomes relatifs 4 l'un des intervalles et qui ressemble 
beaucoup 4 celui du prolongement analytique. 

Supposons que dans un certain intervalle situé 4 gauche d’un point a, 
nous ayons une fonction quasi-analytique f(7) de telle nature que ses 
polynomes approchés P(x) ne contiennent que des puissances paires de 
z—a. Si nous formons la série 


f(a) = Py@) + (P,@) — Py@) +---+(P,@—-P,s@)+--, 


elle sera également convergente a droite de a et elle définira 4 droite de 
a une fonction quasi-analytique qui sera le prolongement unique, d’aprés 
ce qui précéde, de f(z). 

Il en sera de méme, si les polynomes P,(x) ne contiennent que des 
puissances impaires de z—a. Enfin, si en mettant les polynomes P, (zx) 
sous la forme 

P,(2) = PP (2) + PPE), 
ot P(x) et P® (x) ne contiennent respectivement que des puissances 
paires et des puissances impaires de z—a, on reconnait que les polynomes 
P® (x) et P® (x) définissent respectivement deux fonctions quasi-analytiques 
f,(@) et f,(@), relatives & la méme suite de nombres, on aura 
f(x) = f,(*) + A), 

et le prolongement de f(x) sera représenté par la méme somme (et, d’aprés 
ce qui précéde, sans ambiguité). 

Nous allons démontrer que cette derniére circonstance se présente 
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nécessairement, si le prolongement quasi-analytique d'une fonction f(z), 
définie & gauche de a, est possible. 


En effet, soit f(z) une fonction quasi-analytique définie & gauche et 
a droite du point a dans l’intervalle (—d+a, a+ 90). 
Soit 


. \ f(z) — P,(@) < Mo" 
dans cet intervalle. Or, la fonction 


f,(2) aa (A+ ipe—s 


est paire et la fonction . 
fe) — = Mees 


est impaire par rapport 4 (x—a), et elles sont toutes les deux quasi- 
analytiques. Notre fonction f(x) peut donc, si elle existe des deux cotés 
de a, se mettre sous la forme indiquée , 


f(x) =f, (2) +A@). 
On a donc la régle suivante pour décider, si une fonction quasi-analytique 
définie dans un intervalle ab est prolongeable en déhors de cet intervalle, 
et pour effectuer ce prolongement dans tous les cas, ov il est possible. 
(On peut sans restreindre la généralité réduire le point a & l’origine.) 
Si f(x) est une fonction quasi-analytique dans Vintervalle (—b, 0), il 
faut rechercher, si parmi les polynomes P(x), tels que 
|P,(@) — f(z)| < Me" 
dans Vintervalle (—d, 0), o% d<b, il y en a qui, dant mis sous la forme 
P(x) = PY(#*) + PP"), 
conduisent a des fonctions f,(x), f.(x), telles que 
Ai) — PM) < Me,", 
Aye) — 2P2(2*) < Mo," 
dans Vintervalle (—6, 0). 
Si cest possible, les fonctions f,(x) et f,(x) sont indépendentes du choix 
des polynomes P(x), et la fonction quasi-analytique 
f(t) = f.@) + h@) 
sera prolongée sans ambiguité et représentée avec une approximation Mo" 
dans Vintervalle (—d, +04) par tous les polynomes P(x) jouissant de la 
propriété indiquee. Si ce n'est pas possible la fonction considerée ne peut 
pas étre prolongée quasi-analytiquement a droite de 0. 
12. On aura en particulier une fonction f(x) quasi-analytique, si sur 
un segment donné la condition de M. Pringsheim 


(1) f”(a)|< MR*-n!, 
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sans étre vérifiée pour toute valeur de m, est vérifiée pour une infinité de 
valeurs de ». Ce sont alors les développements de Taylor qui, devenant 
convergents dans des intervalles finis apres un groupement convenable des 
termes, donnent la représentation de la fonction quasi-analytique corres- 
pondante. 
Soit, par exemple, la série 
f(2) = Se" 1-2" — SR) 
s=0 


s=0 
qui devient une série de Taylor, si on développe chaqu’un de ses termes 
suivant les puissances de z. Cette série de Taylor sera certainement 
divergente quel que petit que soit z, car, en posant 2 = —, on voit 
que ensemble des termes contenus dans R,(x) devient égal a 


a+1 


(+a) 


a 
c'est a dire infiniment grand avec s. Cependant, sur le segment réel 


(- > + 3) la série donnée converge et réprésente une fonction quasi- 


analytique (elle est d’ailleurs analytique sur tout ce segment, excepté 
Porigine). En effet, en désignant par m, le degré de 


s s+1 
R,(a) = 2* (1—a2)* 
on a 
al getting 91" < wr. 


et, par conséquent, en posant 


P,(2) = > Re(2), 


on aura 
+1 
rs 


f(z) — P,(2)\<2 (>) 


r 1 1 
dans |’intervalle (—;; >): 

On vérifie sans difficulté que la fonction f(z) est holomorphe a 
Pintérieur d’un cercle C de rayon 1, ayant le point 1 pour centre; la 
circonférence de ( est une coupure naturelle. Nous avons donc Ja un 
exemple de prolongement quasi-analytique au dela d’une frontiére naturelle 
dune fonction analytique. 
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La fonction quasi-analytique f(z) que nous venons de considérer est 
réguligrement analytique 4 l'exception d’un point singulier. Mais on peut 
facilement construire des exemples de fonctions quasi-analytiques qui ne 
sont nulle part analytiques et méme ne sont pas dérivables. 

Soit d’abord la fonction 

9) —- > an (a>1) 
sur le segment (—1, +1). 

On a manifestement 


1 1 2 
E,,[9(2)} _ a”! + a@+! ? sad 


a’ 
si (n+1)!>men!. Ainsi, il y a une infinité de valeurs de m, pour 


lesquelles 


Rs 
a 


m? 
et il y en a également qui ne satisfont 4 aucune relation déterminée 


E,, < @* (e<1). 
La fonction g(x) sans étre analytique est infiniment dérivable; mais voici 
une autre fonction quasi-analytique 


cos F'(n) arc cos x 
¥(2) => ~ Fr) 
qui n’est pas dérivable*), si l’on définit F(m) par la condition que 
F(0)=1 et F(m+1)= 27. 


D’aprés ce qui précéde, les fonctions g(x) et w(x) seraient entitrement 
déterminées sur tout le segment (—1, +1), si on se donnait leurs valeurs 
dans une partie quelconque de ce segment, en ajoutant la propriété que 
la fonction doit étre quasi-analytique. 

On voit que les fonctions quasi-analytiques se présentent sous des 
formes simples; cependant ces fonctions, dont la meilleure approximation E,, 
décroit d’une facon trés irregulitre ne se sont pas rencontrées jusqu’’ 
présent dans les applications et c’est pour cela qu’actuellement elles ne 
présentent qu’un interét purement théorique. 

*) Toutes les fonctions quasi-analytiques satisfont naturellement & des conditions 
généralisées de Lipschitz dont le degré différe de l’ordre aussi peu que l'on veut. 
(Voir ma communication «Sur les recherches récentes etc.» International Congress of 
Mathematicians. Cambridge 1912.) 
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§ 3. 
Conditions nécessaires pour le prolongement univoque des 
fonctions réelles. 


13. Nous venons de voir, qu'il suffit qu'il existe une infinité de 
valeurs de m pour lesquelles E,f(z) < 0", oi @ <i, pour que la fonction 
f(z) puisse étre considérée comme un élément analytique parfaitement dé- 
terminé partout, od l’inégalité indiquée est conservée, du moment que f(z) 
est donnée dans un intervalle aussi petit que l’on veut. 

Cette propriété est essentiellement lide a Vinégalité E,,[f(x)| <0", car 
on peut démontrer que, si cette inégalité est remplacée par une autre un 
peu plus large 
(9) E,f(z) <e" (e>0) 


le prolongement de la fonction f(x) peut étre effectué d’une infinité de 
fagons, de sorte que la fonction f(x) cesse d’étre un individu analytique 
determiné par cette propriété, quoiqu’elle possede naturellement des dérivées 
de tous les ordres (si l’inégalité a lieu, quel que soit »). 

Il suffira, évidemment, de démontrer qu'une fonction f(x), satisfaisant 
& Vinégalité (9) dans un intervalle AB, peut é@tre nulle sur une partie 
de AB sans étre nulle identiquement. Notre affirmation sera donc démontrée, 
si nous construisons une fonction s’annulant sur une partie du segment 


(— 1, + 1) 
f(z) = f (cos 0) = p(@) -> A, cos 8, 
telle que - 


A,| <9", 
ear alors on aura aussi, & partir d'une valeur assez grande de n, 
E,[f(2)]< er", 


o, étant un nombre fixe (e < 9, < 1). 
Nous sommes ainsi amenés & former une fonction (6) dans |’inter- 
valle (0,2) qui satisfasse aux inégalités 


9) : ‘{9() cos n0d0| <9" * 
0 


et qui, sans étre identiquement nulle, s’annule sur une partie de |’inter- 
valle. D’aprés ce que nous avons vu plus haut, ceci serait impossible, si 
on posait ¢=(. Or, si nous prenons une fonction (@) indéfiniment 
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dérivable et asymptotiquement nulle pour @=0 et 6=2, nous consta- 
tons que 


a 
Mx 
S9(0) cos nOd0 <—-, 
0 


oi M,> g™(@)| dans lintervalle (0, z). 
Par conséquent, la fonction g(@) satisfera aux inégalités (10), pourvu 
que, en choisissant convenablement x, on ait 


M, < n*o" 


il-e 


Or, on pourra bien satisfaire 4 cette derniére inégalité avec une valeur 
déterminée de g<1, si la fonction (0) est telle que ses dérivées suc- 
cessives satisfont aux conditions 


(11) |p(9)| < (Rx)i-* = M, 


(qui se réduisent aux inégalités de M. Pringsheim, lorsque «=0). En effet, 
il faut déterminer o de sorte que 


n*or'* > (Rx)'-*, 


ee 


ou bien 
1 


no * > (Rx)'-*, 


1—e 


n 
ou, enfin, en posant 1 = a 
1 


R 1—e 
é>(z) - 
Done, en attribuant & 4 une valeur déterminée supérieure & R, on obtient 
une valeur fixe <1 pour @. 
Il est facile de voir, d’autre part, que, si ,(0) et g,(0) satisfont 
aux conditions (11), leur produit 


P(9) = 9,(9) - (9) 


satisfera & des conditions de la méme nature, puisque 
i=k 
(0) =>" Cig? (0) p-9(8). 
i=0 


Ainsi finalement, grace a cette remarque, nous aurons une fonction f(z), 
nulle sur une partie d’un segment, sans étre nulle identiquement, et telle 


que E, f(x) <9" *, si nous savons construire une fonction 9(@), asymp- 
totiquement nulle pour @ = 0, satisfaisant aux conditions 


(11) |9(0)| < (eR) 
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dans un intervalle comprenant lorigine, et nulle seulement d’un coté de 
Yorigine. 

14. Pour la construction de la fonction p(@), asymptotiquement nulle 
& Yorigine et satisfaisant 4 (11) on pourra utiliser les équations aux 
dérivées partielles & caractéristiques multiples. Je me bornerai a construire 


cette fonction en supposant « > = 


D’une fagon générale, pour «> - , il faudrait envisager |’équation 





an 1 Zz 
12 cz aes 
( ) Ox” oy"~ 1 
et construire une solution z qui sur une partie de l’axe des x s’annule 
x—-2 
ainsi que i rey 2 — Pour une valeur déterminée de z, cette solution, 
y 


considérée comme fonction de y, sera justement une fonction de la nature 
voulue. 

Examinons done de plus prés le cas de x = 2. 

La solution de Véquation (12) 


= Se-""(A, cos nz + B, sin nz) 
qui pour y= 0 se réduit & une fonction quelconque 
>A, cos nz + B, sin nz, 


nulle sur un segment AB comprenant Yorigine, donne lieu, pour z = 0, 
& une fonction de y 


(13) s= 9(y) = SA,e-™", 
asymptotiquement nulle 4 l’origine. Pour démontrer que les dérivées suc- 
cessives de @(y) satisfont & des inégalités de la forme 
(11™) p™(y)| <(#R)™, 
si on pose g(y)=0, pour y< 0, je rappellerai un résultat relatif aux 
équations du type parabolique que j’ai donné il y a plusieurs années*) sous 
une forme plus générale: il existe a Vintériewr dun rectangle dont les 
cétés sont paralléles aux axes une et wne seule solution de I'équation 
a = is qui prend des valeurs données sur les deux cétés latéraux et le cété 
inférieur du rectangle. 

Par conséquent, si nous construisons une solution z, qui se confond 
avec ¢ pour x=+h, |y| <TT (on remplace bien entendu, z par 0, si 


*) Comptes Rendus 140, Janvier 1905. Les résultats de cette Note ont été retrouvés 
et complétés par d’autres géométres et, en particulier, par M. M. Holmgren et Block 
dana une série d’articles de |’ Arkiv for Matematik (1910—1912). 
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y< 0, pourvu que l’intervalle (+h, —h) soit intérieur & AB), et pour 
y=-—TT: on aura identiquement ¢ =z, a l’intérieur du rectangle formé 
par les droites z=+h, y=+TI. On en conclut que z est susceptible 
d’étre mis sous la forme d’une série convergente a l’intérieur de ce rectangle 


z= Se-*¥* (c, cos ny + d, sin ny) 


+ €V*(¢, cos ny + d, sin ny) + a,e~”” sin ——* . 


ou ¢, d,,¢,, a, ne sont pas tous nuls. A cause de la convergence a 
Vintérieur du rectangle considéré, on a 


a,\< Me-"", \c,|< Me-*¥*, |\d,| << Me-*V*, 
len| < Me*¥*™, |ds| << Me-*¥*, 
M étant une constante fixe. Notre fonction m(y) qu’on obtient en faisant 
z= 0, se mettra done sous la forme 
(14) 2=Da,e-"" + (c, +e) cos ny + (d,+d,) sin ny (\a,! <|a,|). 
La somme Sa,e-"” est une fonction analytique, dont le rayon de 
convergence, pour y> 0, est supérieur ou égal a TT; elle satisfait done non 


seulement 4 l’inégalité (11”*), mais méme a la condition de M. Pringsheim. 
Quant a la somme 


u = d(¢, + Ca) cos ny + (d,+d,) sin ny, 
on a manifestement 
u”(y)| < 4m >’ n* e~ Vn, 
n=1 


Or cette dérniére somme est du méme ordre de grandeur que 





fare V ae = 2 / “atl embed gy am ee 

0 0 
On en conclut, en tenant compte de la formule de Stirling, que la 
fonction z donnée par la formule (14) ou (13) satisfait bien a Vinégalité 
(11™*) et jouit, par conséquent, de toutes les propriétés voulues. 

Les reflexions qui précédent tendent & montrer que les fonctions analyti- 
ques occupent une place tout a fait 4 part parmi les fonctions réelles: ce sont 
les seules fonctions susceptibles d’un prolongement, pour ainsi dire, organique 
(si on neglige les fonctions quasi-analytiques). On peut, en effet, présenter 
encore de la facon suivante la propriété caractéristique des fonctions ana- 
lytiques. Si une fonction f(x) donnée dans un intervalle AB jowit de la 
propriété qu’une variation quelconque de f(x) sur une partie seulement de AB 
@ pour effet d’augmenter Vordre de grandeur de la meilleure approximation 

30* 
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E,[f(«)] pour toutes les valeurs de n assez grandes, elle est analytique; réci- 
proquement, si f(a) est une fonction analytique quelconque, elle réalise le 
minimum de E, [f(x)| pour n assez grand, cest a dire qu'une variation 
partielle quelconque de f(x) fera augmenter tous les E,,[f(x)| pour n asseg 
grand. 

Je rappellerai, en terminant, qu’é un tout autre point de vue, on 
retrouve également le prolongement analytique, comme le seul prolonge- 
ment naturel des fonctions réelles. Je fais allusion au principe énoncé 
dans ma Note*) ,,Sur la déformation des surfaces“ qui, ayant été démontré 
dans des cas étendus, n’a jamais été mis en défaut: Si une fonction réelle 
et dérivable un certain nombre de fois, f(%,, Xz,---,Z,), asswpettie a vérifier 
une équation analytique aux dérivées partielles, peut Gre, a cause de cette 
équation, prolongée sans ambiguité par rapport a une de ces variables, ce 
prolongement est analytique. 





*) Math. Ann. 1905. 
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Uber die analytische Natur der Lésungen von Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung mit festen kritischen Punkten.*) 


Von 


Ricnarp Fucus in Berlin-Halensee. 


Herr Painlevé hat zuerst (Acta Math. 25, S.1ff) gezeigt, daB 
sich alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen kritischen 
Punkten auf eine Anzahl von Typen zuriickfiihren lassen. Bei meinen 
Untersuchungen iiber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
vier wesentlich singuliren Stellen (C. R. de Ac. des Sc. de Paris 141 
(1905), p. 555; Math. Ann. 63 (1906), S. 301 ff.; Sitzungsberichte der 
Berliner Math. Gesellschaft IX (1910), S. 77) habe ich dann auf einen 
eigentiimlichen Zusammenhang aufmerksam gemacht, der zwischen den 
Differentialgleichungen mit festen kritischen Punkten und der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen besteht. Dabei bin ich auf eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit festen kritischen Punkten 

1 jd, 1 d 1 4 1 
(A) d rk [5 to +I = a5 ta +; r NZ) ee ang. 2) 
1 —1)(y—=z Bh x(x —1) 
x es [a — gte ea 1)? — aaa 

gefiihrt worden, die in den Tabellen va Herrn Painlevé nur in dem Falle 
a=b=c=d=O0 vorhanden war, und die dann auch Herr Gambier 
(C. R. de Ac. des Se. de Paris 142 (1906), p. 268; Acta Math. 33 (1910), 
S. 1ff.) bei einer Revision der Painlevéschen Methoden zur Aufstellung 
dieser Tabelle aufgefunden hat. Herr Painlevé hat dann (C. R. de l’Ac. des 
Se. de Paris 143 (1906), p. 1111) gezeigt, daB sich alle iibrigen Typen von 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen kritischen Punkten aus 
(A) durch einen eigentiimlichen Grenziibergang erhalten lassen. 

Auf den Zusammenhang zwischen der Theorie der linearen Differen- 
tialgleichungen und der Theorie der Differentialgleichungen mit festen 


*) Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Nachr. d. Kg]. Ges. d. Wiss. zu Gdttingen, 
20. Dez. 1913, erschienen. Vgl. dazu die Fufnote auf 8. 489 der vorliegenden Arbeit. 
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kritischen Punkten hat in einer Reihe von Untersuchungen auch Herr 
Schlesinger hingewiesen, die in seiner Arbeit (Journal f. d. r. u. a. Mathe- 
matik 141 (1912), 5. 96ff) zusammengefaSt sind. Er findet in expliziter 
Form die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB die 
Fundamentalsubstitutionen eines linearen Differentialsystems von einem der 
singularen Punkte unabhingig sind, in der Form eines Differentialsystems. 
Es zeigt sich, daB die Lésungen dieses Systems feste kritische Punkte 
und bewegliche Pole besitzen, und daB darin alle bisher bekannten 
Differentialgleichungen mit festen kritischen Punkten als Spezialfille ent- 
halten sind. 


Meine Untersuchungen iiber Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit festen kritischen Punkten sollen die Grundlage zur Aufstellung der 
Substitutionsgruppe fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
bilden, wie ich sie fiir die linearen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung mit vier wesentlich singuliiren Stellen in dem Falle, wo an jeder 
singuliren Stelle die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung 
einander gleich sind, bereits (Gétt. Nachr. 30. April 1910; Math. Ann. 
Bd. 70, S. 525ff.) durchgefiihrt habe. Es werden darum alle Betrachtungen 
an die Differentialgleichung selbst, mit Vermeidung der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, angeschlossen. 


Im folgenden entwickele ich die Theorie der Gleichung (A), die den 
allgemeinsten Typus von Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen 
kritischen Punkten. darstellt. Ich gebe zunichst eine analytische Dar- 
stellung ihres allgemeinen Integrals in der Umgebung eines der festen 
kritischen Punkte 0, 1, co. Es zeigt sich, daB dieses allgemeine Integral 
z. B. in der Umgebung von z = 0 in der Form 

Y= 2H + xy, ++: 
erscheint, wo ¥, y,,°-+ einfache rationale Funktionen von a’ sind, wenn 
« und y die beiden Integrationskonstanten sind, und zwar so, dab y fiir 
a= verschwindet. Wenn y=0 gewihlt wird, tritt an Stelle von 2” 
der Wert log z. Das allgemeine Integral erhilt fiir = 1 den Wert 1 
und wird fiir «= oo von endlicher Ordnung unendlich. Da neben den 
kritischen Punkten nur noch Pole vorhanden sind, fiir die das allgemeine 
Integral von erster Ordnung unendlich wird, so erkennt man, daB das 
allgemeine Integral iiberhaupt keine Unbestimmtheitsstellen, an denen es 
von unendlich hoher Ordnung unendlich werden kénnte, besitzen kann. 
Die analytische Natur der Liésungen unserer Differentialgleichung steht 
somit der Natur der Liésungen von linearen Differentialgleichungen der 
Fuchsschen Klasse sehr nahe, mit dem Unterschiede allerdings, daB die 
vorkommenden Exponenten sich nicht aus den Koeffizienten der Differen- 
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tialgleichung ergeben, sondern die Integrationskonstanten enthalten, d. h. 
also mit den Anfangswerten ,,verschiebbar“ sind. 

Es folgt eine eigentiimliche Darstellung, bei der das allgemeine Integral 
nach positiven ganzen Potenzen von a, b, c, d entwickelt wird. Bei dieser 
Darstellung werden die Koeffizienten der Entwicklung durch das allge- 
meine Integral derjenigen Differentialgleichung berechnet, die aus (A) durch 
a=—b=c=d=O hervorgeht, und die sich durch elliptische Funktionen 
integrieren laBt. Mit Hilfe dieser Darstellung wird dann der Zusammen- 
hang zwischen den Konstanten der verschiedenen Entwicklungen in der 
Umgebung der drei Verzweigungsstellen 0, 1, co festgestellt. Ferner lassen 
sich daraus einige Folgerungen tiber die Natur derjenigen Stellen ziehen, 
an denen die Lésungen unserer Differentialgleichung die Werte 0, 1, 2, co 
annehmen, die mit den Integrationskonstanten verschiebbar sind. 

Wie ich mich iiberzeugt habe, léBt sich die angewendete Methode 
zur Darstellung des allgemeinen Integrals in der Umgebung der Ver- 
zweigungsstellen noch in vielen anderen Fiillen anwenden, worauf ich bei 
anderer Gelegenheit zuriickkommen werde. Die Anwendungen auf die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen sollen den Gegenstand einer 
nachfolgenden Arbeit bilden. 


I. 


Ansatz zur Herstellung einer Entwicklung in der Umgebung von 
r=), 


Wir legen unseren Betrachtungen den allgemeinsten der Typen von 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen kritischen Punkten 
d*y 1 1 1 qdy i171 1 1 dy\? 1 y(y—1) 
(A) aot +; 1 ty alae— AE +, 1 tT; al(%) ~ 2 x(a 1) (y ~2) 
_ 1 yy I(Yy—2) x z—-1  ,2(@-1) 
“2  a%(e—1) [a—batey “yy 2 | 
zugrunde, wo a,b, c,d Konstanten bedeuten. Die Lésungen dieser Dif- 
ferentialgleichung kénnen sich*) nur in der Umgebung der festen Stellen 
x=0, «=1, x= oo verzweigen oder daselbst unbestimmt werden. Im 
iibrigen besitzen die Lésungen von (A) noch unendlich viele mit der Wahl 
der Integrationskonstanten veriinderliche Pole, an denen sie den Charakter 
rationaler Funktionen haben. Legt man also in der Ebene der komplexen 
Variablen « von x=0 und x=1 je einen Verzweigungsschnitt nach 
x= oo, so ist in der so zerschnittenen Fliche 7' jedes Integral von (A) 
eine eindeutige Funktion von 2. 


*) Vgl. Painlevé, C. R. de l’Ac. des Sc. Paris 143 (1906), S. 1114, und auch meine 
Arbeit: Sitzungsber. der Berl. Math. Gesellsch. 9, 4. Stiick, 8. 77 ff. 
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Wir wollen nun zuniichst eine Lésung von (A) suchen, von der 


Art, dab 


, ‘ d 
(1) lim y= 0, lim x Gy = 0. 


Zu dem Zwecke machen wir den folgenden Ansatz: 
(2) Y=HE+ YL + yer +---, 
wobei die Koeffizienten y,, y,, y,, ++ ~- geeignet zu wihlende Funktionen von 
x bedeuten sollen und setzen die Entwicklung (2) in (A) ein. 
Die Ubersicht wird dabei erhéht, wenn man zuvor 
(3) Y=UL, U=Ht+YT+ yw +--- 
setzt. Dann geniigt u der Gleichung 


(A’) u(u—1)(1—uz)22u” + u(u—1) aw F 2 _(l—ua) + ux | 


om ) 
-> [(2u—1) (1—uz) — zu poncet : 


= > [-e—= @—p u?(u—1)*(1—uax)? + - (u—1)*(1—uz)* 
a —s u®(1—uzx)*— (e—1) =e u* (u—1) |. 


x 
Die jetzt noch vorkommenden Ausdriicke — und a 2 denken wir 
uns in der Umgebung von z = 0 nach Potenzen von x entwickelt. Indem 
wir nun die Entwicklung (3) fiir u in (A’) einsetzen, fassen wir alle 
Glieder, die formal mit z* multipliziert sind zusammen und setzen dabei 


fest, daB x = (ay,) und 2? i (x*y,) zu den Gliedern mit dem Exponen- 


ten 4 hinzuzuzihlen sind. Die Méglichkeit der gliedweisen Differentiation 
und der spiter noch zu brauchenden Integration der Reihe (3) wird 
natiirlich nachher zu erweisen sein. 

Bei dem angegebenen Ansatz wird sich (A’) in eine Gleichung 
(4) W,+W,2+ Wiz? +---=0 
verwandeln und diese Gleichung wird offenbar erfillt sein, wenn wir 
einzeln 
(5) 'W,=0, i=0,1,-- 70° 
setzen. Dabei zeigt es sich nun, dab W,=0 eine Gleichung zur Be- 
stimmung von y, und allgemein W,=— 0 eine Gleichung zur Bestimmung 
von y, liefert. Zur Bestimmung von y, findet man aus W, = 0 


(6) Yo(Yo — 1)2*y9" + Yo(Yo — 1) aH — + (2% —'1) a? y,* 


== b(y—1)* — Fdy*. 








eo —™ are = Oo 


ce et 
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Diese Gleichung ist ein Spezialfall eines anderen Typus von Differential- 
gleichungen mit festen kritischen Punkten*) und kann leicht in expliziter 
Form integriert werden. Sie besitzt namlich ein erstes Integral 

aty,? , b — 
(6a) na—D tH ~~” 
wo 7” eine willkiirliche Konstante bedeutet. 

Die Gleichung (6a) hat dann die Lésung: 
1 


raz 1 d b D 
(7) m—~ety(l—-Sta)t+ ie 
wenn 

(8) § = az’, 


wo « eine neue Integrationskonstante ist, und 

9 oa yb v8) ( Vb Va _ Vo, Va\/( #2) 
(9) D (14244 i oe” ay (1 7 vey(a 7 7 
gesetzt wird. Wir kénnen dabei annehmen, daB der reelle Teil von y 
positiv ist; sollte er niamlich negativ sein, so setze man y, = — 7, 


1 mer 
Da = —, §&, = a@,x2%, wodurch y, in einen Ausdruck genau derselben Form 
ba | 


mit § iibergeht, worin dann der reelle Teil von y, positiv ist. Im 
Hinblick auf das Folgende und auf die Aufgabe (1) wollen wir aber iiber- 
dies festsetzen, daB der reelle Teil von y der Ungleichung 


(10) 0OfRY) <1 


geniigt und wollen die Werte y= 0 und y= 1 zuniichst ausschliefen. 

Die Gleichungen W,; = 0 geben dann zur Bestimmung von y; lineare 
nicht homogene Differentialgleichungen, die aber in dieser Form wenig 
iibersichtlich werden. Wir wollen daher die Gleichung (A’) zuniichst in 
einer fiir alles Folgende wichtigen Form schreiben. 


IL. 


Umformung der Differentialgleichung. Genaue Berechnung der 
Entwicklung in der Umgebung von x = 0. 


Setzt man 
, a*u'* b d , 
(1) u(u—1) ' u(@—1)= u—1 - ¥, 
so kann die Gleichung (A’) I auch so geschrieben werden: 


: dy , 
(B) ig ~PY+2, 

*) Vgl. z. B. Gambier, Acta Math. 33, 8. 4, Nr. V der dort angegebenen Tabelle, 
in der unsere Gleichung (A) als Nr. VI auftritt. 
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wenn 
Pu = lew( —ax+ur)+2(u—1)], 


aw e(a—1) , (x#—1)(1+2*w’) 
(2) = (a—1)* [- a(1 —uz) ~ 1—we + 1—uz ‘| 
xu’ +2 b 
? Sat [a— sai 


gesetzt wird. Denken wir uns : 


1—2’ (l—2)?? 1— ux’ 
kleine Werte von z und uw méglich ist, nach Potenzen von x entwickelt 
und dann fiir w die Reihe (3) I 

(3) U=%tHrt+--- 

eingesetzt, so werden sich beim Zusammenfassen aller Glieder, die formal 
mit gleicher Potenz von x multipliziert sind, fiir P und Q Entwicklungen 


der Form: 

P == ! 4 cer 

C—% tUT+:: 
ergeben, wo sich die GréBen p, und gq; aus %, y,,---, y, und ry, 
xy,',+--,2y,; durch die Operationen der Addition und Multiplikation 


berechnen. 
Aus (B) folgt dann fiir y eine Entwicklung 


(5) Y= Y,+ Y,x+ Y,2°+--- 


was fiir hinreichend 


und zwar muB fiir Y, nach (6a) I der Wert y? genommen werden. Wir 
lassen dabei den Exponenten eines Gliedes bei der Integration um 1 
gréBer werden. Die Berechnung der GréBen Y, erfolgt dann aus 


(6) Y= y? + f(y P+ Q)dz +fPdz{(y P+ Q)dx 
v Qo 0 


+ [Paz [Pax {i P+ Q)dx+---, 
0 0 n) 


wobei hier, wie im folgenden stets, alle Integrationen in der Ebene 7 
auszufiihren sind. 

Bei der Berechnung von Y, hat man auf der rechten Seite im ein- 
fachen Integral nur ‘Pos Pur ***) Peoas Yor U1» °° *» Vx—1> im zweifachen 
Po» Pas ** "> Pena» Yor Uy ***> Ge-a» USW. im (x—1)-fachen py, Py, oy % 
und im #fachen nur p), q zu beriicksichtigen, wihrend das (x+-1)-fache 
und die noch mehrfachen Integrale iiberhaupt keinen Beitrag mehr geben. 
Es berechnet sich also Y, aus , Y,,°- +) Y,-15 2Y¥os LY; 5 °° y LY,_4- 

Wir wollen iibrigens Y noch in der Form 
(7) Y=7+2Z, Z=Y,+Y.r+-:> 








Ti 
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schreiben und wollen dann diesen Wert in (1) einsetzen: 


(8) ay’? + be = — du = y*u(u—1) + tZu(u—1). 
Differentiiert man nun (8) nach x, so heben sich alle Glieder ohne den 
Faktor «’ heraus und man erhilt: 


(9) au" + au —yu— > (—b+d—y) +5 0M, 
wenn 
(10) M = aie: 17+. = —; [ew'(1 —2+ ua) + 2(u—1)] 
u(u— 1) o—* (@—1) (14+2*w’) 
+ ; =| —a(l—2zu)— - + — | 
+ ree Gaie 7 ol leutu(l—aw)]. 


Aus (9) folgt durch — 
(11) U=%+5 A s [ittae sak tok A 


wo wieder § = az’ gesetzt ist und ¢, und ¢, zwei beliebige Konstanten 
sind. Wenn aber dieser Wert uw zugieich (8) oder (1) d. h. (A’) I geniigen 
soll, so miissen ¢, und ¢, gleich Null gesetzt werden, Wir erhalten also 
als Lésung von (A) | fiir y= ux 


(C) Y = Yo ++ oe 5 fie dx. 

Aus (C) folgt nun sukzessive die Berechnung von y,, ¥,--- in 
folgender Weise. Setzt man in M fiir u die Reihe y,+y,72+--- und 
fiir Z die Reihe (7) und entwickelt TF a DP a i? nach Potenzen 


von x, so erhalt man einen Ausdruck 
(12) M=M,+ Mix+---, 
wobei sich M, aus y, y,,---, y, und Ausdriicken, die daraus durch 
Addition, Multiplikation, Differentiation und Integration erhalten werden. 
Um also aus (C) y,2**! zu erhalten, hat man auf der rechten Seite fiir 
M den Wert M,_,x*~' zu setzen, da sich bei jeder Integration der Ex- 
ponent um 1 erhdht. 

Es berechnet sich also y, aus Yo, Y;,°**) Y,-, und Ausdriicken, die 
daraus durch die Operationen: Addition, Multiplikation, Differentiation und 
Integration hervorgehen. 
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Die Ausrechnung gestaltet sich in folgender Weise: 
Gesetzt es sei gezeigt, dab 


(13) y= wat? # sf ‘+ Gig + ByF+-- +B i418, i=0,1,--,*x—1, 


wo «;,, B,, von « unabhiingig sind, was ja fiir i= 0 nach (7) I der Fall 
ist, so ist 


(14) 2 (ya!) = 2! (LGD) SS + Li- 2 t+ + hey 


+ (+7) Bb ++ +Li+7G4+D]F*"}, 
also haben p,, g; in den Entwicklungen (4) nach (2) die Form: 


(15) er +3 a dh +b Mig + ME +e + 4 tt 
Wenn also der reelle Teil von y positiv und zwischen 0 und 1 gelegen 
angenommen wird, so erhilt man 


3 “4 Mi i+1 1 Mm, 5 1 . eo 
(16) Joatda— a | eas git +73 ¥ +e sobeey 


Ni 


#,i+1 i 
+ ipity b+ + ar pigy |. 


Diese Form haben also die Faktoren Y, der Entwicklung (7) zu- 
folge der Gleichung (6); sie berechnen sich demnach aus y, ¥,, °° -, Yj, 
LY, TY, ---, ey, durch die Operationen der Addition und Multi- 


plikation, wobei noch rationale Faktoren der Form ait hinzutreten. 
Dann lehrt aber die Gleichung (10), daB sich die GréBen M, der Ent- 
wicklung (12) gleichfalls aus y, ,,---, y,; durch die Operationen der 
Addition und Multiplikation mit den angegebenen rationalen Faktoren, 
die fiir beliebiges y nicht unendlich werden kénnen, berechnen. Und zwar 
hat M,_, die Form: 


(17) M,_; aa ae + = >>" a 7x0 + 0,46 1s dachd + 6,24:8°*". 
Der — (C) entsprechend ist dann weiter: 


z-1 


— Vu,x g.3 Vx, 9, +1 “+2 
-. M,_,2" ttdemar| erty tee patet : 4] 


2+7(x+2)° 
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und also 

(19) - (% fu. we da 
ics Vz, xtl m —— Vex ne i 
apie poli! gett © [x—7@—1D][x—7@+1)] &* 





%,%+1 x+1 
+ Fee tO) tex] © | 
Wir erhalten also endlich: 


(20) ¥,= ee + poo ‘+ G9 + B,1& +-: + By 41 8” Pes 


womit die Form von y,. festgestellt ist. Und zwar berechnen sich die 
GréBen a,,, B,, aus «,,, B;, (i =0,1,---,x—1) durch die Operationen der 
Addition und Multiplikation. Dabei treten rationale Faktoren der Form 


re, wo A, wu, 6,t ganze Zahlen bedeuten, auf, die fiir allgemeine y nicht 


unendlich werden kénnen. Wir werden in der Nr. 1V sehen, daB sie auch 
fiir rationale y nicht unendlich werden, vorausgesetzt, daB der reelle Teil 


von y zwischen —1 und + 1 liegt, und die Werte —1, 0, 1 ausgeschlossen 
werden. 


Fiir y, erhailt man: 


(21) th = —¥(a@—6)%(%—1) — 5 Yol(Yo—1) + 4 
+§ i plin t El] @-9, 

wo 

@) nog fnemsg pt-pt a) tite 

(23) w—2h—— T+ ert, 

a e-0+$-H0-449) 


gesetzt ist, wihrend D wieder die Bedeutung (9) I hat. 

Wir werden in Nr. VI sehen, daB die Bedingung, die wir dem reellen 
Teil von y, —1< R(y)<+1, auferlegt haben, keine Beschrinkung des 
Charakters als allgemeiner Lésung unserer Differentialgleichung gibt und 
kénnen daher unter der Voraussetzung der Konvergenz und der Méglich- 
keit der gliedweisen Differentiation und Integration, wofiir wir den Nach- 
weis in der folgenden Nummer erbringen werden, das erhaltene Resultat 
in folgender Weise aussprechen: 
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Die Differentialgleichung (A) besitet die allgemeine Lésung: 


. « z Gy 
y- Se er + &” Hees + Gyo + Bix ro} bans t** : 
x=0 
wo —& = ax’ bedeutet. « wnd y sind die beiden willkiirlichen Integrations kon- 


stanten, wobei der reelle Teil von y die Bedingung --1<R(y)<+1 zu er- 
fiillen hat. Diese allgemeine Lisung y und 2 $9 verschwinden fiir x = 0. 


Ii. 
Der Konvergenzbeweis fiir die erhaltene Reihe. 
Um zu beweisen, daB die Reihe 


(1) ¥ -Sety, 


x=0 


unbedingt konvergent ist und gliedweise differentiiert und integriert werden 
darf, gehen wir auf die Gleichung (C) II zurtick: 


(C) y=2y++ ot {2 [ meaz, 
0 0 
also: 
d d * 
(CC) amaze (ey) + (+7) (y-2y) + 5 = f MEdz. 
0 


Bei der Berechnung der GréBen M, waren die Integrationen (6) II 
auszufihren, dabei treten aber nach (16) II nur Integrale der Form 


(2) a fa-" de 
0 


auf, wo 4 die Werte i + 1, i,---,0, —1,--+,—(i+1) haben kann. Die 
in der Ebene 7 — mit den von x=0 und z=1 ins Unendliche ge- 
zeichneten Schnitten — ausgefiihrte Integration ergibt, wenn der reelle 
Teil von y zwischen — 1 und + 1 liegt 


a 
Sgt l—ys 
ifi—yi”™ : 


Wir wollen zunachst annehmen, daB der imaginare Teil von y nicht 
Null ist und wollen die Gesamtheit der Werte i+ 1— yA betrachten. 








(2 
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Man erkennt (Fig. 1, wenn der imaginiire Teil von y positiv, Fig. 2, wenn 
der imaginare Teil negativ ist), dab alle Werte |¢ + 1— yA| gréBer sind 
als OA = |sing|, wenn y=re'? gesetzt wird. 














Fig. 1. Fig. 2. 


1 
Wenn also ¢= |. gesetzt wird, so ist 
| sin @ | 


(8) af e-Pdz, <|a\|z\ee-*|, 
0 
Die Gleichungen (6) II zeigen also: 
(4) |\Y| <|y*| + ¢|2||y*P+ Q| + 2 |x| Pl ly? P+ Q| 
+ &|2P|PP|yP+Q|+--- 
(5) |¥) <i +l? P+ Qlelal{1+ e|Pa| + | PaP+---}, 
also nach (7) 
(6) Z| <elp*P+ Q\{1+ e|P2| + e|Pal?+---). 
Die Gleichungen (C) und (C’) ergeben dann: 
(7) Iv < || + 721M la, 
(8) |e ge| < |e Pe) + l1t+7\|y—zyl + 9 | Ml |2P. 


Wir wollen nun in dem Ausdrucke fiir M (10)II statt w und «w’ 
wieder y und zy einfihren: zu = y, x*u’ = zy’—y. Dann erkennt man 
mit Beriicksichtigung von (6), daB |z|*|M) unterhalb eines Ausdruckes 
liegt, der nach positiven ganzen Potenzen von |x|, |y| und |zy’| fort- 
schreitet. Diese Entwicklung von M beginnt mit den Gliedern zweiter 
Dimension und ist konvergent, so lange die drei Variablen ||, |y|, |xy’| 
die Bedingungen 


(9) |\a|<1, |y|<1 und wegen (6) ¢|Px| <1, 





R. Fuens. 





gaa Mey] + ly) + |e] + ly) + 2¢ 





y| +|2\)}<1j 


erfiillen. Diese Bedingungen werden fiir hinreichend kleine Werte fir |z\, 
|y| und |zy’| stets erfillt sein. 

Denken wir uns nun in der Ebene 7’ mit einem hinreichend kleinen 
Radius (der kleiner ist als 1) einen Kreis beschrieben, so werden die 
Ausdriicke 





|ryo|< r | Gq, + Hoo + Bos §*|, 
d : 
|x| Fa (& Mo) < 7 |(L—y) eq, + @oo5 + (L +7) Boi 8?| 


fiir das Innere dieses Kreises kleiner bleiben als als und @, 7 » wo 
@, und g, konstante endliche Werte bedeuten. | 
Bei der sukzessiven Berechnung der Koeffizienten von y = ae tig 
x=0 


und von 3! aaa >« (z***y) werden also die Moduln dieser Koeffi- 
x=0 


zienten unterhalb der Koeffizienten von Reihen: 


u= 9, ; + xu, + wu,+---, 
(10) ’ 
c= | + 2*v,+ avo,+--- 


bleiben, die sich aus Gleichungen der Form: 





4 + B,(\x , u,v), 


e= % 
(11) “ye . 
o= 03/5 + $,(/ x], u, v) 


ergeben. Die Reihen $, und $f, sind konvergente Potenzreihen der posi- 
tiven reellen GréBen |x|, u,v, die mit den Gliedern zweiter Dimension 
beginnen und die Konvergenz dieser Reihen ist gesichert, so lange die 
Bedingungen 


(12) |2|<1, w<l, = [(e+u)(1+|2]4+u) + 2¢+|2)] <1 
erfiillt sind. Setzen wir nun 


(13) u=—p-s, v=q-t, |z|—mz, 


wo die GréBen p,q, m die griBten Werte fiir bzw. u, v, |x| bedeuten 
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mégen, fiir die $, und $, noch konvergieren, dann treten an die Stelle 
der Gleichungen (11) die Gleichungen 


at 
ga % 


(14) Pp ié| 


t= - ; + TT, (4, s, t), 


wo nunmehr TT, und TT, auch noch fiir z= 1, s=1, ¢=1 konvergieren 
und gleichfalls mit den Gliedern zweiter Dimension beginnen. Wenn TI, 
und TT, auch noch fiir den Wert 1 ihrer Argumente konvergieren, diirfen 
die Koeffizienten dieser Reihen alle eine obere Grenze A nicht tiber- 
schreiten. Wenn iiberdies g der gréBere der beiden Werte ®, © ist, so 


sieht man, daB die Koeffizienten der Entwicklungen vergréBert werden, 
wenn man an Stelle von (14) die Gleichungen 


+ TT, (4, s, #), 


(15) =r me e+ A[|e tort+etto % +2/% 





port [EPH] 


setzt, woraus 6 = rt durch den Ansatz: 


(16) C= T= OF + 6,2 + Gah+--: 
zu berechnen ist. 


Die Koeffizienten dieser Entwicklung werden offenbar noch weiter 
vergréBert, wenn man an Stelle der Gleichung (15) die Gleichung 
2 | 3 
(17) o=r—e F +4[(\F +o4+2)+(F +o+r)+---| 


verbunden mit dem Ansatz (16) treten liBt oder endlich 


| 2 | | 5 
a) ene |g|+-al( S| +2q+(5| +29" 
Aus (18) folgt 
§\ x Fo x | a.\* x | 3 
(19) (2¢ + =) —20+~ —24/( | + 20) + ( . + 20) +--+]. 
Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht eine Reihe, die fiir 
= +26<1 konvergiert. Nach dem Prinzip der Umkehrung einer 


Potenzreihe wird sich daraus fiir 26 + |= eine Reihe, die nach Potenzen 


von (20 + 4 7 fortschreitet und die fiir hinreichend kleine Werte von x 
konvergiert, ergeben. In einem Kreise mit hinlinglich kleinem Radius um 
2=0 wird 29 + £ einen Wert 2y nicht tiberschreiten kénnen, Also er- 


gibt sich aus (19) die Entwicklung 
|e |2 8 
(20) 6=e = +a) 5 + yee tess, 


Mathematische Annalen. LXXV. 31 
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die fir hinreichend kleine Werte von |z| konvergiert. Nun sind die 
Koeffizienten der Reihe fiir s (14) kleiner als die von o und die Koeffi- 
zienten von jy! sind kleiner als die von «= ps. Daraus folgt: 


(21) lynzltt?<pa,\2\ + lait. 


Damit ist gezeigt, daB die Reihe der Moduln von 
Y=HE +H +--- 
fiir hinreichend kleine Werte von |x| konvergiert und unterhalb der konver- 
genten Entwicklung 
x=0 


liegt. Die Reihe fiir y konvergiert also unbedingt und gleichmdafig. Daraus 
folgt sofort die Méglichkeit der gliedweisen Integration. Da wir weiter 


gesehen haben, daB die Reihe fiir 29! unterhalb der Reihe fiir v liegt, 
aber v = gt ist, und die Reihe fir ¢ ebenfalls unter der fiir o liegt, so 


sieht man, daB die Reihe der Moduln von |= $2 | unter 


d 
Self" 
zx=0 
liegt, daB also 2S! ebenfalls durch eine unbedingt und gleichmaBig kon- 


vergente Reihe dargestellt ist. Daraus folgt aber, daB diese Reihe wirk- 
lich die mit x multiplizierte Ableitung von y darstellt, und wir haben 
somit auch die Méglichkeit der gliedweisen Differentiation erkannt. 

Allerdings haben wir bisher angenommen, daB der imaginire Teil 
von y nicht Null ist. Wir werden diese Beschrinkung in der folgenden 
Nummer fallen lassen. 





IV 
Koeffizientenberechnung; Konvergenzbeweis fiir reelle y. 


Bei dem in der vorigen Nummer gefiihrten Konvergenzbeweise haben 
wir davon Gebrauch gemacht, daB die bei den Integrationen (16), (18), 
(19) II auftretenden Nenner x — y/ in ihrem Modul gréBer sind als ein 
von Null verschiedener Wert «. Nun kénnte bei der Integration (19) I 
im Nenner von «,,,, der Faktor x — y(x+2) und in dem von a,, der 
Faktor x—y(x+1) auftreten. Diese Werte kénnten also fiir rationale 
zwischen 0 und I gelegene Werte y verschwinden. Wenn es aber ge- 
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lingt zu zeigen, dab diese beiden Koeffizienten tatsichlich die Faktoren 
x—y(x+2) und x—y(x+1) im Nenner nicht enthalten, so ist be- 
wiesen, daB die GréBen x — v1, die dann bei den Integrationen noch vor- 
kommen kénnen, auch fiir reelle y nicht verschwinden kénnen, sondern 
vielmehr gréBer sein miissen als 1 — y. 
_  Bezeichnen wir also fiir reelle y den Wert 1 — y mit ¢, so ist auch 
jetzt wieder fiir alle in Betracht kommenden Werte 
x—yil>eé, 

wo ¢>0 ist, wenn nur y=0 und y=1 ausgeschlossen werden. Dann 
bleiben aber alle Schliisse des Konvergenzbeweises bestehen. Es kommt 
also alles darauf an zu zeigen, daB «,,,, und a,, fir x—y(x+2)=—0 
und x — y(x+1)=0O nicht unendlich werden. 

Zu dem Zwecke berechnen wir diese beiden Koeffizienten vollstandig 
nach einem Verfahren, das auch fiir die Berechnung der iibrigen «,,, B,, 


von groBem Nutzen ist. 
Da die Reihe 


(1) y= Snes 4 ri ee 


x=0 


unbedingt konvergiert, kénnen wir ihre Elemente in anderer Weise grup- 
pieren: 


@ 9 Devens (G) +4 Den(§) 


x=0 


+21(an( 7) +> €, »- (3) ‘) 
+e(a(gy'+ 3 e()"') 


x=? 


+2t(aa(§) + Oa) + Des) ) + 


So geschrieben erscheint y als eine nach positiven ganzen Potenzen 
von «x fortschreitende Reihe 


(3) Y=YtKHTt+ Wwe +>; 
deren Koeffizienten Funktionen von £, = ; =: —g!- sind, und zwar wer- 


den y,, und y,,,, fiir =O unendlich wie &**. 
Setzt man andererseits in der Gleichung (A)I y = 7 so erhalt man 


31* 
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fir 4 eine Differentialgleichung genau derselben Form, wenn man nur 
a,b,c, d baw. durch b, a, d,¢ ersetzt. Da nun aber 7 = = fir z=0 
von der Ordnung 


1 za x 
« ag? & 


verschwindet, so sieht man, daB sich entsprechend (1) fiir 7 eine konver- 
gente Reihe 

(4) T= Mt + m2? +--- 

ergeben wird, wo 7, aus y, durch Vertauschung von § = az’ mit &, = =. a7, 
b mit a und d mit ¢ hervorgeht. 


Bei der Multiplikation der beiden unbedingt konvergenten Reihen (3) 
und (4) erhalt man dann wegen y-» =z: 


(5) —1 +96 9+ >) "(Ye Ne + hes + °° + Ye Me) = 0. 
z=1 
Da diese Gleichung eine identische fiir beliebige Exponenten 1 — y 
von §,—2'~” sein mub, so miissen die Koeffizienten von 2* einzeln ver- 
schwinden. Daraus folgt: 


— , ’ 

(6) Yo = 3? y= — 3, » 
d. h. aber: 

(7) y=* : 


1 %tme+ 
laBt sich ebenso nach positiven ganzen Potenzen von x entwickeln, als wenn 
die %, %;,°*- Konstanten wiiren. 


Nun ist nach (7)1 mit Beriicksichtigung der Vertauschungen £ mit &,, 
b mit a, d mit ¢ 


1 é. m n 
(8) ~~ 5 slimek ~ i= skh 


wenn _ be R a 
mn Ff IS + PE -S + 


(9) 1—y 1—y '1—y¥ 
hee Ve Va Ve Va 
ped s4+s--- FS )- 5-5) 
gesetzt wird. Daraus folgt 
m* t+} — y*t! 
(10) Cy x+1— ra aaa 


Aus «,,,, folgt B,,,, durch Vertauschung von y mit —y und 
Multiplikation mit (2)"*', wie dberhaupt 6,, aus «,, durch Vertauschung 
von +y mit —y und Multiplikation mit (2) hervorgeht. 
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Die Koeffizienten a, , erhilt man nach (6) durch Entwicklung von , : 
0 


Da nach (21)II y, nur die Nenner y, 1 — y, 1 + y hat, so kommen 
entsprechend in 4, die Nenner 1—y, y, 2—y vor. Daraus folgt also, 
daB die «,, nur fir y=—0, y=1, y= 2 unendlich werden kénnen. Aus 
der Darstellung, die wir dem allgemeinen Integral in Nr. VI geben werden, 
folgt tibrigens, daB die Koeffizienten von y nur fiir ganzzahlige Werte 
von y unendlich werden. 

Die Gleichungen (6) zeigen, daB man in gleicher Weise bei Kenntnis 
von y, die Koeffizienten a, ,,,., (x= 0,1,-+-,0o) berechnen kann. 


V. 
y=0 und y= 1. 


Wir haben bisher y= 0 und y = 1 (oder — 1) ausschlieBen miissen, 
da schon der Wert y, nach (7)I fiir y= 0, y, nach (21)II fir y= +1 
keinen Sinn mehr hat. 

Wir wollen aber jetzt zeigen, daB die Ausdriicke y, so geschrieben 
werden kénnen, daB sie fiir y= 0 in wohlbestimmte Werte iibergehen. 

Nehmen wir zunichst (7) 1 


wo 
= az’, ; 
(2) 


D= \.(y +Vb+Va)(y +Vb—Va)(y—Vb + Va)(y—Vo—Va) =“, 


und setzen statt der willkiirlichen Konstanten a den Wert 


meer 
(3) a 4D’ 


wo also jetzt 6 die willkiirliche Konstante darstellt, so geht y,, wenn jetzt 
wieder a statt 6 geschrieben wird, iiber in: 


(4) m= ZVD[ By t (ex + Fa 4d)] 
oder 

, 2)? — — b 
nad ra [ty (Mears) 


Entwickelt man diesen Ausdruck nach Potenzen von y, so ergibt sich 


ceay | 


(6) Yo = + (d—b) log? ax — 7" + y B(x, 7), 


wo $ eine nach positiven ganzen Potenzen von y fortschreitende Reihe 
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bedeutet, die fiir y 0 nicht unendlich wird und fir hinlanglich kleine 
Werte von y konvergiert. 

Bei dieser Bezeichnung der zweiten Integrationskonstanten laBt sich 
also y, nach positiven ganzen Potenzen von y entwickeln und geht fiir 
y = 0 tiber in 
(7) Jo= = (d—b) log? ax — 3°: 


Dieser Ausdruck geniigt in der Tat der Gleichung (6a)I fir y=0. Bei 
anderer Schreibweise der zweiten Integrationskonstanten kann er auch so 
umgeformt werden: 


(7a) Ho % + Veud + (1—a)b + — (a —D) log? , 
(7b) To — Vb log (a,x) + + (d—b) log? (a2), 
(7c) Ho = 1+ Va log (a,x) + + (d—b) log*(a,2). 


Da bei den Integrationen (16), (18), (19) Il bei der Berechnung der 
Werte y,, ¥,,--+ der Faktor - nicht mehr auftreten kann, so folgt, dab 


bei dieser Bezeichnung der zweiten Integrationskonstanten alle y, und also 
auch die unbedingt konvergente Reihe y nach positiven ganzen Potenzen 
von y entwickelbar sein mub, und daf diese Entwicklung fiir hinreichend 
kleine Werte von y konvergent ist. Setzen wir also 


(8) ¥.= 9+ 7 Bz, 7), 
(9) y =7 +78 (2, 7), 
wo $, und §$ fiir y = 0 nicht unendlich werden. 
Um die Werte 7, und 7 zu berechnen, hat man einen der Werte (7) 


zugrunde zu legen und bei den Integrationen (16), (18), (19) Il wieder- 
holt die Formel 


(10) foges- edz 
6 
_ £- [ log” t—— 31 log™~1 x + a log™~? 47 +--+» + (—1)" fa ol 
anzuwenden. 
Man erhiilt 
(11) Y= Ggg t+ Gy loga +--+ & 5,45 log**** x, 
woraus dann die Entwicklung 
(12) T= Hx+yct+--- 


folgt, die wieder fiir «0 verschwindet. 
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Da aber y fiir beliebiges y der vorgelegten Differentialgleichung ge- 
niigt, so muB auch 7 eine Lésung von (A) I sein. 
Insbesondere hat «,,,,, den Wert: 


[z (d— f'- “ =<, 


m= —+(14Ve+Va)(1—Ve+Va), 
n—— 4 (14-Ve-Va)(1—Ve-Va) 


wo 


bedeutet. 
Den Fall y = 1 erledigt man am einfachsten durch folgende Betrach- 


7 . . . x . . 
tung: Setzt man, wie in der vorigen Nummer, y = —, so entspricht, wie 
‘ 


dort erértert, dem Werte y bei y der Wert 1 — y bei 2. Auf diese Weise 
sieht man, daB dem Werte y = 1 fiir y eine Entwicklung 


Y=HtHet+-:: 


wo y, y,,°-°:* rationale Funktionen von log z sind, entspricht. 


VI. 
Die Entwicklungen in der Umgebung von x =1 und x = oo, 
Neue Darstellung des allgemeinen Integrals. 


Die Differentialgleichung, der y als Funktion yon # geniigt, 


(A) ¢ ia +(> a i+5~a)(@4)- -i Ga 


~ 2 e905. 92 =1 _ gq? 


«“—1 x(a — | 
ax*(x—1)* y ‘v—ip (y— =)? 


geht bei den Transformationen 


(1) a=ml—z, y=1—u, 
1 
(2) =F) y=> 


in Gleichungen genau derselben Form iiber. Man hat nur bei (1) b mit c 
und bei (2) ¢ mit d zu vertauschen. 
Setzt man also, entsprechend 


(3) —§ =aaz’, 
(4) §,—a,(1—2)’, 
(5) Ey = Oy (=);, 
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so tritt neben die Entwicklung in der Umgebung von z = 0 


(6) y- Sen" rt ae — ooo a> Bar E +2°* + By gr 8"*? ? 


x=0 
in der Umgebung von z = 1 


(1) 


@® y=1—Sa—ay we et a + BOE tn + 


? 
x=0 Br 


und in der Umgebung von z = co 


a?) 
@ 9 SO) fre yt tlt Met eM 
wobei die reellen Teile von 6 und ¢ wiederum die Bedingung 
(9) -1<5R@)S4+1, —15R@) <4 


zu erfiillen haben. , 

Im Falle 6 = 0 oder 1, ¢ = 0 oder 1, treten an die Stelle dieser Ent- 
wicklungen solche, deren Koeffizienten rationale Funktionen von log (1—z) 
baw. log (=) sind. 

Das allgemeine Integral hat also fir z= 0 den Wert 0, fir z= 1 
den Wert 1 und wird fiir z= oo unendlich wie z*. 

Da aber auberdem die Integrale nur noch Pole besitzen kénnen, so 
ergibt sich das Resultat: 

Das allgemeine Integral kann an keiner Stelle von umendlich hoher 
Ordnung unendlich werden, es besitzt also iiberhaupt keine Unbestimmtheits- 
stellen. 

Von den sechs Konstanten a, y in (3), «,, 0 in (4) und a, ¢ in (5) 
kénnen aber offenbar nur zwei willkiirlich gewihlt werden; es entsteht 
daher die Frage, welche Zusammenhiinge zwischen diesen sechs GréBen 
bestehen. Diese Frage wird von Wichtigkeit, wenn man mit einem be- 
stimmt gewiahlten Integral von (A) den Ubergang von einer singuliren 
Stelle zu einer anderen ausfiihren will. 

Um diese Frage beantworten zu kénnen, entwickeln wir jetzt noch 
eine andere Darstellung des allgemeinen Integrals. 

Wir gehen aus von der Entwicklung in der Umgebung von + = 0 

Y=Yott+yz+---. 
y, ist nach (7)I eine ganze rationale Funktion von a, b,¢,d. Daraus 
folgt aber nach den Entwicklungen der Nr. II, daB iiberhaupt alle y, 
ganze rationale Funktionen dieser vier GréBen sind. Die fiir y aufgestellte 
Reihe enthilt also nur positive ganze Potenzen von a, b, c, d, und da sie 
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fiir hinlainglich kleine x bei beliebiger endlicher Wahl dieser vier GréBen 
unbedingt konvergent ist, so erhalten wir das Resultat: 

Das allgemeine Integral von (A) laft sich fiir beliebige Werte von 
a, b, c,d nach positiven ganzen Potenzen von a, b, c, d entwickeln, wenn |x| 
hinldnglich klein genommen wird.*) 

In derselben Weise kann man fiir die Umgebung von «=1 und 
von = co Entwicklungen nach positiven ganzen Potenzen von x =a, 
b, c, d ansetzen. 

Um die Koeffizienten der Entwicklung nach positiven ganzen Potenzen 
von a, 6, c,d zu berechnen, kénnen wir uns der Taylorschen Reihenent- 
wicklung bedienen: 


(10) Y = fo000 + fi000% + Sor008 + foor0 + Sooor 4 
+> = [fso00? + 2f:10%5 + ++] +-++, 


wo 
attetrte 
(11) fopyam (54s) 
" Ga“ cb dc’ Gd /a=b=c=d=0 
Setzt man: **) 


(11) “= fie, 
J Vow) 


wenn 

(12) v(y) = ¥(y—Dy—2), 

so erhilt man fiir u 

d*u Q2- 1 du 1 1 

(18) gat t+ 2@—nae + Te" 
=e. See Pee ee 
Fae wl? — Ht Gap 4G] 

Bedeutet nun f(w) die durch Umkehrung von (11) entstandene ellip- 
tische Funktion, sind , und @, zwei primitive halbe Perioden: 


0 x 
° dz * dz 
( ) 1 J Vv(2) ? 2 ‘ Vv(2) ? 
und wird endlich 
(15) ¥,=[(U+o,), ¥=f(u+a,), Ys = [(U+ @, + w,) 


*) Die in der Voranzeige, Gitt. Nachr. 1914, Sitzung vom 20. Dezember 1913, 
aufgestellte Behauptung, daB die Entwicklung fiir beliebige Werte von x bestehen 
bleibt, beruht ebenso wie die daraus gefolgerte Angabe, daB die Lage der Pole fir 
die Lésungen unserer Differentialgleichung von a, b, c, d unabhiingig sei, auf einem 
Irrtum. 


**) Vgl. meine Arbeit, Math. Ann, 63, S. 310. 
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gesetzt, so kann (13) auch so geschrielen werden: 
d*u 22—1 du 1 1 
(13a) dz’? * z(@—1) dz + 7 z@—1i)“ 
1 1 a= —— a —— 
=F te a (VOW + bVOM) + VOW) + dVO@s)}: 
Wenn a=b=—c=d=0, so ist 
C10, + Oy 
eine Lésung von (13a), wobei ¢,, ¢, zwei willktirliche Konstanten be- 
deuten, also ist 
(16) foooo = 1 = FC, ; + Cay). 
Im allgemeinen folgt aus (13a) 


(17) w= — 0, f Pode + 2; [ Po,de + 4.0, + qa, 
6 é 
wenn die Integrale wieder in der Ebene 7 ausgefiihrt werden und: 


(18) P= re ale) + bV¥(y,) + VO) + Vos) | 


gesetzt ist. Die unteren Grenzen der Integrale in (17) kénnten natiirlich 
auch andere Werte haben, dann hiitten auch ¢,, c, entsprechend andere 
Werte. 

Den Gleichungen (15) nach ist: 
(15a) n- 7, wo- st, n—. 
Die Funktionen y,, y,, y, geniigen jede einer Differentialgleichung, die 
aus (A) dadurch hervorgeht, daB man 


eh as @ 
bei y, durch Cs, Me Be de 
bei y, durch 4 a, d, ¢, 
bei y, durch d, e¢, b, a 


ersetzt. Die Entwicklung (6) des allgemeinen Integrals von (A), die ja 
fiir beliebige Werte a, b, c,d gilt, zeigt daher in der Umgebung von z=0, 
daB die Integrale (17) fiir «= 0 nicht unendlich werden, sondern dab 


: { Po, dz und f "Po, dx fir «=O verschwinden; dabei sind tiberdies 
0 0 


die bekannten*) Reihenentwicklungen in der Umgebung von z = 0 fir a, 
und @, zu beriicksichtigen. 





*) Vgl. L. Fuchs, J. f. Math. 71, Nr. 21, Ges. math. Werke I, 8. 274—281. Vgl. zu 
diesen und den folgenden Betrachtungen auch meine Arbeit, Math. Ann. 70, 8. 525 ff. 
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Man erhalt nunmehr mit Beriicksichtigung von (16) 


df(u) du 
(19) faoeo = ( du Falenraceee =0 





_ Vo) |- o, | V¥@ 
1 
0 


2xi «(a2 —1) 


@, dz + @, "ye a o,az|, 
.) 


a(2— 


und analog, wenn man entsprechend (15) und (15a) 


(20) 7, = <5 i ~MGtl)o,+eqa,), m= = = f(e,@, + (+10), 
3 en =f(q+)o,+@+)e,) 
setzt, 
Von) [ 
(21) foro = Qai | 0, {Vem @, dL + Wy ’ ‘Ys ia o ,az, 





(22) for Voc) a *Votm) aw, dx + a, J2E, , ax\, 
zr — 


2x1 a a(x —1) 


221 —1) 


(23) from = VX |- @, vee, o,dz + ", ao © .az, 
z2\zr— 
0 


In derselben Weise lassen sich nun alle folgenden f,,,3 berechnen. 


Es kommen in diesen Ausdriicken [ 4 f(u) | d. h. ganze rationale 
‘ = 6, 0 + Ca 
Funktionen von y vor, die bei ungeradem i noch mit Vv(y) multipliziert 


sind und vielfache Integrals zwischen den Grenzen 0 und 2, wobei sich die 
Integranden aus 1,, V¥(,) sowie @,, @,, 2 zusammensetzen. D. h. also, 
diese GréBen enthalten nur algebraische Ausdriicke von 2, @,, @., 
f(C, @, + ¢@) 

sowie Integrale, deren Integranden wiederum nur algebraische Ausdriicke 
dieser GréBen sind. 

Die Koeffizienten der Entwicklung nach positiven ganzen Potenzen von 
a, b, c, d, berechnen sich also durch das allgemeine Integral 4 der Gleichung 
(A), wenn darin a=b=c=—d =O gesetet wird. © 

Wir werden in der folgenden Nummer sehen, daB der Exponent y der 
Entwicklung (6) in der Umgebung von « = 0 mit 1 —c, tibereinstimmt. 
Da man es aber in 7 = f(c,@, +¢,@,) durch Hinzufiigung eines beliebigen 
Vielfachen von 2@,, wodurch ja 4 ungeandert bleibt, stets erreichen kann, 
daB der reelle Teil von c, absolut kleiner als 1 ist, so kann dasselbe von 
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vorneherein fiir y angenommen werden. Daraus folgt dann, daB der 
Charakter als allgemeines Integral durch die dem y auferlegte Bedingung, 
daB sein reeller Teil zwischen —1 und +- 1 liegen mu, nicht beeintriichtigt ist. 


VI. 


Vergleich der drei Darstellungen von y in der Umgebung von 
x=, 1, co. 


Um nun die in den Entwicklungen (6), (7), (8) VI auftretenden Kon- 
stanten a«, y, «,, 0, a, ¢ miteinander zu vergleichen, stiitzen wir uns auf 
(17) voriger Nummer 


(1) y =/f(u), 
(2) o—— 2, { Po, dz + 23, { Po, dz + C,@, + My, 
1 0 


(3) Pea pp leVv(n) + OVO (ye) + CVo(ys) + dV Os)] 


wir haben hier die untere Grenze des ersten Integrals in u gegen (17) 
voriger Nummer abgeandert, wodurch ¢, einen anderen Wert wie dort erhilt. 
Benutzt man fiir f(u) die Darstellung*) 








(4) f(u) = 2 + 22(a— %) — : = 
a a, 
=) Vai “(= 4% owt sin’ 5 oo, (270) oust sin?” (w+ 2v,) i 


so ist**) 

(5) 24h [Pode + Bic log?—+ Glog z+ A, 
0 

wo A, fiir z= 0 verschwindet, da wie in der vorigen Nummer erdrtert wurde, 
Po, dz und Po, dz 
0 0 


fir z=0 veschwinden. Man kann es nun stets so einrichten, daB der 
reelle Teil von c, zwischen Null und Eins liegt, da ja 


f(¢,@, + ¢@, + 29a@,) = {(¢,@, + ¢ 0g) 


*) Vgl. Weierstra8-Schwarz, Formeln und Lehrsitze zum Gebrauche der ellip- 
tischen Funktionen, zweite Ausgabe S. 10. 
*) Vgl, dazu Math. Ann, 70, 8. 533. 
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ist, wenn g eine ganze Zahl bedeutet, und f(—u) = f(w) ist. Bei Betrach- 
tung der einzelnen Glieder von (4) findet man dann, daB y—/f(u) fir 
z=0 wie 





(6) aes 


verschwindet. Vergleicht man dies mit der Entwicklung (6) voriger Nr., 
so sieht man, dab 


4 
(7) q=-1—y, e=——_**__.. 


1 
micgt+ y [Ponda 
4e ° 
Analog erhilt man bei der Betrachtung der Umgebung von z = 1 


o* Cy 





(8) ¢=1—d, a4=—— i 
nig t > [Poaz 
4e u 


Da J Po,dz und J Po, dz auch fiir z = co nicht unendlich werden, 
so erhailt man weiter fiir die Umgebung von 2 = oo: 


(9) 4 +9), | {Po dz + /Po,dz|—1—., 
0 1 


4(1—) 
(10) et i eo 


"Te 
Aig— > [Pode 
1 





4e 


Wenn wir also z. B. die beiden Exponenten, die bei der Entwick- 
lung in der Umgebung von x =0 und x= 1 auftreten, als willkiirliche 
Integrationskonstanten ansehen, so erhalten wir das folgende Resultat: 
In der Reihe (6) VI ist: 

ue f-” 
(11) .=—— = ——__,—_ 


1 
- 1 
mi(t-d) +5 [Pode 
e 0 


in der Reihe (7) V1 ist: 


A-4) 


1 
(12) a ipa baat’ 





1 ? 
1 

ni(i-y)+ 5 [Pode 

e 0 
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in der Reihe (8) VI ist: 


(13) 6 1-0-7) = 3h | [Pode +/Po, 42], 
1 





(14) (ig wore 
ai(i-—d)— ; [Poyaz 
e 1 


Bei der Berechnung der Integrale 
: : = > 
| Po, dz, {Po dz, | Po, dz, J Pa,dz 
0 0 0 1 


lassen sich die Entwicklungen nach Potenzen von a, 6, c,d, die wir in 
der vorigen Nummer entwickelt haben, mit Vorteil verwenden. 


Vill. 


Betrachtung iiber die mit den Anfangswerten verschiebbaren Pole 
der Differentialgleichung. 


Betrachten wir nebeneinander die vier Funktionen 


(1) Y; = f(u+o,) =o 4) = f(u+o,) ==, 
Y= f(u+0,+0,) =" 9”, 


die jede einer Differentialgleichung (A), (A,), (A,), (A,) geniigen 
Wir haben schon in der vorigen Nummer gesehen, durch welche Ver- 
tauschungen der a, b, c, d (A,), (A,), (A,) aus (A) hervorgehen. Man sieht, 
daB da, wo 
y die Werte oo, 0, 1, @  erhilt, 
y, die Werte 1, 2, ow, QO, 
(2) y, die Werte 0, co, «, 1, 
y, die Werte x, 1, 0, ww 
annimmt. 
Setzt man fiir y in (A) eine nach positiven ganzen Potenzen von 
2x —« fortschreitende Reihe, die fiir z= a verschwindet, so sieht man, 
daB diese Reihe die Form haben mub 


(3) = 2. (ax—a) + m(a—a)* + m,(x—-a)>+---, 


wo m eine unbestimmte Konstante ist. Aus (1) und (2) folgt dann so- 
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gleich, daB die Entwicklung in der Umgebung einer Stelle, an der y = 1, 
y= oder y= oo wird, die Form haben mub: 


(4) y=1— e (a—a) + m(4—«a)? + m,(a4—a)>+---, 
(5) y= a +(1+Vd) (w—a) + m(a—a)? + m,(2—a)', 
(6) y= 2=) emt m(a—a) +-:, 


Va 
wo jedes Mal die Konstante m unbestimmt bleibt. Wenn a = 0 ist, tritt 
an Stelle von (6) 


(6a) 9— Gap tga t Met m(t—a)+-- 


nur in diesem Falle wird also y von zweiter Ordnung unendlich. Be- 
trachten wir nun wieder y = f(u) 


(7) wu=— iwi J Pos dx + wif Por dz + (1—d)a, + (1—y)a,, 


(8) P= any tV¥W) + VO) + eVo(y) + dVo)]. 


Wenn ~ in eine Stelle @ einriickt, in der y den Wert 0, 1 oder x 
annimmt, so wird einer der Werte y,, y., y, daselbst unendlich. Man sieht 
also, daB sich P an allen den Stellen, an denen y, y,, ¥, y, einen der 
Werte 0, 1, z, co annimmt, ganz gleichmiBig verhilt. 

Wenn man also fiir eine der vier Funktionen z. B. die Stellen an- 
geben kann, an denen sie den Wert Null erhilt, so kann man daraus 
leicht fiir alle vier Funktionen die Stellen finden, an denen sie gleich 
0, 1, oder co werden. Nehmen wir jetzt eine Stelle «, in der y unend- 
lich wird, dann werden daselbst y,, y,, y, nicht unendlich; wir brauchen 
nur den Fall (6) ins Auge zu fassen, da im Falle (6a) das Glied mit 
Vv(y) fehlt. 


Setzt man nun die Rabeiinang (6) ein, so sieht man, daB P fiir 
“2=a von der er (a—a) unendlich wird. Jedes der Glieder 
Pr [Poyaz und 2, [Pe dx wird also, da sich m, und @, an jeder 
von 0, 1, co verschiedenen Stelle nach positiven ganzen Potenzen entwickeln 


1 
lassen, von der Ordnung (c—a) ? unendlich. Da aber die beiden Faktoren 
der unendlich werdenden Glieder in wu entgegengesetzt gleich sind, so wird 
u fiir «=a nicht unendlich. 
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Also wird u an den Stellen, an denen y, Y;, Y, Ys die Werte 0, 1, 
z, co annehmen, nicht unendlich, es wird sich an einer solchen Stelle, 
a2 =«, nach positiven ganzen Potenzen von Vx —a entwickeln lassen. 

Aus (7) und (8) folgt weiter Folgendes: Betrachtet man die Stellen, 
an denen 

lL y=, 1—% h—-%, wom! 
wird, als Funktion von a, b, ¢, d, so reduzieren sich diese fiir a=—b=—c=d=0 
auf die Lésungen der Gleichung: 

(1—4)@, + (1—y)@, = 29,0, + (29,+ 1)o,, 
wenn g, und g, positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, da f(@,) =0 
ist. Die Lésungen dieser Gleichung erhilt man, wenn mit M die Modul- 
funktion bezeichnet wird, die x als Funktion von od darstellt, durch 
1 
—o+3—%4). 

(9) z= M( y+29, ) 

2. Ebenso findet man, daB sich die Stellen, an denen 

y=1, 4, =O, %&=—2, yy =O 

wird, fir a=—b=c=—d=O0 auf die Werte 
d+ 29, , 
(10) so M(— TL): 

3. die Stellen, an denen 

y=2, %=9, ¥=—1, y= 00 

wird, sich fir a=b—c=—d=O auf die Werte 


—d—2g 
(11) a= M(—T8*); 
4. die Stellen, an denen 
y=, w= 1, %=9, me 
wird, sich fir a—=b=—c=—d=O auf die Werte 
—d+1—2g 

(2) o— M (GF a=) 

reduzieren, wo jedes Mal g, und g, positive oder negative ganze Zahlen 
bedeuten. Von jeder der Stellen (9) bis (12) muB es bei beliebiger Wahl 
von y und @ stets unzihlig viele geben, da man unzihlig viele positive 
oder negative ganze Zahlen angeben kann, fiir die der imaginire Teil des 
Argumentes der Modulfunktion, wie es die Theorie dieser Funktionen 
verlangt, positiv ist. 


Berlin-Halensee, am 6. Dezember 1913. 
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Uber die Lésung des Grundproblemes der Elastizitatstheorie. 
Von 


Arruur Korn in Charlottenburg. 


Die Lésung der ersten Randwertaufgabe der Elastizitiitstheorie habe 
ich mit Hilfe der Methode der sukzessiven Niiherungen zum ersten Male 
im Jahre 1906*) gegeben; ich habe seitdem die bei dieser Lésung be- 
niitzten Hilfsmittel teils zam Zwecke einfacherer und eleganterer Behand- 
lung der Probleme der Elastizitiatstheorie, teils zum Zwecke der Lisung 
neuer Aufgaben erweitert und fiir den Gebrauch geeigneter gemacht. **) 
Ich will in dieser Abhandlung zeigen, wie einfach (mit Riicksicht auf die 
Schwierigkeit des Problems) sich nunmehr — nach der Zurechtlegung 
jener Hilfsmittel — die Lésung des ,Grundproblemes der Elastizitits- 
theorie“ gestaltet. 

Ich bezeichne dabei als ,Grundproblem der Elastizitiitstheorie“, auf 
welches sich nicht bloB die erste Randwertaufgabe der Elastizititstheorie, 
sondern auch z. B. das biharmonische Problem und das erste Randwert- 
problem in der Theorie der stationiren Strémungen mit Reibung begabter 
Fliissigkeiten zuriickfiihren léBt, die folgende Aufgabe: 

Wir suchen drei Potentialfunktionen***) u,v, w eines Raumgebietes 
tt), welche bei Beniitzung der Abkiirzungen: 


*) A. Korn, Abhandlungen zur Elastizitiitstheorie I. Allgemeine Lisung des 
elastischen Gleichgewichtsproblems bei gegebenen Verriickungen an der Oberfliche. 
Miinch. Ber. 36, S. 37, 1906. 

**) Man vgl. z. B. Ann. Ec. Norm. (3) 24, S. 9, 1907; 25, 8.529, 1908; Krakauer 
Anz. 1907, 8. 887; Rend. Circ. Mat. Palermo 25, 8. 253, 1908; 80, S. 138, 336, 1910; Acta 
Math. 32, 8S. 26, 1909; Compt. Rend. 151, S. 50, 299, 1910; 155, S. 1605, 1912. 

***) Wir verstehen unter Potentialfunktionen des Gebietes rt solche Funktionen 
der Stelle (a, y, z) des Gebietes, welche in demselben mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig sind und der Laplaceschen Differentialgleichung geniigen. Man 
vgl. Anm. * 8. 536. 

+) Wir setzen die Oberfliiche » von rt als im Endlichen geschlossen und stetig 


Mathematische Annalen. LXXV. 32 
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ou do . Gw 
O= 52+ byt oe? 


a= 2* av dus 6w Ov au 


dy ds © Of O@ ~ da dy 

an der Oberfliche @ die folgenden Grenzbedingungen erfiillen: 
. a d a d 

u(x, y, 2) = ix {ay J™ _— ak FI + F,(2, y, 2), 


a d e dt | 
(1) v(2, ¥ s)= inti u ~— 15] + F, (2, Y, 2), 


a d . ee 
w(z, Y, 2) = ise v 7-& U | + F, (a, ¥, 2). 





Dabei bezeichne.x eine gegebene Zahl, F,, F,, F, drei gegebene Funk- 
tionen der Stelle (x, y, 2) der Oberfliiche @, welche mit ihren ersten Ab- 
leitungen stetig sind und (im allgemeinen) stetige zweite Ableitungen 
besitzen. 

An Stelle der Voraussetzungen iiber die zweiten Ableitungen geniigt 
es fiir die Zwecke der vorliegenden Abhandlung, itiber die Stetigkeit der 
ersten Ableitungen eine Héldersche Bedingung vorauszusetzen, die Be- 
dingung, daB fiir irgend zwei Punkte (z,, y,, 2,) und (2,, y,, 2.) der Ober- 
fliche im Abstande r,,: 


| D, F(X, Yo, 23) — D, F (2; %1,%)|<Ar§, (j=1,2,3), 
wenn A eine endliche Konstante, ® eine positive Zahl > 0 bezeichnet, 
und wenn wir unter D,F, irgend eine der ersten Ableitungen von 
F, (j= 1,2,3) verstehen. 

Mit r bezeichnen wir stets die Entfernung und Richtung: 

dt—» einem variablen Punkte (z, y, z) 
bzw. bei Integralen iiber die Oberfliche m die Entfernung und Richtung: 

do—» einem variablen Punkte (2, y, 2). 
In den Raumintegralen der Formeln (1) sind unter 

u, v, Ww 

die Werte dieser Funktionen an den Stellen der Raumelemente dr zu 
verstehen. 
gekriimmt voraus, d. h. wir setzen voraus, da® die Richtungskosinus der inneren 
Normalen 


cos(yz), cos(vy), cos(vz), 


als Funktionen der Stelle (€, 7, £) der Oberfliiche w betrachtet, eindeutig und stetig 
sind und (im allgemeinen) eindeutige und stetige erste Ableitungen besitzen. 
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Diese Aufgabe, welche wir auch in der Form: 


d 1 
u(2,y,2) =A {—w(a.mre) +9, wy — — ox i, ed BACT) 


2x iv, r 


0 d 1 d 
1 | ensma [ent fat -2& fot] +etemn, 


2x oz r 
t 





d 7] d 
aa ate ak st wy J + | +hene) 


(an @) schreiben kénnen, wenn wir 


2h 

1” alee 
() ee ek gw 
1a 1isty *8 at? M8 14d 


setzen*), soll in dieser Abhandlung vollstiindig gelést werden; die aus der 
Lisung sich ergebenden Resultate stelle ich in dem letzten Abschnitte 
tibersichtlich zusammen. 


I. Abschnitt. 
Die zu beniitzenden Hilfssitze aus der Potentialtheorie. 


8 1. 


Hilfssatz 1. Es sei 6 eine gegebene, eindeutige und stetige Funk- 
tion der Stelle (az, y, 2) der Oberfliche , und zwar geniige ihre Stetigkeit 
einer Hélderschen Bedingung: 


(2) O(a3, Ye, #2) — 9 (24, 1, %1)| APE 

fiir irgend zwei Punkte (z,, y,,2,) und (72, ¥,4,) der Fliche im Ab- 
stande r,,, wenn A eine endliche Konstante und @ einen echten Bruch 
darstellt; es sei @ die Lésung der ersten Randwertaufgabe der Potential- 
theorie fiir das Innengebiet r der Fliche @ mit den Randwerten 6 an @; 
dann geniigt die Stetigkeit der Funktion (2, y,2) in ganzer Erstreckung 
des Innengebietes t der Bedingung: 


(3) | O(a, Yes 42) — O(a, Wy, %1)| SCAry 
fiir irgend zwei Punkte (z,, y,,2,) und (2,, y,2,) des Gebietes t im Ab- 


stande r,,, wenn ¢ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von 
der Gestalt der Fliche » und von @ abhiingt. 


*) Der Fall 4 = — 1, bzw. limi = — 1 bedarf dabei natiirlich einer besonderen 
Behandlung. 


82° 
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Hilfssatz 2. Besitzen die Randwerte @ einer Potentialfunktion 6 
des Gebietes r an der Oberfliiche derart stetige erste Ableitungen D, 6, 
daB fir irgend zwei Punkte (2,, y,,2,) und (a, y,,2,) der Flache o im 
Abstande r,,: _ .. . 
(4) D, O(a, Yo, 2) — D, O(a, %45 #1) |< Arh, 
wo A eine endliche Konstante und @ einen echten Bruch vorstellt, dann 
gilt in ganzer Erstreckung des Gebietes r fiir die Stetigkeit der ersten 
Ableitungen D,@ der Potentialfunktion @ die Beziehung: 


(5) | D, O(a, Ye, #2) — D, O(a, %, 2)| =< e(A+ M)r3, 


fiir irgend zwei Punkte (z,, y,,2,) und (a, y,, 2.) des Gebietes rt im Ab- 
stande 7,,, wenn M eine obere Grenze der D,F und c¢ eine endliche 
Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt der Fliiche m und 
von ® abhingt. 

Hilfssatz 3. Das Potential einer Doppelbelegung der Fliche a: 


(6) W(a,y,2) =| x" do, 


tiber deren Dichtigkeit x wir lediglich voraussetzen, daB sie eine (im all- 
gemeinen) stetige Funktion der Stelle der Fliche @ ist, besitzt auf der 
Fliche @ Werte: 


(7) W, =, (W,+W)*), 


deren Stetigkeit fiir irgend zwei Punkte (z,, y,, 2,) und (2, y,, 2.) der 
Fliche @ im Abstande r,, der Bedingung geniigt: 


(8) | W.(%as Yor 22) — Wa (21, i, %) | < CM |x| rif, 
wo TT einen beliebigen echten Bruch, ¢ eine endliche Konstante vorstellt, 
welche lediglich von der Gestalt der Fliche m und der Wahl des echten 
Bruches TT abhiingt; mit M x| bezeichnen wir eine obere Grenze der ab- 
soluten Werte von x, sodaB 

(8) x|SM\x|, |W,|ScM|x). 


Hilfssatz 4. Das Potential einer Doppelbelegung der Fliche ao: 


(9) Wr, m2) = fx" do, 


o 


tiber deren Dichtigkeit x wir die Stetigkeitsvoraussetzung: 
(10) |%(%y, Ya» #2) — * (2%, %)| < Arh 


*) Indem wir unter W, bzw. W; die Randwerte von W an der iiuBeren bzw. 
inneren Seite von @ verstehen. 
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fir irgend zwei Punkte (2,,y,,2,) und (a,, 4,2.) der Fliche o im Ab- 
stande r,, machen, wobei wir unter A eine endliche Konstante, unter & 
einen echten Bruch verstehen, besitzt auf der Oberfliche w Werte 


(11) W. == (W.+W), 


‘deren erste Ableitungen D,W,, derart auf der Fliche stetig sind, daB fiir 
irgend zwei Punkte (,, y,, 2,) und (2,, y,, 2.) der Fliche @ im Abstande r,,: 


(12) D, W,, (2s Yes 22) — D,W, (41, %, %)| SeArh, 
wo ¢ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt 
der Flaiche @ und von @ abhingt. 


Hilfssatz 5. Das Raumpotential: 
(13) V(x, y, 2) -fex, 


von dessen Dichtigkeit E man lediglich voraussetzt, daB sie in dem Ge- 
biete eine (im allgemeinen) stetige Funktion der Stelle sei, besitzt in 
ganzer Erstreckung des Gebietes rt erste Ableitungen D,V, welche derart 
stetig sind, daB fiir irgend zwei Punkte (2,,y,,2,) und (2, ¥, 2,) des 
Gebietes t im Abstande 7,,: 

(14) DV (a5 Ye, #2) — D, V(x, 4, %)| <eM\E\r7 


12? 


wo TT einen beliebigen echten Bruch, ¢ eine endliche Konstante vorstellt, 
welche lediglich von der Gestalt der Fliche @ und der Wahl des echten 
Bruches TT abhiingt. Mit M|E| bezeichnen wir eine obere Grenze der 
absoluten Werte von E, sodai 
(14’) (E|\<M\E|, |D,V\ <SeM\E). 

Hilfssatz 6. Das Raumpotential: 


(15) V(a, Y, j-feX, 


iiber dessen Dichiigkeit E man die Stetigkeitsvoraussetzung macht, dab 
fiir irgend zwei Punkte (2,, y,,2,) und (2, ¥, #) des Gebietes t im Ab- 
stande 1,9: 


(16) |E (x3, Ye, 22) — E(2,, 9, %)| < Ard, 


wo A eine endliche Konstante und @ einen echten Bruch vorstellt, be- 
sitzt in ganzer Erstreckung des Gebietes t derart stetige zweite Ab- 
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leitangen D,V, daB fiir irgend zwei Punkte (2,, y,, 2,) umd (x,, y,, 2) des 
Gebietes t im Abstande r,,: 
(17) | D,V (2, ¥2, #2) — D,V(%,,%, %)| <e(A + MIE))rf,, 
wo ¢ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt 
der Fliche @ und @ abhiingt. 

Fiir die absoluten Werte der zweiten Ableitungen von V gilt bei den 
Voraussetzungen dieses Hilfssatzes die Ungleichheitsbedingung: 


(17’) |\D,V|ZeA+< MIE}, 


wo ¢ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt 
der Fliche und von @ abhiingt, « eine beliebige, im tibrigen beliebig 
kleine, positive Zahl. 

In bezug auf diese Hilfssiitze verweise ich auf die beiden ersten 
Kapitel (S. 12—30) meiner Abhandlung ,,Sur les équations de ]’élasticité“, 
Ann. Ec. Norm. (3) 24, 1907. 


g 2. 


Hilfssatz 7a. Es sei 6 eine gegebene, eindeutige und stetige Funk- 
tion der Stelle der Fliche m, und zwar geniige ihre Stetigkeit einer 
Hdlderschen Bedingung: 


(18) | (ay, Yas #2) — (215%, %) SAVY 

fiir irgend zwei Punkte (2,, y,,2,) und (2, y,, 2.) der Fliche m im Ab- 
stande r,,, wo A eine endliche Konstante und @ einen echten Bruch 
vorstellt; es sei @ die Lésung der ersten Randwertaufgabe der Potential- 


theorie fir das Innengebiet tr von @ bei den Randwerten @ an @. Wir 
bilden das Raumpotential: 


= x * dr 
(19) V (a, y, 2) -| i] = 


und an der Oberfliche w die Werte: 


sie a2 | oe) a2 V7 = aV 
(20) guds 0 a orl) e642 ary 


on Am? » ; 2 ’ 
22 | dn? |; gs 2%  On* 54, 


*) Unter m verstehen wir die innere’ Normale in einem Punkte (x,y,z) der 
Oberfliche und schreiben zur Abkiirzung: 


2 2 “Vy 20" Oth ta 
a oF c0s* (na) oa oF cos* (ny) + a cos* (nz) + 2 ay r cos (ny) Cos (nz) 
2 27 
+2 5 7 cos (nz) cos (nx) + 2 - 5 cos (m2) cos (ny). 
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dann ist: 


(21) |v| Zam], 
wo a@ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt 
der Fliche @ abhingt, M || eine obere Grenze der absoluten Werte 
_von 6, sodaB: b a 

6 =u |, 
und die Funktion w ist auf der Oberfliche o derart stetig, daB fir irgend 
zwei Punkte (2,,y,,%,) und (2, y,, 2) der Fliiche m im Abstande r,,: 


(22) |W (25 Ye, 2) — W(X, Yay 41)! < {eA + : M \6| rt 


wenn ¢ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt 
der Fliche @ und von @ abhingt, ¢ eine beliebige, im iibrigen beliebig 
kleine positive Zahl. 


Hilfssatz 7b. Es seien u, 0, w drei gegebene, eindeutige und stetige 
Funktionen der Stelle der Fliche m, und zwar geniige ihre Stetigkeit 
Hélderschen Bedingungen: 


| U(r, Ye, 22) — W(2,, y, %)| 
(23) D(2q, Ye) 2) ast v(4,, 1; 2,) 
| W(X, Ye, 4) —W(2,, Hy 4)! 


< Ar’ 





fiir irgend zwei Punkte (z,, y,,4,) und (7, y,, 2.) der Fliche im Ab- 
stande 7,,, wo A eine endliche Konstante und ® einen echten Bruch vor- 
stellt; es seien u,v, w die Lésungen der ersten Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie fiir das Innengebiet r von @ bei den Randwerten ii, 0, 
an @. Wir bilden die Raumpotentiale: 


d 
V; = fu =; 
(24) ¥,— fo, 


¥,— fot 


und an der Oberfliche @ die Werte: 





(25) u, = u cos (vx) + D cos (vy) + Ww cos (vz), 
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e d 
f ¥, (2, y, 2) = hd, 











| é* 
— {cos (nz) al ine + cos (ny) | lazanl bee™ cos (#4) dzan lal ‘ 
2 do| 
v,(2, y, 2) = ¥ > \ 
(26) av. Am a’ V, | 
“i {cos (nz) oy an aie 7 (ny) dyen oe? we (m2) éyan eid : 
ae d 
; (2, ¥, 2) = 2 fu, 
av, ar, | OV; 
— {cos (nx) Late age (ny) =a cos (n2) dan seal 
dann ist: 
%| 
(27) alt <aM(\a\, 0), |w)), 
| vs | 


wo a eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt 
der Fliche  abhingt, M(|u|, |v , |i!) eime obere Grenze der absoluten 
Werte von ii, 0, w, sodab: 


| < M(\u,, |d|, |w)), 
ail 


und die Funktionen y,, ¥,, ¥, sind auf der Oberfliche  derartig stetig, 
daB fiir irgend zwei Punkte (z,,y,,2,) und («,,y,,%,) der Fliche @ im 
Abstande r,,: 


[| ¥sGs» Ys» 22) — V(X, M1, %)| ‘ 
(28) | 2 (Loy Ya» 22) — Vo(Fy, Mi» #1) | | <(eAt+, M( i), \d|,|w )} rh, 
bs (2q, Ye» £y) a ¥3(7;, > 4,)| 


wenn ¢ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt 
der Fliche und von @ abhingt, « eine beliebige, im tibrigen beliebig 
kleine positive Zahl. — 

Den Beweis des Hilfssatzes 7a habe ich in meiner oben zitierten 
Abhandlung ,Sur les équations de l’elasticité“, Ann. Ec. Norm. (3) 24, 
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1907, S. 31—40 ausfiihrlich gegeben*); der Beweis des Hilfssatzes 7b ist 
einigermaBen analog; man erkennt dies leicht, und man kann so die Be- 
weise der beiden Hilfssitze zusammenfassen, indem man mit Hilfe der 
Reihenentwicklungen nach Kugelfunktionen die folgenden Formeln fiir den 
Fall beweist, daB die Fliche eine Kugel vom Radius R ist: 


eV @ ('zde 1 6V 2 eV 

a af O- | + 8 ae ~ 2) 5,» 

| av | oO da +t a. os (ny) 2" 

(29) OyOn 4 oy r\, R ey r° y on’ 
@ 

| Vv é da 1 aVv 2 , av 

\az0ny,, Of OF | +B os ~ FO) F- 





Hieraus ergibt sich einerseits: 


C > da | 1 @ 
(30) 0-045, on [OF — sem one 
andererseits, wenn man die Formeln fiir V,, fiir V, und fiir V, bildet 
und die so entstehenden Formeln bzw. mit 
cos (nx), cos(my), cos (nz) 
multipliziert und addiert: 
eV, n... | HV, : av, 


cos (nx) izdn set © (ny) ann + cos (nz) | Sadness 


Nita 
— A * cos (nz) +? iy at, 


__ 2 eos (nx) | te 


R lan ©8 (nz) + Ad * cos ge +3 * cos (nz) 


+ cos (nz) 2 fat rz ts cos (ny) A v4 = + cos (nz)| 52 > , 


und die beiden entsprechenden Formeln; also: 
v= za [ ¥(cos(vz)—cos (na) oe + | 0(cos(vy)—cos(ny)) ee 


w 


+ | w(cos (vz)—cos(nz)) 71 





(31) is 
—F( 5s eV, arr 5 weve +9 0%, 
3 cna) (2 cos (nz) +4 * cos (ny) +3 * 608 (nz)}, 


*) Formal geht der Hilfssatz 7a in den dort bewiesenen Satz Ill tiber, wenn 
man bedenkt, daB 
= 1 |aV 


= 1 @*V 
6 i — vo ; ° 
¥ \ 7 J 


2 
2% |ONn* c44 
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analog y, und #,. Bedenkt man, daB Integrale von der Form 


1/|@ z dea = 
s<|t0 f °F | +? —as mf OF, 


wow 


eiick-ah= an @, 
@ 


genau wie die Integrale 
J 6 = (r%) g 


i+a 


(nach Hilfssatz 1) und wie die Integrale 

eV eral: eV, . 

ox’ ? én? 
(nach Hilfssatz 5) die von den Funktionen y bzw. y,, ¥,, ¥; in den 
Formeln (21), (22) bzw. (27), (28) behaupteten Eigenschaften haben*), 
-so erkennt man zuniichst, daB die Behauptungen der Satze 7a und 7b 
fiir den Fall richtig sind, daB die Fliche eine Kugel vom Radius R ist; 
die Verallgemeinerung der Siitze fiir beliebige, im Endlichen geschlossene, 
stetig gekriimmte Flichen o folgt darauf Schritt fiir Schritt in derselben 
Weise, wie ich dies fiir die Funktion w in der oben zitierten Abhandlung 
»our les équations de l’élasticité*, Ann. Ec. Norm. (3) 24, 1907, 8. 33—40 
gezeigt habe. 


Hilfssatz 8. Es seien 


Uy, Vs, W, (j = 0,1, 2,---,p), 
p +1 Tripel von Potentialfunktionen des Gebietes tr, und wir setzen die 
Stetigkeit der ersten Ableitungen dieser Funktionen derart voraus, dab 
fiir irgend zwei Punkte (2,, y,,2,) und (2, ¥,4,) des Gebietes r in dem 


Abstande 1,,: 
|0,(a, 92, 23) — 0,(2;, %1,%)| < By; 
(32) [u,(s, Ye, 2) — u,(2,, 1» %)| 
|0, (2, Ys» 22) — v,(2,, Wi» %a)ip< Byrt, 
|w,(2,, Ys 22) —w,(%, 5» %)| 


wo die B, Konstanten bedeuten, und © einen echten Bruch. 


*) Ja, es kann fiir diese Funktionen in den fiir sie geltenden Hélderschen Stetig- 
keitsbeziehungen in den {—)} der Beziehungen (32), (28) der Summand ¢4 fortge- 
lassen werden. 





f 
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Wir setzen: 
U = AU +a, +--+ + &, Up, 
(33) U = MM + 4,7, +---+a,0,, 
W = Wy Wy t OW, +°->+ & Wy; 
| |O(2, Ye, 2) — O(a, 4, 4,) =< Bra, 
U (23, Ye, Hg) — U(A,, Y, 4) < Bro,,--, 


WO Go, @,,--+, a, reelle Konstanten sein mégen, welche der Gleichung: 


(34) 


(35) o§ +ai+---+a—1 


geniigen; wir definieren die drei Potentialfunktionen w’, v’, w’ des Gebietes r 
durch die Grenzbedingungen: 





; a dt 1 @ dt 
Tim Oh ee wet 2 fo%, 

Tt tT 

- 2 Se eee SS dt 

(36) tie ut o [w%, am @; 

t T 

, _ * dt 1 @ dr 

w= wi Zo e223 fut 
t Tt 





wir kénnen stets die Konstanten 


Gy, Oy, a 


so bestimmen, daB 
(37) f (0% +u'*4+0%+w')deSe, { (6° +u2+v2+w'} dr + 6B, 


wo é, und ¢, positive Zahlen sind, welche man durch VergréSerung von p 
unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabdriicken kann, oder: 


(38) J 20+ ¢,B, 
wenn wir 


‘oe das +u? +o? + w* } dr, 
(39) or 
lr=J {0 ?+ uw? +0? + w*)} dr 
setzen. — 

Zum Beweise teilen wir das Gebiet t in m Teile, wo m die gréBte 
ganze Zahl = r bedeuten mige, in solcher Weise, dab die gréBte Ent- 


fernung zweier in ein und demselben Teilgebiete gelegener Punkte 
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(40) Ti2 < is 


wird, wo « eine endliche Konstante vorstelle, welche lediglich von der 
Gestalt der Fliche @ abhingt; wir bestimmen die Konstanten 


o> a, “* %% a, 
derart, daB die Gleichungen stattfinden: 
(41) [Gar =0, 
(42) [war= fv de =/w dr =0, 


fiir jedes der kleinen Teilgebiete t,; es sind dies in der Tat p oder weniger 
lineare und homogene Gleichungen fiir die p + 1 Konstanten: 


Go» Hyp **%y Gey 


welche noch der Bedingung: 
(43) we+ai+---+a—1 
zu geniigen haben; ihre Bestimmung ist also stets méglich. 
Nach den Voraussetzungen und nach den Hilfssiitzen 2 und 6 geniigen 
die ersten Ableitungen von w’, v’, w’ in r derartigen Stetigkeitsbedingungen, 


daB fiir irgend zwei Punkte (z,,y,,2,) und (a, y,,2,) von t im Ab- 
stande 1,,: 


| O (ay, Ye, 4) — O (4, 4%, 4)| 
| W(X, Yo, 2g) — W'(2,, 5 2) | 
|B (2g, Ye, 42) — O'(%,, ¥, %) | 
‘W(X, Ye, %) — W(X, 1, %) | 


(44) = (c, M +e, B)re 


2? 


wo ¢, und ¢, zwei endliche, positive Konstanten vorstellen, welche lediglich 
von der Gestalt der Fliche und von @ abhiingen, und wo wir mit M 
eine obere Grenze der absoluten Werte von 


6, u, v, w 


bezeichnen. Mit Riicksicht auf (41) und (42) ist fiir jeden Punkt (E, », £) 
des Gebietes r,: 


1 ; : . 
WE n= [E49 — Cw m2) ae, 
(45) : 


w'(&, 4, $)= | {w'(&, ", §)— u(x, y, 2)}dt,---, 
% 
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folglich nach (40) und (44): 





| 6" 
jue a a \o 
46 »pau(eM+e,B) (=), 
(48) io] | = M+ 4B) (F-) 
. Ww’ 
somit: 
41) {Ott tty? pw) drZ(OI+ GB) y,, 
t Pp 


wo wieder C, und C, zwei endliche, positive Konstanten sind, welche 
lediglich von der Fliche und von @ abhingen. Nun ist, da 0, u, v, w 
in dem Innengebiete t von @ harmonische Funktionen sind, welche nach 
(32) einer Hélderschen Bedingung geniigen*): 


, 


(48) Hz — V [ (+ u? + v?+w*) dr + Bo®, 
VeV = 


wo ¢ einen endlichen Zahlenfaktor vorstellt und man unter @ irgend eine, 
im tibrigen beliebig kleine Linge verstehen kann. Setzt man dies in (47) 
ein, so ergibt sich eine Beziehung von der Form: 


(49) St 2 4+u2%+v2+ w2%}dre ef { + u*?+v°+ w?} dr + « B, 


wo man die GréBen « und ¢’ dadurch, dab man zuniichst @ geniigend klein 
und dann p geniigend groB macht, unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad 
herabdriicken kann. 

Hilfssatz 9. Es seien u, v, w drei Potentialfunktionen des Gebietes r; 
wir setzen die Stetigkeit der ersten Ableitungen dieser Funktionen derart 


*) Sei in der Tat (&,7,£) irgend ein Punkt der Oberfliche; wir konstruieren in 
demselben die innere Normale und auf derselben in einem geniigend kleinen Abstande @ 
den Punkt 0 so, daB die um 0 als Zentrum mit dem Radius g geschlossene Kugel 
ganz in dem Gebiete r liegt, denn ist fiir jede Potentialfunktion q von tr 


* 69 (0) = foae (das Integral iiber die Kugel vom Radius e zu erstrecken), 


und wenn allgemein fiir irgend zwei Punkte (7,, y,,2,) und (a,,¥,,%,) von t im Ab- 
stand r,, 


iv — 9, |S Br®,, 
|v m0 SBe® + 0 fod 
9 (6,7, $) | <Be + pao! pdt. 


Hieraus folgt leicht die obige Ungleichheitsbedingung. (Man vgl. analoge Betrach- 
tungen, Miinch. Ber. 36, 8. 375—376, 1906; Krakauer Anz. 1907, S. 847). 











510 A. Korn. 


voraus, daB fiir irgend zwei Punkte (z,,y,,2,) umd (2, y,,%,) des Ge- 
bietes t im Abstande r,,: 


O(a, Yx, 2) — (2, Yi» %) 
| W(ay, Yay 4g) — U(a,, %, %)| 
D( 4, Ye, £y) nai v(z,, Y> 4,)| 
| W(2y, Ya, 2) — W(x, Y,, 2)| 


(50) < Bris, 


wo B eine endliche Konstante und @ einen echten Bruch vorstellt; wir 
definieren die drei Potentialfunktionen wu’, v’', w’ des Gebietes rt durch die 
Randwerte 








, foe. 5 2 £. ae 
Wout it 2 f r axcz J” ¢? 
t t 
, 1 é dt 1 é dt 
(51) gm ot 2 fut 23 fo, an @; 
¢ ¢ 
, Ga * = dt 
wWa-wt eZ fvoe-z a fu r? 
tT T 


dann ist fiir irgend zwei Punkte (,, y,, 2,) und (2,, y,, 2.) des Gebietes r 


im Abstande r,,: 

| O(a, Ye, 22) — O(a,, 4, 41) 
W'(a,, Yay #2) — W (2, %, %)| 
D'(23, Ye» #2) — (21,9, %) | 


(52) 


| w' (xy, Ye, 2.) — W'(2,, ¥,, 4,)| 





14+ 
| +a 


wo ¢ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der Gestalt 
der Fliche  abhingt und von dem echten Bruche @, « eine positive 
Zahl, welche man beliebig klein wihlen kann. — 

Zum Beweise bemerken wir, daB nach (51) 


u+u, v+v, wtw 
die Potentialfunktionen des Gebietes r sind, welche an @ die Randwerte: 
é fv dt a oe ‘ dt 


1 
2x dy, r 2x Oz, —e 
Tv t 


besitzen, und es ist 
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w + wad fw+n Fe da + x, 


(53) tom, | (o' +0) "0" do + X,,) ing, 








w+w= £ fw +w) cre da + X;, 


wobei nach den Hilfssiitzen 5, 4, 2 die ersten Ableitungen 
D,X,, D,X,, DX; 
der Funktionen X,, X,, X, in t derartig stetig sind, daB fiir irgend zwei 
Punkte («,, y,,%,) und (2, Y%, 2.) von t im Abstande r,,: 
(54) | D, Xj(%25 Ye, 4) — D, X,(%, %, %)| < + CMrij, (j=1,2,3), 


wo TT einen beliebigen echten Bruch darstellt, C eine endliche Konstante, 
welche lediglich von der Gestalt der Fliche und von der Wahl des 
echten Bruches TT abhiingt. Andererseits ist im ganzen AuBenraume von a: 


1 a dt 1 0 dt a 1 r . cos (rv) 
s o 


t 


1 @ it 1 0 ut 1 , cos (rv) ” 
(55) Jona: J)" 3 tf fo r --i fo + 2) - doa + ¥,, 


T wo 


: 8 dt 1 @ dt 1 P , cos (rv) » 
anda ote fut ad fe +w) doa + Y;, 
tT w 


Tt 





wobei wiederum in irgend einem ganz im Endlichen gelegenen, keinen 
Punkt von t in seinem Inneren enthaltenden Gebiete die ersten Ab- 
leitungen 


D,Y,, DX, D,Y¥s 


der Funktionen Y,, ¥,, Y, derart stetig sind, daB fiir irgend zwei Punkte 
(44, Y;, 2) und (a, ¥y, 2) des Gebietes tr im Abstande r,,: 


(56) | D, ¥,(%, 9%) — Di Yi(%1,%, 4) Sy CMr#, (j= 1,2,3) 


wobei wir den GréBen C und TT dieselben Werte beilegen kénnen, wie in (54). 
Da*) 


0 ’ cos (rv) é e cos (rv) 
z fw +u) do - Z fw -+u) ~~ da ? 
ow w 


*) Vgl. A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie I, 8. 394 (Ferd. Diimmlers Verlag, 
Berlin 1899). 
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so ergibt sich aus (54) und (55): 


a(w’ + w) * e J”t 
on a oye a ae on 
- a(v' + v) 1 
(57) on --x| safe’ | |Oxon, 





dr 
road? S| +4, 
* dt | P 
fw r le} + Z,, 
O(w'+w) _ *, ar | 
on ~ 2a llazea, °F a vin) © jt 


wenn wir unter Z,, Z,, Z, drei Funktionen der Stelle der Oberfliiche @ 
verstehen, von solcher Stetigkeit, daB fiir irgend zwei Punkte (z,, y,, 2,) 
und (25, ¥,, 4%) der Fliiche » im Abstande r,,: 


(58) |Z; (2s, %25 2) — Z,(21, 4%, 4%) < CMri} (j = 1, 2,3). 
Da an der Oberfliche ao: 


‘ 1fa@ fide a a 
wu slay J Oe £ fvo%|-o,.-, 
t 


P p * do 
W+u—y,\4aut af un, 





iyon 


folgt: 


a dt * dt! \ 
(59); = {2 (wo+w' )-= s.( jzda, aq ates iyim, fu = »} cos (ny) 


Tt 





e dt t | 
-~\2, @+¥)—s =\ moe ri ain) ™% ) feos (nz), =. 


Tt 


oder mit Riicksicht auf (57): 
, 1 a dt a dr ; 
t= — 35 \ 5200.) o> oye ft Thee” (ny) 
T T 


1 o? dt a * dt 
(60) T iz ron J _ oe “we (nz) 


tT Tt 


’ 1 @ do “ 
put 2 fa, r + Sy°" 


ow 


wo =,,=,, =, drei Funktionen der Stelle der Flache  darstellen, deren 
Stetigkeit der Bedingung geniigt: 





(61) |=,(a, Ys, 22) — =,(%,, Ys 2) | < 2CMr}i (j= 1, 2,3), 


fiir irgend zwei Punkte (2,,y,,2,) und (2, y,, 2) der Fliche @ im Ab- 
stande 1,,. 
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Wir kénnen (60) auch so schreiben: 


a? dt | oe , Als f do 
wuts. fet) +34 2x Ox, a |, 


T w 


1{| 9a * dt! oe dt 
(62) — Hac J WF sq 08 (2) + sof F [e400 9) 
‘ t T 








oder unter Beniitzung der Hilfssiitze Ta und 7b: 


u’ = H,, 
(63) | v'=H,, 
w' = H,, 


wo H,, H,, H, drei Funktionen der Stelle der Fliche  darstellen, deren 
Stetigkeit der Bedingung geniigt: 


(64) H,(22, Ys) 22) — Hy 71) 1,4) < (€ B+— ~ M) 72, 


fiir irgend zwei Punkte (%,,y,,2,) und (25, ¥,, 2.) der Fliche m im Ab- 
stande r,., wo b eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von 
der Gestalt der Fliiche @ und yon @& abhiingt, « irgend eine positive Zahl, 
die im iibrigen beliebig klein gewahlt werden kann. 

Um die ansloge Stetigkeitsbedingung fiir 0’ abzuleiten, schreiben wir 
die Gleichungen (51) in der Form: 


u=ut a. 2: fo & +9, 


I 


, 1 @ q 
(65) Cm ot as iy J Oy tXtano, 











wo ©, X, ¥ drei Potentialfunktionen des Gebietes  vorstellen, die der 
Gleichung: 


(66) eo +4 Ko 


6x 


geniigen. In der Tat, bezeichnen wir mit ©, X, Y die drei Potentialfunk- 
tionen des Gebietes r mit den Randwerten: 


dt é dx 1 @ f dt 
o-— 2-2 Bf? OF tas iy, Wy ~ ands. D>,°* ana, 


Mathematische Annalen. LXXV. 33 
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so ist in dem ganzen Gebiete r: 


1 @ dt 
On — 26-5 OF taste)” To £ fo%,.., 
und es folgt die Gleichung (66). Es sind also 
w—u—®, vo—v—X, w—w-Y¥ 
Potentialfanktionen des Gebietes tr, welche an @ die Randwerte: 


1 0 {dt 
te fot. 


Tv 


besitzen, und es ist entsprechend der Untersuchung (53)—(57): 








aw 1 @ [jdt 
an \“ t= Hee zeta J r at 4» 
é , . 1 dt, 
(67) ia? —9°- XD —-—s avon J FL 
e ’ =! 1 o dt 
(eo —o--F) o— -— oe “3h, Z,; 


t 


worin wir unter Z,, Z,, Z, drei Funktionen der Stelle der Fliche o ver- 
stehen, deren Stetigkeit der Bedingung geniigt: 


(68) Z,(22, Ye» 2) — Z,(2, 4, 2,)| < CMril; (j= 1, 2, 3), 


fir irgend zwei Punkte (2,,y,,2,) und (2, y,,2,) der Fliche m im Ab- 
stande r,,, wo TT einen beliebigen echten Bruch vorstellt, und C eine 
endliche, positive Zahl, welche lediglich von der Gestalt der Fliche @ und 
von der Wahl des echten Bruches TT abhiingt. 
Da an der Oberfliche a: 
i- 9 Ga £ fot —o,.. 


2x 02x r 
t 


so ist: 


—0+20= {Zw —u—) — ee Jer _} cos (nz) 


= Oxon r | 





+{2@ —v—X)— mney || cos (ny) 


{2 dt! 
+15n ( (w’—w— W¥)-- 3x | Dede ee || cos (ne), 
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oder mit Riicksicht auf (67): 


(69) # =— 6— ss oo 0 < ip Z, cos (nz) + Z, cos (ny) + Z, cos (nz), 


also unter Beniitzung des Hilfssatzes 7a: 
(70) ==, 
wo = eine Funktion der Stelle der Fliche  vorstellt, deren Stetigkeit 
der Bedingung geniigt: 
- , = 1=s (ev b 
(71) |=(23, Yas #2) — = (215915 41)| = (¢ B+. Mm) 19) 


fiir irgend zwei Punkte (2,, y,,2,) und (2, y,,2,) der Fliche m im Ab- 
stande 7,,, wo 6 eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von 
der Gestalt der Fliche » und von @ abhingt, «’ irgend eine positive Zahl, 
die im iibrigen beliebig klein gewahlt werden darf. 

Bedenkt man noch, daB nach (48): 


(72) M= — V { (+ u? + y+ w?) dr + Bo® 
e t 


wo c einen endlichen Zahlenfaktor, @ irgend eine, im iibrigen beliebig 
kleine Liinge vorstellt, so kann man die Formeln (63), (64); (70), (71) 
auch so schreiben: 
| 9 (as, Ye, #2) — O(a, %, %)| 
(73) | W'(ae, Yes #2) — W(2y, 1» %)| 
| D'(W2y Yor %2) — O'(%,, %, 2) 
"(yy Yes 2) — W'(%,, 1, 4,)| 


— be’ y . ‘ail b j 
2FaV J (07+ u? + v? + w*) dr + B(, e? + e’), 


oder, indem man 
2 
(74) be = s2%@= 7 
setzt, auch so: 
| F (22, Ye, 22) — 9'(2,, yy, %)| 
(75) | W'(22, Yor #2) — W(t, yy, 4)| 
| O'(2e5 Yo, Ze) — V'(%,, 9, %)| 
| W' (2s, Yo, 2) — W'(a,, Y,, 2,)| 


2 —. V Jor u?+ vp? + w*) dr + eB, 
1+— > 
é oO 


33* 
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wo wieder ¢ eine endliche Konstante vorstellt, welche lediglich von der 
Gestalt der Fliche m und von ®& abhiingig ist, und « eine beliebig kleine, 
positive Zahl sein kann. Das ist die Behauptung. 

Hilfssatz 10. Es seien /,, /,, f, drei stetige Funktionen der Stelle 
der Fliche @, deren erste Ableitungen 


Df; D, fe, 
den Stetigkeitsbedingungen geniigen: 
(76) |D,fj(%2, Ye» 22) — Di f(x, 9, 2,)| < Ard; (j = 1, 2,3), 


fiir irgend zwei Punkte (z,,y,,2,) und (x, y,,2,) der Fliche @ im Ab- 
stande r,,, wo A eine endliche Konstante und @ einen echten Bruch vor- 
stelle; wir konstruieren sukzessive die Potentialfunktionen des Gebietes rt: 


Df 








Us, Vy, Wy; (j = 0,1, 2, ---), 
mit den Randwerten: 
(77a) M=—fh, w~=—h, “=f, 
1 @ dt 2 i dt 
t—— “j-1 435 dy. tS "Se ZI Vy > 9 
t t 
1 @ dt = dt ; 
(7b) 4 = — Y-1 Tay A fy. ° 2x fr, r?¢ (J=1,2,---), 
Tt tT 
mm! : 1 @ dx 1 2 dt 
W—— Wits da.) j-1 7 2a dy, Wii 
t tT 


an @, dann ist (j —1,2,---): 
(78) [(02+u2+02+102)de— [4,841 stig FD) sj. 10)_10,,,)de.— 


In der Tat, setzen wir (j= 1, 2,---): 


, 1 {2 dt @f[. ade 
(79) 6 Hy + Hs — 35 | dy. 315 ~ Fe. %-1 rr bes, 
. tT 
so ist: 
: : Ow, ev. , 
(80a) Ai, —2| _~ $-1),.. in T; 
(80b) i= v, =w,=0, an o; 
ferner, wenn wir: 
1 E da 
(81) Lj-1™ ae , 


w 


setzen: 
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(82a) t= 2,—%_, +2, 
(82b) 6, = 0, + 0,_,. 


Aus (80a) und (80b) ergibt sich: 


- (83) NG +--+ (SY 4-4 N+. bas 


= 2 f(ijuy_,+0,0,_, +10,,_,)dr, 
T 


und analog sowohl: 


0) flee ne Beet Be a 


Ox ox 


= 2 f (ijn, + 0,0, + w,w,) dr, 


als auch: 
» fie Oia) 4 nas 04, 08, Ot 41 Ow; - 7 dt 
Ox C2 Cx 802 
= 2 f(y sty + by4 81 + 4.1) de, 
J : 
somit: 


(i u, + 0,0, + Ib, rw,) de + f(t, yy +8, 4,0), +1, , 1, de, 
t 


und hieraus, mit Riicksicht darauf, daB 


f(y — : + dem fry. i1,,do ——f (CB . at. Jar 


i+a 
0%; 
== fra ,do = J(u (uy. a2 + +:-)dr, 
auch (unter Beriicksichtigung von (82)): 


(86) (uj +07 +w,*)dt =f (uy_sMy 41 +0,_,0;,, + W,_,W,,,)dt. 


Ou? (0%? 
*) Die Punkte bedeuten die Glieder (. ’}), (-. ’}; analog in der Folge. 
oy. ez 6 


. ’ Ot, Cty, Ou; Ot, \ 
**) Die Punkte bedeuten die Glieder 5 iy Os Os ; analog in der 


Folge. 
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Wir kénnen die Gleichungen (80a) und (80b) auch so schreiben: 
, 00;_, ; 

(87) At, = —2——, +++ int; 


(88) i,—0,=w,=0, an o, 
und wir erhalten mit Hilfe dieser Relationen: 


(89) f (se) +--+ (Ze) ++ (Ge) + Jar 2 f 90,2, 


und analog sowohl: 


(90) J pes = i: Bee Ss hee 


Ox Ou Ox C2 | 
t 


jvd 
als auch: 

Ot. Ou, COs 44 0%, ; Ow; sy dw, \ 
(91) St tet te tat’ +e tet '|* 


= 2) 6,,,0,_,dr, 
somit (unter Beriicksichtigung von (82b)): 
(92) fozde =f 0,_,0,,,dr. 


Durch Addition von (86) und (92) folgt die Behauptung. 


Il. Abschnitt. 
Die Lésung des gestellten Problemes. 
§ 1. 


Zur Lésung des Problemes (1’) bilden wir sukzessive die Potential- 
funktionen 


U,, V,, W; (j=0,1,2,---), 
des Gebietes tr mit den Randwerten: 
u =f, V = fe, Wy = fs: ) 
1 @ dt 1 2 dt 
wm wy .tt 2 fo 8-3 Dy 
t t 
P ; | 
(93) v,—=—0,_.+ 1 <2 a. dt 1 @ fw,_.' # an @, 
j 4 2a Oz, j-l ¢ 22 oz, I r 
z rt 
1 @ dr 12 f dt 
w,=— . = ao om a 
j Mate, £ fis randy) Y-1F 











t 
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und setzen: 


(u=uy+ Au, +A? +--+, 
(94) y= + Av, + Ao, +--+, 
w=) t+ Aw, + Pot; 
dann sind, wie durch unmittelbare Substitution folgt, diese Funktionen 


-u, v, w die Lésungen der gestellten Aufgabe, wenn wir die erforderlichen 
Konvergenzbeweise fiihren kénnen. 


Dies hat keine Schwierigkeit, solange |2| unterhalb einer gewissen 
Grenze liegt; um aber das Problem gleich ganz allgemein anzufassen, be- 
dienen wir uns des folgenden erprobten Kunstgriffes: Es seien 

Oy, Hyp, M 
p+ 1 reelle Konstanten, welche der Bedingung: 
(95) we +ai+---+az3=—1 
geniigen, und iiber welche wir uns noch weitere Bestimmungen vor- 
behalten; wir stellen uns, statt der Aufgabe (1’), die Aufgabe, drei Potential- 
funktionen w’, v', w’ des Gebietes r zu konstruieren, welche den Be- 


dingungen: 
, { ’ 1 @ * dt 1 @ ,dr\ 
Wawa" tae ay) + anaes” FI 
t t 
+ Gy Uy + aU, +-+++ au, 
, , 1 , 1 0 ,a 
v=1)—e' t+, 4 “a 55 w' 
(96) 22 026 r Ss 08, r an @ 


+ MqVy + 0, +--+ + a,0,, 
—_ 5 ae ,dt SF. dt\ 
wm di—O +s cn) * + inde "FI 
Tt 


Tt 








+ Wy Wy + OW, +--+ &,W, 


geniigen. Wir bilden sukzessive die Potentialfunktionen: 


, 


u,, v;, w; (j = 0,1, 2.--+), 
des Gebietes t mit den Randwerten: 


(97) ty’ = ot +@,u, +--+ +a,u,,°*, 


, , 12a f dt 1 @6 dt , Jan 
(98) uj =—U1t+ _ & fms > ee 2 fo, yo (j=1,2,---), an @, 
und setzen 
w= uy + du,’ + Vu’ +--+, 
(99) vo =v +Ar,' + dr) +--, 
lw = Wy + Aw, + Bw +--+; 
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ich behaupte, wir kénnen dann bei geniigend groBem p stets die p + 1 
Konstanten so wihlen, daB die Funktionen (99) die Lésungen des Problems 
(96) darstellen, daB diese Reihen also auch alle erforderlichen Konvergenz- 
eigenschaften haben. 

Nach dem Beweise der Hilfssiitze 8, 9,10 macht der Beweis dieser 
Behauptung keine wesentliche Schwierigkeit mehr, er ist Schritt fiir 
Schritt derselbe, wie ich ihn fiir ein sehr allgemeines, eindimensionales 
Problem in meinem Buche ,,Uber freie und erzwungene Schwingungen“*) 
Seite 43—48 und fiir das hier in Frage stehende Problem bei ein klein 
wenig spezielleren Voraussetzungen tiber /,, f,, f, in meiner Abhandlung 
»Allgemeine Liésung des biharmonischen Problemes im Raume“**) sehr 
ausfiihrlich angegeben habe. Es ergibt sich bei geeigneter Wahl vou 


Wg, Wy, -**) Wy: 
6;| => OL, 
(100) | yoili , ; | (j = 0, 1, 2,---), 
| |u| SCL, -- 
0, (Xe, Ye, Ze) — 9, (4,, 9, %,)| = Lr? 
(101) (| 5 "29 Yor &s rat 19 Mir 41) | — CoLy 12? | (j=0,1,2,---) 


| |uy (22, Ys, 22) — u, (x, 1, #,)| <= Cy Lars» = | 
fiir irgend zwei Punkte (z,, y,,2,) und (a, y,, 4) des Gebietes t im Ab- 
stande r,,, wo C, eine endliche Konstante vorstellt, L, eine positive Zahl, 
welche durch VergréBerung von p unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad 
herabgedriickt werden kann. 

Die Reihen 
(= 0, +26, + 176, +---, 
\u’ = uy’ + Au,’ + 42u,’+--.,-- 
sind somit bei geeigneter Wahl der 


(102) 


Go, Gy," 'y a, 


in dem ganzen Gebiete t gleichmaBig konvergent, und die Stetigkeit der 
durch sie dargestellten Funktionen geniigt Hélderschen Bedingungen. Fiir 
die Reihen (99) ergeben sich daraus nicht ohne weiteres die notwendigen 
Konvergenzeigenschaften, es ist nach (98) nur 


(103) [ lutujs| [Ole ’,-- | 


y Mis es (j= 1,2,---), 
|| Diu + Dies <= OL, 5 ees os | , _— 


*) Leipzig, B. G. Teubner, 1910. 
3 
**) Krakauer Anz. 1907, S. 853—862; in dieser Abhandlung ist - durch 1+ = 


zu ersetzen, und S. 856 Zeile 6 von unten e(2)//s—«) statt 2//e—e zu schreiben. 

















Grundproblem der Elastizitatstheorie. 521 


wo A eine endliche Konstante vorstellt; daraus ersehen wir aber jeden- 
falls, daB wir in dieser Weise die Lisung des Problems erreichen kénnen, 
drei Potentialfunktionen u,”, v;", w;’ des Gebietes t zu konstruieren, welche 
den Bedingungen: 


100 u" =] (— u’+ =< and 1" < - = ii, py” ay 
+ Botty + Bye, +o-- + Bog itpyis *: an @ 

geniigen, wenn wir 

(105) Bo =e, By = y+ oy, By = Oy + %,-*»Bp= a, _ sey, By =e, 

setzen, in der Form: 

(106) U” = Uy + uy” + Alu,’ + Ug’) + A? (uy + uy’) +--+, +. 

Nunmehr folgt in bekannter Weise als Lésung des urspriinglichen Problems( 1’): 


“ P 
(107) w= p> 
u” B, B:ce: B, Boss 
Uy +u —A 0 --.-. 0 QO 
(108) Pm) iu,’ + ty’ 1 tt ae! Fe 
ty + ties. 0 O - +. L—A 





D = (—1)?** (Bydet! + BaP +--+ + BA + By}, 
falls nicht 2 gerade eine Wurzel der Gleichung 
(109) D=0 
ist. 
§ 2. 
Nach diesem Hauptresultat fiihren uns Schritt fiir Schritt die naim- 


lichen SchluBweisen, wie bei anderen analogen Untersuchungen*), zu dem 
Xesultate, daB, wenn wir zunachst den singularen Fall 


4=-1 
ausschlieBen, die Wurzeln 4, der Gleichung 
D=0, 


*) Man vgl. z. B. ,,Freie und erzwungene Schwingungen* 8. 21. An die Stelle 
1 
der dort betrachteten Integrale | Pj dz tritt hier { {2 + U2 + V2 + We} dr; wenn 
0 z 


wir den Fall 4 = — 1 ausschliefSen, folgt stets aus dem Verschwinden dieses Integrales 
das identische Verschwinden von U,, V,, W,. 
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denen Pole der Lésungen u, v, w entsprechen, stets nur einfache Pole der 
Lisungen sein kénnen; ist A, wirklich ein Pol der Lésungen, so gehen 
fiir lim 2 = 4, 

u(A—d,), v(A—i,), w(4—4,) 
in ein Tripel von Potentialfunktionen U,, V,, W, tiber, welche den Be- 
dingungen: 





= { 7, dt cw f dt\ 
U,=4, |- ss ay B,5 ~~ ox Oz. il 
: ” - 1 @a dt 1 @ dr|\ 
110) ae fut 2a Ox, Be an @ 
: Dee ae ~ Ss dt 
wna (-men is fet-eef u, “I, 





geniigen, wobei U,,V,, W, nicht gleichzeitig identisch Null sein kénnen. 
Ich habe friiher soleche Funktionentripel, unter Hinzunahme der Be- 
dingungen: 


(111) U, cos (nx) + B, cos (ny) + BW, cos (nz) = 0, an a, 


(112) J { U, cos (vx) + V, cos (vy) + W, cos (vz)} do = 0, 


tT 


(113) Ji @2 + UF + B+ We) dr +0 


als biharmonische Funktionentripel*) des Gebietes t bezeichnet; wir werden 
sogleich sehen, welche Funktionentripel man zu den biharmonischen Funk- 
tionentripeln hinzunehmen mu, um alle Funktionentripel zu erschépfen, 
welche den Bedingungen (110) geniigen. 

Es folgt aus (110) an der Fliche @, wenn wir, entsprechend einer 
bereits beniitzten Bezeichnung, 


U,,, = Ul, cos (nx) + B, cos (ny) + B, cos (nz) 


setzen: 
~ da 
u, ~-4(U. te of.) 
oder: 
. <2. aie 
(114) u,.—3- 1—i, cfu, 2. 


*) Krakauer Anz. 1907, S. 838, 863. Daselbst setzte ich das Integral (113) = 1, 


was erst fir die Reihenentwicklungen nach den biharmonischen Tripeln in Betracht 
kommt. 
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Existieren also Funktionentripel, welche den Bedingungen (110) geniigen, 
und fiir welche 

U,,, = 0, 
so muB 


» — 1 da 
(115a) w, = const. é fa. — 


eine Poincarésche Fundamentalfunktion*) des Gebietes t sein, welche an 
der Fliche @ die Relation 


|v, | _ |v. 


22 0 
- ~# | == const. Y= "| 7% 
On a On ¢ zn 


1—i, On ji? 


oder 


(115b) [SM — 2% a, {/2%| 4 Shel Lela cton, 


On a on ji *\! On a on |i ~ 


erfillt. Wir kénnen hieraus folgern, daB die Funktionentripel: 


— > «& { 2 Ow, dt @ [dv, dr! 
(116) u, = &{% f% r -2/% e\ 9 


Tv Tt 


in denen die c, Konstanten sind, und fiir welche 


iain iti, dv, 

(116’) u,—c, .— te 

wird, den Gleichungen (110) geniigen, wenn die y, Poincarésche Funda- 
mentalfunktionen des Gebietes r sind. Wir kénnen nun auch von den 
gegebenen Funktionen /,, f,, f,; drei Funktionen /,’, f,’, f, so abtrennen, 
daB, wenn wir unter w eine geeignet gewiihlte Potentialfunktion des Ge- 
bietes t verstehen und 

(117) Uw 2} 8 oy ae _ 2 [ou al 5 


4a Oy.) Oz r oz.) cy yr |’ 
Tt Tv 


setzen, U’, V’, W’ die Liésungen des Problemes 


2a Cz 


sind, und daB 
(119) (2 (h-f)— 4 (h-f)}008(n2) + | 2(h-f.)— A(fh—fe) } €08 (my) 


8 se . 2 . 
loa (fae \— 5 (Afi) | 008 (ne) = 0. 





*) A. Korn, Abhandlungen zur Potentialtheorie 5, 8.50. (Ferd. Diimmlers Verlag, 
Berlin 1901). 


‘ 
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Zur Bestimmung von w ergibt sich in der Tat aus (119): 


wi+a)—2a fms 2% fu, se} 


of, oh of, Ofs Cf, of, . 
-(Gy- Pye ) cos (mar) + (i — 52) 08 (my) + (G2 —3) cos (nz), 
oder, wenn wir 
(120) oon _ » — a 
setzen, sodaB 7 
_— Ox 
U= 5 
wird: 
' on 24 @ (ez do 
(121) (1—4) Qn 22 6n,J dv 


w 


= (5 ~ 8) tne) + (EL — 8) oon) + (GE — 28) me 


cy 


oder, wenn wir schlieBlich 


1 dz do aie - , do 
(122) om faz: =i fu 


4n.J ov r 


einfiihren: 
Si ao, 29, (@>, 8%, 
(123) onan — a On + én | 
a (52 _ oe cos (nx) + ($f _ ch) cos (ny) + (4 — 3) cos ("2), 


eine Aufgabe, die in der bekannten Weise zu lésen ist, in welcher man 
zu der Lésung der ersten und zweiten Randwertaufgabe der Potential- 
theorie gelangt.*) 
Wir kénnen also unsere urspriingliche Aufgabe auch so formulieren: 
Wir suchen drei Potentialfunktionen 
u—U', v—V'’, w—W' 


des Gebietes r, welche den Bedingungen: 
, 7 2 ¢ : WR’ d 
(124) u—U'= i|—(u-U ) te Xf wo—B) = — saef e815 | 


+f,—f,-: an @ 
geniigen, dann ist die Lisung des Problemes (1’): 


ox @ few Ow dt 
(125) — —U+BG ST = ~tedafts a 


*) Vgl. A. Korn, Abhandlungen zur Potentialtheorie 5. (Ferd. Diimmlers Verlag, 
Berlin 1901). 
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Wir haben dadurch den Vorteil gewonnen, daB die Funktionen 
£ hi-fy, h—fr; fs —fs 
die Relation 
C(fs— fs’ a(f. — f,’) \ Ot, — fr’ af, — fs) , 
(126) ne fa) _ fe fs cos (nz) + [ aA) i f cos (ny) 


0A—f) Of-—-f,)) 
+{ eee oy 


ae j cos (nz) =0 


erfiillen; es kann die Lésung eines solchen Problemes (124) auch nur zu 
Funktionentripeln U,, V,, W, fiihren, welche den Bedingungen (110) ge- 
niigen, und fiir welche 
(127) UL, cos (nx) + B, cos (ny) + W, cos (nz) = 0, ano 
ist. 

Setzen wir fiir soleche Funktionentripel 








‘ . . 1 24, @ fen dt 0 { dr|\ 
(128) WU. Batlle JB e-& Ber po 
t Tt 
dann ist: 
(129) u,=%,=—w0,=0 an a, 
ferner: 
6,=9,, 
(130) «it 
u,= 1+i, U,,-°*, 
, 24, 20, 24, 26, 24, {aw,  68,) 
Au, = —— = - —— = x —— mh)’ 
*~V4+4, O2 ~ 144, Oe ~ 1—2,| dy z | 


1—i4 o 
([(it+ i+ wy de =— rag | bar, 


p 1--2 
(fe +9248) de — 1 fotar, 


also 

(131) J (1+ 4x) 02 + (1—2,) (UE + BE + BW} de = 0. 
Hieraus folgt: 

(132) ja, 51. 

Der Fall 











526 A. Korn. 
ist leicht zu erledigen. Fiir 4, = + 1 wiirde 
[O2dr =0, 
; 6, =0, 
u, = 8, = B, =0 
folgen; die 1, + 1 entsprechenden Tripel miiBten also von der Form sein: 
® 
°° os ys 
wo ® eine Potentialfunktion des Gebietes wire; es folgte dann aber auch 


an der Fliche @ 


U, = V, = W,=9, 
somit 


U,—V,—W,=0 
in dem ganzen Gebiete; der Fall 
eo 
kann also nicht in Betracht kommen. 


g 3. 


4=-1 
einer ganz besonderen Behandlung. Fiir denselben ergibt sich aus den 
Gleichungen (110): 


/(U,? + B+ W,3) de = 0, 
U, = 8, = B, =0, in t, 


0, = const. in rt; 


Dagegen bedarf der Fall 


die 4, — 1 entsprechenden Tripel miissen von der Form sein: 


‘ dt 
(133) U— eX f+. a 


wo ® eine Potentialfunktion des Gebietes und ¢ eine Konstante vorstellt. 
Alle tibrigen Funktionentripel, welche den Bedingungen (110) entsprechen, 
erfiillen die Bedingung: 

(134) \a,|>1, (x= 1,2, +++), 
Wir kénnen nun wieder, indem wir geeignete Funktionen*) /,°, f,°, /,° 
von /,, f2, f, abtrennen, erreichen, dab die Lésung der Aufgabe: 


*) Von solcher Beschaffenheit, daB die Lisung der Aufgabe: 


04 
wma [— we + +3 ay Js z 5a) wl +A: ano 


t 


sofort angebbar ist. 
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1 d 1 d 
(86) wm a{—ut aay fms in “his” vel i A—fe-- ane 


nicht zu Tripeln U,, V,, W, fiihren kann, daB die Lésungen des Problemes 
(135) den Pol 4 = — 1 nicht besitzen. 


In der Tat, erfiillen f,, f,, f, die Bedingung: 


(136) (5% _ Ch) cos (mz) + (4 — <hr) cos (ny) 
+ (2 _ of) cos (nz) = 0, an a, 


auf diesen Fall kénnen wir nach der Untersuchung des § 2 den allgemeinen 
Fall stets reduzieren, dann kénnen wir stets eine mit ihren ersten Ab- 
leitungen in t stetige Funktion g konstruieren, mit zweiten Ableitungen, 
deren Stetigkeit Hélderschen Bedingungen geniigt, und von solcher Art, dab 
(137) A=, ho 5 f= 52, an @; 
ja, wir kénnen dieser Funktion noch die Bedingung: 
(138) AAg=0, int 
auferlegen. Wir kommen auf diese Aufgabe (das biharmonische Problem) 
noch im folgenden Abschnitte zuriick; hier wollen wir aber bereits die 
Existenz einer solchen Funktion » unter der Bedingung (136) beweisen. 
In der Tat kénnen wir, da, wie wir gesehen haben, 4= +1 kein Pol 
der Lésungen des Problemes (1’) ist, die Lésung fiir 4+ 1 konstruieren, 
drei Potentialfunktionen des Gebietes rt 

U, V, W, 
mit ersten Ableitungen, deren Stetigkeit Hélderschen Bedingungen geniigt, 
und welche die Gleichungen erfiillen: 


4 P 1 @ dt s 2 dt 
(139) su=2 2 fat_s 2 fet +f,,-°, ao. 


Setzt man: 


(140) p-20-2 {2 (w* —2 fa%l,.., 
so folgt: : 

(141) U=8=B=0,imrt 

(142) U=f,, V=h, W=fy, ao. 


Die U, V, W sind also Ableitungen einer Funktion (2, y, 2) 
(x, ¥,2) 


(143) (a, y, 2) = const. + J Ucos (ox) + Vcos (ey) + W cos (az)} de 











528 A. Korn. 


nach x, y, 2, wobei das Integral rechts von irgend einem bestimmten 
Anfangspunkt 0 an iiber irgend eine stetig gekriimmte Kurve 6 zu er- 
strecken ist, welche von 0 bis zum Punkte (z,y,2) ganz in dem Ge- 
biete r verlaiuft. Da nach (140): 


6=0 
und 
Ad = 0, 
so ergibt sich noch: 
AAg=0. 
Sei nun @ die Potentialfunktion des Gebietes tr, welche an @ die Randwerte: 
(144) v=@ 
besitzt, und 
- 1 0g 
(145) c=} fi °F do; 
wir setzen 
_ 0 ec ‘dt : 1 ‘a(9—¥) do 
ass) ft=Z{-¢ [H+e-2 [Sr Sh... 


dann behaupte ich, kann das Problem (135) nicht fiir seine Lésungen 
den Pol 


1=-1 
haben. 


In der Tat erfiillen die Potentialfunktionen u,,v,,w,, welche an @ 
die Werte: 


(147) m= fh’ ~=—h—-h’ “=-f—h° 
haben, die Bedingung: 
(148) J (uy cos (vz) + v, cos (vy) + wy, cos (vz))\da = — {6 dr =0Q, 


und es ist:*) 
; 1 -—-) 2 = 1 
(149) = ate JOT t ety JOS r — asin 


*) Denn es ist an der Oberfliiche a: 


-2{s "dt -O(g—¥) dw\ _t(e—¥)_@@-¥ 
are are, Ox r ox -”—té“‘iét TS Nein be 


somit im ganzen Gebiete rt: 





Ojfe fde, 1 (é(g— Sf | 6 f,, «& 
Mo Foléeg! +? isd Gv nt ra) ® —«* +7. Oye J a ry 
me ey dt “Eee ¥) do 
4x0 "ee tt r’ 


Tt 
woraus unmittelbar (149) folgt. 
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Aus den Definitionsgleichungen der Potentialfunktionen u,,v,,w, (j—1, 2,---): 


0 dt 1 0 dt 
yrs. tag iy J Fae of =e 
4 


ergibt sich sukzessive, unter Benutzung von (148), (149): 


, (150) Se cos(v Zz) + v,cos (wy)+w,cos(v2))do—— { 0,dr—0, 


e (j=1,2,---); 
1 @ dt 1 2a dt 1 @ dt 
(151) w-—7 i fo, teh S fot £ fo, id 


somit kann das Problem (135) auch nur 2u singuliéren Tripeln U,, V,, W, 
fiihren, fiir welche ebenfalls: 


(152) SC U,, cos (v x) + V, cos (vy) + W,, cos (vz)) da = — fe, dr =0, 


dt 4 1 dt 
(153) U, = ~ ax TN V andy i JB r 4x vi J®. rT’: 


Wiirde jetzt das Problem zu singuliiren Tripeln U,, V,, W, fahren, so 
wiirde nach (133) zuniichst aus 


S(O cos (vz) + V, cos (vy) + W, cos (vz))da = — [2 dr =0 
das Verschwinden von c¢ folgen, ferner aus 


1 @ dt 1 @ 1 @ dt 
~--LA fae im By. 8, - JO > 
tT t 


das identische Verschwinden von U,, V,, W,. 
Das reduzierte Problem (135) kann somit keinen Pol 
A=—1 


fiir seine Liésungen haben, andererseits kann man sofort die Lésung 


rae “ 1 (a@—y) do\ 
(154) wet Zl-< ta, 7te- J av or)?” 


4a, r 
om 


des Problemes: 


55) w®mal(—e@ +t 2 fot _i 2 pas) = 
(155) wu =41(—w +2 dy re — = as. v —)+f",:* an @ 
t t 


angeben; wir erkennen so, daB der besondere Fall 
4=-1 
Mathematische Annalen. LXXV. 34 
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auch in dem allgemeinen Problem (1’) keine Schwierigkeiten macht; die 
Lésung des allgemeinen.Problemes kann fiir 4 = — 1 auch nur einen ein- 
fachen Pol haben, und wir kénnen durch Abspaltung geeigneter Funk- 
tionen von f,, fy, f; das allgemeine Problem (1’) auf ein Problem redu- 
zieren, dessen Lésung nur Pole 1, mit absolut gréBeren Werten als eins 
besitzt. 

Beziiglich der den Gleichungen (110) geniigenden singuliren Funk- 
tionentripel kénnen wir folgendes aussagen: 

Dieselben sind entweder biharmonische Funktionentripel, welche auBer 
den Gleichungen (110) noch den Bedingungen (111), (112), (113) unter- 
worfen werden kénnen, mit charakteristischen Konstanten 


|4,,>41, 


oder Funktionen von der Form: 


c, e eo”, dt 7 Ov, dt 
(156) U.- Ze I 5 al, 
T 


x Gz r 02) dy 
T 


wo die c, von Null verschiedene Konstanten, die y, Poincarésche Funda- 
mentalfunktionen des Gebietes t sind, mit charakteristischen Konstanten 


4,|>1; 
oder schlieBlich, es ist bei der charakteristischen Konstanten 
4~=—1: 
é d oo 
(157) Uy =e =~ —+35) o% 


T 


-_ 


wo ¢ eine beliebige Konstante, ® eine beliebige Potentialfunktion des 
Gebietes + ist. 

Durch diese allgemeine Untersuchung der singuléren Funktionen- 
tripel U,, V,, W, sind wir nun in den Stand gesetzt, — nach bekannten 
Paradigmen — die allgemeinen Resultate auszusprechen, welche in dem 
folgenden Abschnitte kurz zusammengestellt sind. 
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Ill. Abschnitt. 


Zusammenstellung der Resultate, welche sich aus den vorstehenden 

Untersuchungen fiir die Lésang des Grundproblemes der Elastizi- 

titstheorie, fiir die Lésung der ersten Randwertaufgabe der Elasti- 

- zititstheorie, des biharmonischen Problemes und der ersten Rand- 

wertaufgabe der Theorie der stationiren Strémungen mit Reibung 
begabter Fliissigkeiten ergeben. 


§ 1. 


Uber die Lésung des Grundproblemes der Elastizitaitstheorie. 


Aufgabe. Man sucht drei Potentialfunktionen u,v, w des Gebietes r, 
welche die Bedingungen: 


1 @ fide _ 1 @ [, ae 
(158) wma(-ut i % fw%_-2Z o*)+f,,-- an 
erfillen. 
A ist eine gegebene Zahl, f,, f,, fs drei gegebene, mit ihren ersten 
Ableitungen stetige Funktionen der Stelle der Fliche o; die Stetigkeit 
der ersten Ableitungen geniige Hélderschen Bedingungen. 


Man kann stets die Lésungen konstruieren, falls nicht 4 einer gewissen 
abzihlbar unendlichen Zahlenreihe 4,, 4,, 4,,°-- 


(159) Ag=—1, 1< | <\Al<--- 


angehért, welche nur einen Hiiufungspunkt im Unendlichen besitzt. Falls 
4 dieser Zahlenreihe nicht angehért, sind die Lésungen einzig, und die 
Stetigkeit der ersten Ableitungen geniigt Hélderschen Bedingungen. 

Ist 


t 


A <N, 
wo N eine feste, von vornherein beliebig groB gewahlte Zahl ist, so kann 
man die Liésungen in der Form darstellen: 
Painye) 5A.) 
O®) *—E=E-))-- 8-0) 9 E=De—- 6-1)" 


as R(A; a, y, 2) sf 
(4 — 4) (4—4,)- 2 (4—4,)’ 


wo P, Q, R fiir jeden der Bedingung: 
ASN 


gentigenden Wert von 4 stetige Funktionen der Stelle des Gebietes r sind 
und erste Ableitungen besitzen, deren Stetigkeit Hélderschen Bedingungen 
34* 





w 
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geniigt, und wo 4,,4,,---, 4, vomeinander verschiedene Zahlen sind, 
welche der Bedingung 

AL<N, (x= 0, 1,2,---) 
geniigen; die Zahl » ist endlich, so lange N endlich ist. 

Fir 
1=i,, (x= 0, 1,2,---, m) 

gehen die Funktionen P, Q, R in Tripel von Potentialfunktionen U,, V,,W, 
iiber, welche den Bedingungen: 


. © fate 1 a dt 
(161) v,=1,{-U,+i 2% fae—+ 2 fae _° ee 


geniigen. Wir unterscheiden 
1. Fir 4, =——1 die Tripei: 


@ [dr e® 
(162) Uy =¢ =; r Toe." *s 


wo c eine Konstante und ® irgend eine Potentialfunktion des Gebietes rt 
vorstellt, unter der Voraussetzung, dab die Stetigkeit ihrer ersten Ab- 
leitungen Hélderschen Bedingungen geniigt. 

2. Tripel von der Form: 


{6 (0%, de a (4%, dr\ 
(163) U,= ={F f is? -2f rs 
wo die c, Konstanten, die ~, Poincarésche Fundamentalfunktionen des Ge- 
bietes t mit charakteristischen Konstanten 1, 
|4,|>1 

sind. 

3. Biharmonische Tripel, welche auBer den Gleichungen (161) den 
Bedingungen : 


(164) U,,, _ 0, an 0, 

(165) ‘{0,dr=0, ({a,| > 1) 
(166) f (02 + Uz + Bi + Wz) dr +0 

geniigen. 


Erfiillen /,, fj, f, die Gleichung: 


(167) (34 —%) cos (nx) + (34 Sh) cos (ny) + (52 —“f) cos (nz) = 0 


oy Oz on =6Oy 


_— in diesem Falle kann man eine mit ihren ersten Ableitungen in r stetige 
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Funktion gm mit zweiten Ableitungen, deren Stetigkeit Hélderschen Be- 
dingungen geniigt, so finden, dab 


»_ @ é a 
(168) h= a f= 5a. f= 5", 
dann erfiillen auch die Funktionen P, Q, R an o die Gleichung: 
* (169) (fe —£ 52) cos (mz) + (- 4) cos (ny) + (32-4) cos (nz) = 0, 


in diesem Falle kann die Lésung des Grundproblems nicht auf singulire 
Tripel der zweiten Art fiihren, sondern nur auf Funktionentripel U,, V,,W,, 
fiir welche 


(170) U,,, = 0 an o. 
Indem man von den Funktionen f,, f,, f, Funktionen von der Form: 


1 0 f(@¥de_ 1 8 [OV ae 
4x dy) 02 r 4208.) Oy rt’ 
T t 


abspaltet, kann man bei geeigneter Wahl der Potentialfunktion Y das 

allgemeine Problem auf den soeben genannten Fall reduzieren (Reduktion 

auf den Fall, daB keine Wirbelfiden in der Oberfliiche @ endigen). 
Durch Abspaltung der Funktionen: 


47 a | dt 

tt) ia \¥ i + +0},-, 

in denen ¢ eine geeignete Konstante, eine geeignete Potentialfunktion 
des Gebietes t von f,, f,, f, ist, kann man den Pol 


A=-—1 


der Liésung ausschlieBen. Nach der Reduktion auf den Fall (167) kann 
man ¢ und ® leicht angeben: 


(172a) ce=—+ af li cos (vx) + f, cos (vy) + f, cos (vz)} da, 


(172b) O=—y— ane 


ov Yr? 


wenn w die Potentialfunktion des Gebietes + mit den Randwerten 
(173) v= an@ 
vorstellt. 


Durch diese beiden Reduktionen kénnen wir stets das allgemeine 
Problem auf ein Problem: 
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zuriickfihren, wo f,, f, f; 30 beschaffen sind, dab die Potentialfunktionen 
My, U, W, mit den Randwerten: 


(174b) M=—h, =f M=fs 
den Gleichungen 
(1746) ‘[o,dr = 0, 


1 t 1 t 1 
(1744) w--2t 2 fat +2 7 mS — 2 2 fw%,-- 
geniigen. 
Ein solches Problem wollen wir als ein ,,reduziertes“ Grundproblem 
der Elastizitatstheorie bezeichnen. 
Die Lésung eines ,,reduzierten Grundproblemes“ kann nur auf bi- 
harmonische Tripel fihren. 


Definieren wir in dem allgemeinen Falle die Potentialfunktionen 


Uy, Vs, Wy; (j = 0, 1, 2,---) 
durch die Randwerte: 


=f, =f, M=hfs, 


1 @ de 1 @ dt : al @, 
as te ae A fw. r 2x 2 fr r? “+ G=1,2,---) 


so stellen die Reihen: 

U = Uy + Au, + APU, +--+, °° 
die Lésungen des Grundproblemes dar, solange 
Die Reihen staal 

u = Uy + Au, + A*u, +---, os 
konvergieren auch noch gleichmaBig in + fiir 

A=+1 und {j=-—1, 
die Reihen: 
und die Reihen: 

D, ty + Diu, + Dyug + Dy tty +--+ -- 
konvergieren in t nur dann gleichmaBig, wenn das Problem nicht den Pol 
i=—1 


besitzt. 
Dagegen konvergieren stets die Reihen 
ty — (ty + My) + (Uy +H) — °° °° 
gleichmaBig in r und stellen Tripel von der Art (171) dar, durch deren 
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Abspaltung von f,, /;,f; dem Probleme (158) der Pol 4 = — 1 genommen 

werden kann. Es ergibt sich so eine Methode, die hierfiir abzuspaltenden 

Funktionen f,°, f,°, f;° zu konstruieren, ohne vorher die Reduktion auf den 

Fall vorzunehmen, daB keine Wirbelfaiden in der Oberfliiche @ endigen. © 
Die biharmonischen Funktionentripel erfiillen die Gleichungen: 


(1%5a) (00,de=0, f(UU,+8,8,4+B,B)dr—0, falls 4,+44,. 


Schreiben wir den biharmonischen Funktionentripeln noch zur vollstan- 
digen Bestimmung die Gleichungen: 


(175) f(@Qi+ We + Bi + Bi) dr =1 


vor, so gelten im Falle eines reduzierten Problemes (158) die Reihenent- 
wicklungen nach biharmonischen Tripeln: 


(176a) Uo ~> Cg.:-, 
1 
(176b) C, =[(0,.0,+ UU, +0,B8,+0,B,)de, (x= 1,2,-->), 


wobei das Zeichen ~ bedeuten soll, daB wir vielleicht von den Reihen 
(176a) selbst nicht aussagen kénnen, daB sie gleichmiBig in + konvergieren 
und die links stehenden Funktionen darstellen, daB aber von einem end- 
lichen j ab die Entwicklungen 


7 = lar 
(177) “= > CH: 
1 


gelten. 
Im Falle einer Kugel vom Radius R um den Anfangspunkt als Zentrum 
fiihren wir Polarkoordinaten r,, 6,,, durch die Transformationen: 


t=; U,, 

(178) y=r,V1—u,2 cos g,, mu, = cos 4, 
2=r,V1—4u,' sin g,, 

ein und setzen: 

(179) F(a, y, 2) = 1," Y; (uy, 9); 


wo Y, eine allgemeine Kugelfunktion j** Ordnung vorstellt, dann sind 
die biharmonischen Funktionentripel fiir den Innenraum der Kugel: 








A. Kory. 





U,= «, {2x +1)¢F,—r? at 


ar 
(180) Vea (@xtDyF rest}, @=1,2)-+) 








W, =a, {(2e+1)eF,— 1} ed | 


\ Coz 


wo «, eine Konstante ist, welche zur Befriedigung der Gleichung: 
(181) J (02 + Us + B+ Bz) de 1 
zu verwenden ist. 


§ 2. 


Uber die Lésung der ersten Randwertaufgabe der 
Elastizitatstheorie. 


Aufgabe. Man sucht drei mit ihren ersten*) Ableitungen im Ge- 
biete + stetige Funktionen %, 0, w, welche in r den Differentialgleichungen 
geniigen: 


. 26 ) 
Au+k>-=0, 


(182) Ai+k oy =0,} int, 











0@_o 
Z 


Aw+k-= 


wo k eine gegebene Zahl (bei den in der theoretischen Physik in Betracht 
kommenden Fallen > 0) ist, und die Randwerte: 

(183) u=f,, t=—f,, w=—f, ano 

besitzen. 

Vorausgesetzt wird, daB f,, f,, f, drei gegebene, mit ihren ersten Ab- 
leitungen stetige Funktionen der Stelle der Fliiche @ sind; die Stetigkeit 
der ersten Ableitungen geniige Hélderschen Bedingungen. 

[Die Lésung soll auch auf den Fall verallgemeinert werden, daB man 


von f,, fy, fs lediglich weiB, daB sie selbst stetige**) Funktionen der Stelle 
von @ sind, wihrend iiber die Ableitungen von /,, /,, /, keinerlei Voraus- 





*) Wie in der Theorie der Potentialfunktionen, verlangen wir stillschweigend 
Stetigkeit von allen endlichen Ableitungen innerhalb t, also in endlicher, im tibrigen 
beliebig kleiner Entfernung von o. 

**) Die Verallgemeinerung auf den Fall, daB 7,, /,, f, auch nur abteilungsweise 
stetig vorausgesetzt werden, wird nicht schwer sein, soll hier aber nicht mehr be- 
ricksichtigt werden. 
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setzungen gemacht werden; es ist in diesem Falle auch von den ersten 
Ableitungen der Lésungen wi, ¢, w nicht mehr zu verlangen, daB sie bis 
an die Oberfliche  heran existieren und stetig sind.] 

Zur Lésung dieses Problemes lise man die Aufgabe (158) und setze: 


k 21 
(184) A=—spp k=-iyy 
P A12@ dt @ [ade 
(185) i—atau-A{F fot 33 vl... 


dann ist — unter AusschlieBung der singuliren Fille: 
(186) A=A,, k=k,=— 7, (x=0,1,2,---) — 
u, 0, w, die Lésung der Aufgabe (182), (183). 

Im besonderen findet die Aufgabe fiir die in der theoretischen Physik 
in Betracht kommenden Fille 


k>0O 
ihre volistindige Lésung; die Lésung ist einzig*). 
Ist 
(187) —2-—e>k>—2+.e, 


wo « eine feste, von vornherein beliebig klein gewihlte Zahl ist, so kann 
man die Lésungen in der Form darstellen: 


: Pc; x,y, 2) 
—_ we Gk) BR) «FB? 
wo P, Q, R fiir jeden der Bedingung: 

—2-—-e>k>—2+8 
geniigenden Wert von k stetige Funktionen der Stelle des Gebietes r sind 
und erste Ableitungen besitzen, deren Stetigkeit Hélderschen Bedingungen 
gentigt, und wo k,, k,,---, k, voneinander verschiedene Zahlen sind, welche 


der Bedingung: 


—2-—ée>k,>—2+e, (x= 0,1,2,-++, ), 
geniigen; die Zahl m ist endlich, solange « von Null verschieden ist. 
Fir 
k=k,, (x= 0, 1,2,---) 


gehen die Funktionen P, Q, R in Funktionentripel U,, V,, W, tiber, welche 


*) Da aus |4,/51, k,<(—1 folgt, also jedenfalls kein positives k, vorhanden 
ist. Die Hiufungsstelle der k, ist an der Stelle (— 2).: 
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in t mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig sind, den Differen- 
tialgleichungen 


(189) AU, +k, =0,-- ine 
xz 
geniigen und an der Oberfliche @ verschwinden, die Cosseratschen Funk- 


tionentripel erster Art, welche mit den biharmonischen Funktionentripeln 
durch die Relationen 


‘ 4 {a de @ dr\ 
(190) v,—(1+4)0,—22{2 fw, 4-2 fv,4,. 
verbunden sind. 


Die Funktionentripel, welche aus den Tripeln (162) und (163) durch 
die Relationen: 


4, {a , dt é dt 
0,-(1+4)0,—32{2 fa, t—2 fe, 4I,.., 


entstehen, werden identisch Null. 
Gelten fiir die Potentialfunktionen u,,v,,w, mit den Randwerten: 


(191) Uy = fh» %=le, M= fs» an @ 


im Falle eines ,,reduzierten Problemes“ (158) die Reihenentwicklungen: 


(192) Uy = x C, _- *e 
2} 


nach biharmonischen Funktionen, sodab: 
—y a 

(193) u -> i = i C,U,, ++; 
1 2 


dann gelten die Reihenentwicklungen: 


(194) i — uy = ar! ~S0, ] 
iy 1 


nach Cosseratschen Funktionentripeln erster Art, wobei fiir diese Reihen- 
entwicklungen die vorherige ,,Reduktion“ von /,, f,,/,; gar nicht mehr 
vorausgesetzt zu werden braucht. 

Schreiben wir den Cosseratschen Funktionentripeln erster Art zu ihrer 
volistindigen Bestimmung die Gleichung: 


(195) Jf (Ot + te + B+ Bi} =1 


Tt 














Grundproblem der Elastizititstheorie. 539 


vor, so kénnen wir die Koeffizienten ¢, der Entwicklung (194) m folgender 
Weise angeben: 


k . > 
(196) CF, = mJ 6,90,dr. (x= 1,2,---). 
Die Cosseratschen Funktionentripel erster Art erfiillen die Gleichungen: 
(197) f O6.dr = f(t, + 88,4 B8,)de—0, +). 


Im Falle einer Kugel vom Radius R um den Anfangspunkt sind bei den 
Bezeichnungen (178), (179) die Cosseratschen Funktionentripel erster Art: 


U, = B,(r,2— R*) vn B, eine Konstante, die zur Befriedigung 


"| der Gleichung 
(198) V, = Br ?— RP) dy’ | J (02+ We + Bi+ W?)dr =1 


‘ OF, 
W, = B,(7,'>—R*) =~, a verwenden ist. 





[Die Verallgemeinerung der Lésung des Problemes (182), (183) auf 
den Fall, daB von f,, fy, f, lediglich Stetigkeit oder selbst nur abteilungs- 
weise Stetigkeit vorausgesetzt wird, ergibt ohne jede Schwierigkeit die 
kleine Untersuchung in meiner Note ,Sur le probleme biharmonique et 
le probleme fondamental dans la théorie de l’élasticité* Comptes Rendus, 
151, S. 299, 1910.] 


§ 3. 
Uber die Lésung des biharmonischen Problemes und die Lisung 


der ersten Randwertaufgabe in der Theorie der stationiren 
Strémungen mit Reibung begabter Flissigkeiten. 


Es handelt sich hier um die Spezialfiille: 
A=+1 und i4=-1 
des Grundproblemes (158). 
Aufgabe. (Biharmonisches Problem.) Man sucht eine mit ihren ersten 


und zweiten*) Ableitungen in dem Gebiete r stetige Funktion g, welche 
in t der Differentialgleichung: 


(199) AdAg =0 
geniigt, sowie den Randbedingungen: 


*) Wir verlangen stillschweigend Stetigkeit von allen endlichen Ableitungen 
innerhalb rf, also in endlicher, im tibrigen beliebig kleiner Entfernung von o. 
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(200) lt 
eg - an @. 
(201) in 2 


Vorausgesetzt wird, dab zx eine gegebene mit ihren ersten und zweiten 
Ableitungen stetige, z' eine gegebene mit ihren ersten Ableitungen stetige 
Funktion der Stelle der Fliche sind; die Stetigkeit der zweiten Ab- 
leitungen von z und die Stetigkeit der ersten Ableitungen von x’ geniige 
Hélderschen Bedingungen. 

[Die Lésung soll auch auf den Fall verallgemeinert werden, daB die 
Funktion 7’ lediglich stetig und zx derart vorausgesetzt wird, daB eine 
Potentialfunktion des Gebietes r mit den Randwerten z existiert; es ist 
in diesem Falle auch von den zweiten Ableitungen der Lisung nicht 
mehr zu verlangen, daB sie bis an die Oberfliche @ heran existieren und 
stetig sind.] 

Es ist eine kleine Vereinfachung, wenn wir von vornherein die Be- 
dingung: 

(202) {xdo=0 


hinzunehmen; der allgemeine Fall ist stets auf diesen Fall durch Ab- 
spaltung einer Funktion 
const. | { “ 


von » zuriickzufihren. 
Wir setzen in dem allgemeinen Probleme (158): 


(203) “i's 
und 
(204) ~~ cos (ny) + 5 LEfle-B. 


fa = (2 _ 2") cos (nz) + = 2 ie, (e- ev) ae 


wenn wir unter ~ die Potentialfunktion des Gebietes t mit den Rand- 
werten: 


| 
=\¢ 





(205) v=7 


verstehen; wir haben es dann mit einem ,reduzierten Problem“ (158) zu 
tun, und wenn wir mit u, v, w die Lésungen dieses Problemes bezeichnen und 
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7 dt 1 @ drt 
(206) U=2u— ra lay J” de_ 2 fot} 2 2 fox... 
setzen, so sehen wir, die Funktion: 
(207) e-—+ fo = 


Tt 


erfillt die Bedingungen: 
(208) 4AO=0, int, 


(209) A. (o+y-2 (y'— e) ae) e+ (x5) cos (a),-- an @; 


o 


- 1 , €%\do 1 dt 

gn-v— i f(v-3)#-3 eF 
o t 

oder 


(210) 9 =— Lfi = + ifn cos A a] da — f° dt 


die Lésung der gestellten Aufgabe.*) 

Zur Konstruktion der Funktion @ ergibt sich die folgende Methode: 
Man konstruiere sukzessive die Potentialfunktionen u,,v,,w, (j=0, 1, 2, ---) 
des Gebietes t mit den Randwerten: 


es ist somit: 


, Op ,_ @ 
tip = (x'— 3 n) 08 (02) + a5 Ba, (v— se) ae yy an @, 
GM) a d é d 
1 1 , 
——8,_ its 0%. ae oz Dy re (j=1,2,--), an @, 
und setze: 
(212) 6=0,+6,+0,+->: 


Wenn die Lésung dieses Problemes die Entwicklung nach biharmonischen 
Tripeln: 


(213) 0— >* 0,9, 
1 


zulaBt, so erhalten wir fiir die Lésung des biharmonischen Problemes die 
Entwicklung: 


,d 1 
(214) » =const. ~ ia ft —— + a do -£ 3 Lf eure 


*) DaB die additive Konstante Null ist, ergibt sich daraus, da8 nach (209): 


lin(°—aef &- fe) ie) mo me 
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[Die Verallgemeinerung der Lésung des Problems (199), (200), (201) 
auf den Fall, daB von 7’ lediglich Stetigkeit und von z solche Eigen- 
schaften vorausgesetzt werden, daB nur die Existenz der Potentialfunktion » 
mit den Randwerten 

e=% Mo 
gesichert ist, ergibt unmittelbar die kleine Untersuchung in meiner 8. 539 
genannten Note. | 

Aufgabe. (Erste Randwertaufgabe in der Theorie der stationdren 
Striémungen mit Reibung begabter Fliissigkeiten.) Man sucht drei mit ihren 
ersten Ableitungen in dem Gebiete r stetige Funktionen w’, v’, w’, welche 
in dem Gebiete + den Differentialgleichungen geniigen: 


, ’ , cu, Ov , Aw’ 
(215) Aw = Av = Aw’ = 0, 7t+&t+h7° 


und an der Fliche die Randwerte besitzen: 

(216) w=, v=, w=f, ano. 

Vorausgesetzt wird, daB /,, /,, f, drei gegebene, mit ihren ersten Ableitungen 
stetige Funktionen der Stelle der Fliche @ sind, welche der Bedingung: 


(217) J (fi cos (vz) + f,' cos (vy) + f,' cos (vz))da = 0 


geniigen; die Stetigkeit der ersten Ableitungen von /,, /,,/, gentige Hélder- 
schen Bedingungen. 

[Die Lésung soll auch auf den Fall verallgemeinert werden, daB man 
von /,, fe, fs lediglich weiB, daB sie selbst stetige Funktionen der Stelle 
von @ sind; es ist in diesem Falle auch von den ersten Ableitungen der 
Lésungen wu’, v', w’ nicht mehr zu verlangen, daB sie bis an die Ober- 
fliche m heran existieren und stetig sind.] 

Es ist eine wesentliche Vereinfachung, wenn wir von vornherein die 


Bedingung: 


——_ —" 
(218) (fe — 2) cos (nz) + (A — 2%) cos (ny) 
+ (34 — a) cos (nz)=0, an@ 


vorschreiben; der allgemeine Fall ist stets auf diesen Fall, in welchem 
keine Wirbelfiiden in der Oberfliche  endigen, durch Abspaltung dreier 
Funktionen: we 

1 @ fdwdr 1 o (Fee... 

4x dy) Oz 4x dz.) Oy r’ 


w 


von «’, v', w’ zuriickzufiihren, wo w eine geeignete Potentialfunktion des 
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Gebietes t ist, welche durch die zur Lésung der ersten und zweiten Rand- 
wertaufgabe der Potentialtheorie fiihrenden Methoden konstruiert werden 
kann. 

Wir setzen nun in dem allgemeinen Probleme (158): 
(219) 4=—1 
und 


fh =f; + x 2 fa cos (vx) + f,' cos (vy) + f,’ cos (v2) Se 


(220) 1/2 [f'c0s (va) —f,'cos (vy) 5, 


r 





7 * f,’ cos (vz) — f,’ cos (vx) \ ' 
— $f Remit tiene ay. 


wir haben es dann, wie sich dies leicht mit Hilfe der Gleichungen (217) 
und (218) ergibt, mit einem reduzierten Probleme (158) zu tun, und 
wenn wir mit u, v, w die Lésungen dieses Problemes bezeichnen und 


’ 1 {2a dt 7) dt 
(221) Wat [2 fot—2 pl... 
setzen, so erfiillen diese Funktionen die ee 


(222) AW=A¥=aw-0, +o + = 0, in t, 


U0’ =f, + iz oo fi (f,' cos (vx) + f,' cos (vy) + f,' cos (vz) ba 


g -i{ “cos (vz) — f,' cos ( yao 
(223) 4x ldy (fz 008 (v : yy) 





— £ ff cos wa — fye0s wa) 22}, ++ an@; 


es sind somit: 
. a 1 {2 ['v cos(vz)—w' cos (vy) 
2) w--2 2 a+i{Zef ; do 


e u’ cos (vz) — w’ cos (vx) “aa 
-if do;+U’, 





r 


die Lésungen der gestellten Aufgabe. 


Zur Konstruktion der Funktionen u,v, w ergibt sich die folgende 
Methode: 


Man konstruiere sukzessive die Potentialfunktionen 
U,, 0; W, (j=0, 1,2, -+-) 
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des Gebietes t mit den Randwerten: 











1 {2d [v' cos(»x) —w' cos (vy) 
WW tie) Fa ~ 4x léyd : rt” de 
7] u cos (vz) — w’ — w' cos (vx) 
(225) -2f% ; do}, - 
o ang 
908. a 12@f. de 
bm? —hits £ fw eats fv Dey a le (j=1, 2, +) 


und setze: 

(226) U=— Uy — Ut U,— Uy t+: - 

Wenn die Liésung dieses Problemes die Entwicklung nach biharmonischen 
Tripeln: 


(227) u -> ou 
tT 


zulaBt, so erhalten wir fiir die Lésung des in Frage stehenden Problemes 
die Entwicklungen: 


—_ 1a {_,de v’ cos (vx) — wu’ cos (vy) 
wo anda) ™ 7 telat r bi 
(228) — a cos (vz) — w" 0s (va) 7 


r 
+35 5 ie. lin f 8.5 “fr 5p 8.) 


[Die Verallgemeinerung der Lésung des Problemes (215), (216) auf 
den Fall, daB von /,’, f,, f, auBber der Bedingung: 





Sif cos (vx) + f,' cos (vy) + f, cos (vz)) dam 


lediglich Stetigkeit vorausgesetzt wird, ergibt unmittelbar die kleine Unter- 
suchung in meiner Note ,Sur les mouvements stationnaires d’un liquide 
doué de frottement“, Comptes Rendus 151, 8. 50, 1910}. 
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Uber die Partitionen der ganzen Zahlen. 


Von 


Geore Csorsa in Miskolez (Ungarn). 


Die additive Darstellung der ganzen Zahlen, d. h. die Zerlegung der- 
selben in Summanden, ist ein nicht weniger wichtiges Kapitel der Zahlen- 
theorie, als die multiplikative Darstellung, d.h. die Zerlegung in Faktoren. 
Die Frage der additiven Darstellung ist aber nur in sehr geringem Mabe 
entwickelt, obgleich sie vermége der analytischen Methode; welche man 
in der Behandlung derselben seit Euler anwendet, einen interessanten Teil 
der analytischen Zahlentheorie bildet. Euler hat diese Fragen mit dem 
Namen ,,Partitio numerorum“ bezeichnet.*) Die Partitio numerorum hat 
eine wichtige Anwendung in der Invariantentheorie gefunden, wo die 
Cayley-Sylvestersche Arbeitsrichtung die Beschiftigung mit der Frage 
direkt erforderte**). Spiter hat man auch die Theorie der symmetrischen 
Funktionen mit der Anwendung der Partitionen entwickelt.***) Eine ge- 
wisse Rolle spielt endlich die Theorie der Partitionen und der damit zu- 
sammenhingenden diophantischen Gleichungen in invariantentheoretischen 
Arbeiten von Gordan und von Hilbert. 

Saimtliche unter dem Namen ,,Partitio numerorum“ behandelte Fragen 
kann man auf einen einzigen gemeinsamen Typus reduzieren, so daB es ge- 
niigt, sich mit diesem einzigen zu beschiiftigen. Dieser Typus ist der folgende: 

Auf wie vielerlei Art kann man die Zahl A aus den Zahlen 

My, Gy, ***, G, 
durch Additionen mit Wiederholungen darstellen? Diese Frage stimmt mit 
der iiberein, wieviele Auflisungen die unbestimmte Gleichung 


A,2,+ Ag%y+---+4,%,=A 


*) Euler: ,.Introductio in analysin infinitorum“, Caput 16. 
**) Cayley: ,,Researches on the Partition of Numbers, Phil. Trans. 145, 1855. 
Sylvester: ,,On the Partition of Numbers“, Quarterly J. M. I, 1855. 
***) Mac Mahon: ,,Memoir on a New Theorie of Symmetric Functions“, Americ. 
Journal of Mathem., 11, 1889. 
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in nicht negativen ganzen Zahlen hat? Die fragliche Zahl ist auberdem 
nichts anderes als der Koeffizient der Potzenz von 24 in der Entwicklung 
der gebrochenen Funktion: 

1 


G—A)a—").G—*) 
nach zunehmenden Potenzen von z. Diese Aufgabe ist, obgleich sich mit der- 
selben viele beschiftigten, im allgemeinen noch nicht gelést. In der Unter- 
suchung derselben ist am weitesten Cayley gekommen. Seine Resultate 
enthalten schon die Bestimmung, daB die obige Zah! der Partitionen in 
folgender Form darzustellen ist: 

(A) = ¢(A) + ¢,(A) A’ + ¢,(A)A?+---+ 06 


wo die Koeffizienten 


n—1(A) A*m?, 
¢,(A) (¢=1,2,---,n—1) 
die periodischen zahlentheoretischen Funktionen des A sind. Aber die 
Resultate Cayleys enthalten im wesentlichen nicht mehr als den Nachweis 
der Moéglichkeit einer solchen Darstellung. Einen weiteren, erfolgreichen 
Schritt in der Behandlung dieser Frage finden wir nirgends in der wissen- 
schaftlichen Fachliteratur. Einzig und allein die Untersuchungen Weih- 
rauchs*) kénnten hier erwihnt werden, die aber nur die partiellen Auf- 
lésungen einiger einfachen und speziellen Faille enthalten. 
Das Ziel der gegenwirtigen Abhandlung ist: Die Darstellung der 
independenten Formel im allgemeinsten Falle fiir die periodischen Funk- 


tionen c(A) und damit die Frage der ,,Partitio numerorum“ bedeutend zu 
beférdern. 


I. 


Es sei die entwickelte Form der erzeugenden Funktion: 


> = 90) + 9(1)#' + 2) +--+ (Ales t---, 
[J[@-“) 

i=1 

so ist die Zahl der Partitionen von A: 


(1) (A) = coeff 24 in - 


[Ja-“) 
i=1 
Bedeute 4 irgendwelches gemeinsame Vielfache der Zahlen 


Gy, Gy, °° *, G,, 


*) ,,Die Anzahl] der Lisungen diophantischer Gleichungen bei teilerfremden Koeffi- 
zienten“, Zeitschrift f. Math. u. Phys. 20. ,,Anzahl der Lésungen fiir die allgemeine 
Gleichung ersten Grades mit vier Unbekannten“, ebenda 22. 








I 
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s0 wird 


<i Lp aig ag. ela) 


und das Produkt: 


n 


(2) ve) =[] C=) 


i=1 


ein ganzer Ausdruck, welchen man bezeichnen kann: 


na—i1 
U(s) = >) F(Me*, 
M=0 
oder (wenn man statt M das Binom (v +d) einfiihrt, wo v < 4) 
A-1 n— 
(3) U(2) = » 4 F(v+kajert*, 


Multiplizieren wir den Zihler des rationalen Bruches (1) mit der ent- 


wickelten Form (3) von U(g), den Nenner mit der unentwickelten Form (2) 
desselben, so wird 


> SFotene™ 
(4) p(A) = coeff 24 in “=°*= = 

7 (1—<2) 

é=1 
Damit haben wir die Aufgabe auf die Entwicklung einer solchen 


rationalen gebrochenen Funktion reduziert, wo die Faktoren des Nenners 


untereinander gleich sind, und deren Auflésung schon bekannt ist. 
Namlich 


(2a - ata Cite 


(A) = coeff 24 in SS rosie SPE en 


oder bei Ausfiihrung der Multiplikation: 


wo A-1 n—1 


9(A) = coeff s4 in > >) DS) Fv + ka) (PF BT?) arian, 


R=0 v=0 k&=0 





Infolgedessen 


Es sei k++ R=S, so wird 


S=0 r=0 


(A) = coeff 24 in >> |s% +ka)(° er ‘ev, 
k=0 


35° 
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wo immer 
S—k>0 
ist; wenn also S < » ist, so werden die Werte von k: 
0, 1, 2,---, 8. 


Es sei 
A=v+i18 (vy <4). 
Im Falle A> nA wird 
| “95 nese 
(5) y(A) = >) Fv +ki) ~~: ; 
k=0 
und im Falle A < nd wird: 
A-v¥ 
( gs Salpiee: 
(6) y(A) = > F(v+ka) 
k=0 
wo 
A = v (mod d) (vy <A). 
Das hier vorkommende Zeichen 
T+n—t1 
( n—l1 ) 


bedeutet nach der Entwicklung einen solchen Ausdruck in T: 
Tin—t 
( - ( 


n—t1 


pnp (MoT + Te“? + + +0 978+ a}, 


wo «, im allgemeinen die symmetrische Funktion **" Grades bedeutet, welche 


man aus den Elementen 
1, 2, 3,---,2—1 
komponieren kann. 
Demzufolge ist: 


44+ @+hs > 
ri @,—1-m (A—(v + ki))”™ 
\ n—1 Aoi — 
,“n—1—m (m\ A™~*(y + ki)’ 
$3 1) Banat e) ~ ! 


Wenn man das in den Ausdruck (5) substituiert, so wird 


a-—l = ; 
o(4)= S Fo tka SSC Caan (s)* poe. 


m=0 s=0 


Mit einer anderen Anordnung der Glieder: 


(4 - > > Vn _— “| S rose +tayl, 


m=0 s=0 
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Es sei hier 
n-1 
(7) > (v+kay Fv +k) = G,(4, »), 
k=0 
so wird 


94) ->' SE 1p ==" (") Gas), 


m=0 s=0 
oder mit einer anderen Anordnung: 


n—1l n—1 


9(4)= > > yi (1) 6.9) 4 


s=0 m=s 
Fiihren wir nun die Substitution 
m—s=t 
ein, so wird: 


n—-in—1i-—s 


9(A)— > Diy tae Tes? ae 


s=0 t=0 





Wenn wir aber die Reihenfolge der zwei Summationen vertauschen, 


80 ist: 
¥(4)= >") P (-1) , “n- eet (7J@ (a, »| At. 


t=0 Ls= 


Bezeichnen wir den Klammerausdruck mit ¢,(A, v), so daB 


n-1-i 
} , “a—1-¢+0) /t 
(8) exp) = (A OSE, (TE. »), 
80 ist 
n-1 
(9) o(A) = > (4, ») A’. 
t=0 


Diese Formel zeigt, dab die Zahl der Partitionen, d. h. der Lésungen, 
ein ganzer Ausdruck (n—1)*" Grades ist, wo die Koeffizienten von dem 
Reste des A in bezug auf 4 abhiingig sind; 4 ist aber noch in hohem 
MaBe willkirlich. 

Wenn wir insbesondere fiir 4 das kleinste gemeinsame Vielfache A, 
der Zahlen 

My, Mg, **, ay 


eingesetzt denken, so kommt v, an die Stelle des », wo 


A= vy, (mod Ay) (% < Ag) 
ist. In diesem Falle kann man 
¢(Ao, V9) 
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auch als Funktion des A betrachten; weil sie aber nur von dem auf den 
Teiler 4,, also auf eine bestimmte Zahl beziiglichen Reste (v,) des A ab- 
hangt, so ist sie eine periodische Funktion des A, welche als Periode i, 
oder einen Teiler davon hat. 


Fiihren wir dementsprechend die Bezeichnung c,(A) fiir ¢,(4,, v9) ein, 
so wird 


n—1 
(10) g(A) — > (A) Ay 
t=0 
wo ¢,(A) eine periodische Funktion ist. 


Das ist die Darstellung, deren Méglichkeit auch die Forschungen 
Cayleys nachweisen. — 


Aus der Vergleichung von (8) und (10) folgt: 


n—1—t 
pA 42 “n-1-(t+a) (t+8 , 
a(4) = 2 ( ») ery i $ ) G,(as»), 
wo 
A= v (mod A) (v<a) 
ist. 
¢(A) muB von dem willkiirlichen Vielfachen 2 der Zahlen 
a, (i= 1,2,3,---,) 
unabhingig sein. Da also G,(i,v) ein ganzer Ausdruck von 4 ist, so 
miissen in dem Ausdrucke fiir c(A) die Koeffizienten der Potenzen 
A, 4*, 25, +++ usw. 
identisch verschwinden und kann auch im Koeffizient des 4° das von A 
abhangige v in expliziter Form nicht vorkommen. 
Im Laufe der weiteren Untersuchung werden wir zeigen, dab G, (A, v) 


in A ein ganzer Ausdruck (mn —1-+s)*" Grades ist, wo die vorkommende 
niedrigste Potenz 4"~* ist; also die Form hat: 


G,(a; v) = > Mesucaee’”**”. 
r=0 
Folglich ist 


n—1i1-—¢ ’ 
+ “n-1- bd t+s n— r- s 
A) — D-H (TF) Dy Banned tere. 


Da nach dem Vorhergehenden 


n—1+r—(t+s) 


nur den Wert Null haben kann und der griéBte Wert von (¢+s) gleich 
(n—1) ist, kann nur die Méglichkeit 
r=0O und t+s=n—1 
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bleiben, und 
¢,(A) = (—1)°-!-* _® n—1 ) H, 
. “ es 1 ee n—1—tn—1? 
oder, — da a,=—1 und 


Bntutent _ coeff ie in G, 1-4, v) 


. ist, — 

(11) c,(A) = ‘tte a coeff 2"-' in G,_,_,(A;r). 
In anderer Form: 

(12) os tie “Gat Y, eoeff "1 in G,(2,v). 


Die Berechnung der periodischen Koeffizienten der Funktion (10) 
(A), welche die Zahl der Partitionen darstellt, ist also damit nach (7) 
auf die Entwicklung (3) des endlichen ganzen Funktionsproduktes (2): 


ve) -[] (=) 


i=1 





reduziert. 


Il. 
Wenn wir die Ausrechnung von G,(i, v) auf Grund der Definition (7): 


G,(4,v) = >" (v + kay F(v + ka) 
k=0 


aus dem Ausdrucke (3): 


4-1 n- 


U(2) = 2 b F(v +ka)ar+** 


vollenden wollen, ist offenbar nichts anderes zu tun, als auf das U(z) s-mal 
untereinander die Polaroperation 
P aU 
az 
anzuwenden und darauf z=, zu setzen, wo w= 1 ist. 
Dann wird nimlich 


A- 1 a-1 7 
[A*(U)].-0,= > | > (v+kay Pw + ka) | @ 
y=0 Lk=O 


Hieraus ist ersichtlich, dab 


(13) G,(4, v) = coeff @: in [A’(U)), <u, 
ist. 
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Da aber die binomische Gleichung ?=1 4 Wurzeln hat, kénnen wir 
4 solche Werte o, einfiihren, und gewinnen zur Bestimmung der Zahlen 
G,(4, v) (vy =0, 1,2,---,4—1) 
ein lineares Gleichungssystem. 
Dies ist das folgende: 


(14) G,(4,0) + G,(4,1) @) + +--+ G(a,v)@? +--+» + G,(4,4—1) 0" 
= [A’(U)]. <0, (r =0,1,2,---, A). 
Seine Lésung ist nach der Interpolationsformel von Lagrange: 


a 
4-1-¥* 4°(0)), <0, r 

(a) G,(4,v) = (—1) ‘ 2 f’ (@) : 

wo 9. ,-,» die elementare symmetrische Funktion (A—1—v)*" Grades 


bedeutet, welche man aus den Elementen 


@;, Dg, ***, O34, O44, °° *y 
erzeugen kann, und 


[{(@) = (@— @,)(@ — @,) - - - (@ — @,) 


ist. 
Weil aber @,, @,,---, @, die Wurzeln der Gleichung 
2—1=0 
sind, so ist 
f(@) = o — 1, 
f'(@) = Aa’*-*, 
‘ ri 


Wenn aber g,, die aus den Elementen 
@,, Mg, °° *, 
erzeugbare symmetrische Funktion m‘" Grades bedeutet, dann ist 


(r) (r) 


Iu = In FO, Iq (O<m<A). 
Aber 
In = 0, 
folglich 
I see 0,9... 5: 


Mehrfache Anwendung derselben Uberlegung ergibt: 
I. = (—1)" of gf = (—1)" oF. 


Die namliche Formel ist auch im Falle m = 0 giiltig. 
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So wird 


r i-1-r 4-1-1 —1)/- aa 
(c) f(y" ef = 


@**} 


Wenn wir die Ausdriicke (b) und (c) ‘in (a) substituieren, entsteht: 
A’ 
(15) G,(a,v) =+ a { te — =|, 


bei welcher Formel wir schon die unentwickelte Produktform (2) von U(z) 
gebrauchen. 


Substituiert man dies in den Ausdruck (12), so bekommen wir: 


a . 
(— 1) "ip { [4*(U)],-w, 
(16) @._s(4) = s!@m—1—s! coeff X 7 a o? , 
wo 
A=v(modi), o,/=1, v= [] (=5) (v<A) 
ist. 


Fiihren wir die vollstaindige Ausrechnung mit Hilfe dieser Formel 
erst im Falle s = 0 aus, so wad 


Y 
@ 
ie r 


( SIU)... 
tuua(A) = Gap; coed a in |  ; 
Bei der Substitution 
(VlLew, 
hat ein Faktor des Produkts U: 


— = 
den Wert Null fir simtliche 4% Einheitswurzeln @,, welche nicht zu- 
gleich auch a, Einheitswurzeln sind. Nur fiir solche 4* Einheitswurzeln 
kann der Wert des u; von Null verschieden sein, welche zugleich a, Ein- 


heitswurzeln sind (o% = 1) , und dann hat er dén Wert 
[e,] — = ? 
wie auch aus dem Ausdrucke 


u= 1+ 2%+ i ee Aa )as 
folgt. 
Das ganze Produkt 


U = te: - + U, 
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kann also nur fiir solche 4” Einheitswurzeln von Null verschieden sein, 
welche jeder der binomischen Gleichungen 


am—1=0, 
ze—1=—0, 
gnm—1=—0 
entsprechen. 
Die gemeinsamen Wurzeln dieses Gleichungssystems liefert — wenn 
d der gréBte gemeinsame Teiler der Zahlen 
a,,; a3, eee, a,, 
ist —, die Gleichung: 
aZ—1=—0. 


Wir kénnen aber immer voraussetzen, dab d = 1 ist. Wire es nicht 
der Fall, kann man die Aufgabe leicht auf eine solche transformieren. 
Das Produkt U=u,u,---u, kann also nur im Falle @,=—1 von 
Null verschieden sein und hat dann den Wert: 
, " 
hea oe a” 
Infolge dessen ist 
1 
(17) ¢,-1(4) = Galea a, 


++ Ay 


Es ist nun daraus ersichtlich, daB der Koeffizient der héchsten Po- 
tenz A*-* im Ausdrucke von g(A) eine von A unabhingige GriBe sei, 
man kénnte sagen: eine periodische Funktion mit der Periode eins. 

Zur exakten Berechnung anderer Koeffizienten ist die ausfiihrlichere 
Untersuchung der héheren Polaren des Produkts 


U = Wty ++ u 


und seiner Werte fiir die 4°" Einheitswurzeln nétig. 


Ill. 


Aus der allgemeinen, auf die Polaren des Produkts beziiglichen Regel, 
deren Beweis mit dem des polynomischen Lehrsatzes analog ist, folgt: 


A*(u, uy ax u,) = 


KEP 7 Ah (u,) A*(uy) + - + A*(u,)}- 


ki that ---+hg=k 


Unter den Lésungen der unbestimmten Gleichung 
hthy tes +h—k 
sind solche zu finden, in welchen nur m Glieder von Null verschieden, z. B,: 
Ki,» Kigy °° %y Bim y (m = 1,2,---,k) 
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die tibrigen aber gleich Null sind, z. B.: 


ky, = iy, ++ a hy = 0. 


™2-m 


Hier bedeutet 


th, Igy * °°, 


irgendwelche Kombination ohne Wiederholungen der Elemente 


- 1, 2, 3,---,m, 
a, ig, “eon tn) Ta %e0°° Veo 
eine Permutation derselben Elemente. 
Demnach kann man den Ausdruck A*(u,u,---u,) folgenderweise 
ordnen: 


k k 
ay 
A* (tu, Uy +++ Uy) = > 
mL tyige stg = ky kjree kj, = 1 
(18) ip <ia<+ ++ <im ie! ea 


k! k kj ky 
ky! ki! eee k, ! 4 (mj, )O >(u:,) Peay va\ 'm (Uj) Ur, Ur, =a tram ; 


Mit Beriicksichtigung dieser Umformung wird nach (15): 


k 


k ~n 
lA oe > Ps Rr = 


tm 


tig: +t =t hy hy+ + ky 1 

(19) h<ia< <i et ae. 

a [A*i:(u, ) A*,,(u,,) — (u,.) Uy Up My hive) 
r=1 r 

wo 
A = v (mod 4) (v<4), 
a = 1 

ist. 


Da im allgemeinen u, nur fiir a, Einheitswurzeln von Null verschieden 
sein kann, verschwindet das Produkt: 


Uy, Ur, pre Ur, —m 


nur fiir solche 4” Einheitswurzeln nicht, welche jeder der binomischen 
Gleichungen: 
o1—1=0, 
oe—1=0, 
gra-m—l1 =O 
geniigen. 
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Die gemeinsamen Wurzeln dieser Gleichungen enthilt die Gleichung: 
gat ‘in 1 = 0, 
wenn 
Gig -4yy 
den gréBten gemeinsamen Teiler der Zahlen 
By, y Brey °**y Ury—m> 
d. h. der Zahlen 


F ay, Mg,°**, 4, 
mit Ausnahme von 


Gi,» Wigy** *y Vin, 
bedeutet. 
Das Produkt 


Ur, Ur, eye Urn —m 


kann also nur fiir solche 4* Einheitswurzeln von Null verschieden sein, 
welche zugleich d,,;,...;,,°° Einheitswurzeln sind. Da aber d;,,,...;, ein 
Teiler von 4 ist, d. bh. unter den 4 Einheitswurzeln saimtliche d,,,,...;,."" 
Einheitswurzeln enthalten sind, muB man das Produkt 


U4; Uy ‘gine Urn—m> 


und so in dem Ausdrucke von 1G,(4, v) das ganze Glied 


[al(w,) AM(0,) -- Am (Hig) He" Mrammleme 


r 


nur fiir die simtlichen d;,;,...;,,°" Einheitswurzeln summieren. 
Fiir solche ist: 





4n—m or-G@e a. -+-G, 
are -_ ab cence Meee 
[Uy, Ur, Urq —mls= 0, a, 4,.° - ae @,@, +++, ? 
folglich: 
2 2 2 kia,a,---a, a"~™ 
_ a ‘2 tm 
4G, (4, ¥) = MD > ki th. les kt ay dy ++ a, 
m=1 ip ige ++i =1 7a ry 7a) is - 
(20) P 8 << ig ++ -<in By thts +h =k 
btgsstn[ati(,)A*(u,)--- AP a(t) poy 
» i icc 
r=1 r 
wo 
A =v (mod 4) (v<A), 


otis: * im == 1, 


Die niachste Aufgabe ist jetzt die Berechnung der Faktoren 
[A*e (u:,)]. =@,° 
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Da 
xs 
“i, 
u = > #% 
, e=0 
ist, kommt 
| 
A ‘(uy ) = > avg ip hy 
e=0 
Setzen wir z= @,, 80 ist 
~~ w,?%s, 


im Falle, daB 
o4, =e a, , (mod d, .... te) 
oder — weil der gréBte gemeinsame Teiler von a, und von d, ioe nach 
der eingefiihrten Bezeichnung 
ee ee eee 


ist — im Falle, dab 


fri --im 





ty tg++tg—1ig+i***tm 
Fibren wir durchgingig die Bezeichnung 
My ig: + «day 
tig ig—1ig+1**-tm 


ein, so wird fiir 


é. < te, 2 ) 
5, 4; Sette a ik “Wis “Ne 
@, '=o@,' Ftd... ew, i, , . 
und mit der Substitution 
o = §&,+ ut,: 
cant = 
At (aden SS ae antag! 
2=0 w= 
io ky 


6 SS Seyereees 
&=0 u=0 ec=0 
[ae ‘| 
8 S| Sejcyawres 


Se 


wo 
ots ig:**im == ] 
ist. 
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Hier kann man die Summe 
a 


S| 


mit Anwendung der Bernoullischen Reihenentwicklungen in dieser Form 
darstellen: 
[ = 


| 2"! 


wo, im Falle v = 0, 








224 
ya a’ ? 
“2 € ; re 


ps 
ist, und im Falle r>0, 
a 1 
Cs v+1? 
1 
A, -1 a ay 
1 
, _ 2 (*) B, ’ 
Beat - 0, 
1 o 
A, —_— + (3) B,, 
A,.3™ 0, 
1 
Agee (155 (op° 3) Bur (K> 0), 
A,.-@k+1)= 0 (k>0, 


und B,, B,, B;,--- die Bernoullischen Zahlen sind; z. B. wenn v = 2s, (s>0), 
wird As,,o = (—1)'~* By,-1, wenn v= 2s+1, (s>0), wird As,41,0 = 0. 
Mit Substituierung des — Ausdruckes sind 


ted 5 SS At (ti) eo tee, 


und infolgedessen: 
n k ky ky 


k k 
kia," a, **..-@, im 4" 
@1) 14,4,%)=- >) > 4 . ta 

M=1 ipig---ig=1 ky ki hy = 4 & i = 


> 
Sia <img; +h, $k, =k 
m 


m [- = kj ° =a 
“Se IT >) > 4, = *() gle" tial | 
rt 2=0 c=0 A=0- bis 


«,, . ° 


¥ 
r 


r=1 @ 








di 
ist 
ni 


b 
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Da hier in dem Produkte: 


IT [J 

e=l 
die niedrigste Potenz von 4 4°, die héchste Potenz aber 4‘ **2*'"+*im — g* 
ist, und die nachstehenden Summationen einen das 4 enthaltenden Faktor 
nicht liefern, folgt, daB 

4G,(A, v) 


in 4 ein Ausdruck (n +k)" Grades sein wird, wo die niedrigste vorkom- 


mende Potenz 4” ist. 


G,(2, ») 


selbst wird hiernach in 4 ein Ausdruck (n—1+k)* Grades, wo die 
niedrigste vorkommende Potenz 4”~* ist. Das ist die Eigenschaft, auf 
welche wir uns im vorhergehenden berufen haben. 
In Anbetracht dessen, daB nach (12) 
—1) ; 
C,-1-,(A) = rae op coeff 4” in 1G,(A, v), 


bekommen wir: 


(22) Cy—1~-2(A) 
( , k n 7 kia i am. Aig 
—1 a 
~~ ki@—i—®sb! a a Ex? +k, nt Oy °° 
m=1 iyig-+*tg=1 ky hig hy, = 1 4% Ss 


4 <Sie<+ ++ <im kj, +h, Porotly =k 


Fiihren wir nun statt der durchgingig benutzten 


t, und &, 
die endgiiltigen Bezeichnungen 
i, +++tm und &- tm 


ein und bezeichnen den hier vorkommenden ganzen Ausdruck von 
:.. ig fOlgendermaBen: 


Paes )-> A'S) (thi sin)” nig) 


so entsteht: 
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(23) Cot=t (A) 
« ” f ky ky k; 
= _ (-1} > i > > ae kia," @,.*--- Gm 
Ein —1—F)! 1 tyfa-:-tm=l ky kj By = 1 a (*) 
a= ‘+e = . 5 ’ 
acuc sale = Ki tk,t-+-K, tad, 4p its 
— mb hi +4, a8 e=i1 
t _ 3 | 
bed tn 42° "tm a gf) . 
‘ : a, +t 
d, i iy HM B fi, (8, im) @, oa " . 
i‘s m =a | (8) at | 
Sin ig im a ee 
r=i a. ‘ 
Es bleibt noch die Summation nach r auszufiihren. 
Die Glieder des im Ausdrucke vorkommenden Produkts 
m |’ @.... iy a | 
f -(é ) 
P= J | > fh, (5 ; ) oteFat “ttm 
j a ha) r 
e=1 |, - "e . | 
gia? etm 
kann man nach der Entwicklung so anordnen: 
m 
a gle) 
@ i4te°** tn 
> | 
P — a [In.,( (Oe “a =, ’ 
. _ eel 
i,t me 
wo 
< 3 - 
3 0 = “his im < bi 
ist. 
Damit wird: 
(24) €,-1-2(A) 
k ” k 
-wam> > 4 «1 I 
~ kI@—1—B! Tr 3 
\" 1 ») M=1  izig---ig=l ky Ri, - ki, = 1, a, k; ! 2 
ip <Sin< ++ <im ky thy +---+h; =k 
a : m 
m 
, , ~(@) 
4, ty--- im, >, i EY le 
¢ s) e=l . 
> > [i.,( Pins ws @,. 
r=1 : gle) : 
"this m 


Hier kann die Summe 


n 
1 Sy (e) 9 
a ‘es "igts m 
‘ a= 
— r 
r=1 


nur fiir solche Werte von §" . von Null verschieden sein (und den 
a*a°**'m 


Wert d;,;,...;,, haben), welche auch der unbestimmten Kongruenz 
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OE im —¥ =O (mod diys,...in) 
eutsprechen. 
Demzufolge ist 
(25) Cy-1-4(A) 
. ( 1»! k n k k! m aed 
a os a. a —fe__ fafa *- to 
— wat 2 eo oe =1 aaa, Lf aL a 


ica ‘Sim kj, th te thy ek 


im 


f,, ( (e" 
o- t ] ki, Pi ie: al , 


wo die auf die Werte 
* 


4 ta°***m 


(¢=1,2,---,m) 


beziigliche Summation auf simtliche Auflésungen der unbestimmten Kon- 
gruenz 


™ 


= q;. Sisie: *thin santinl (mod di, i,. ved 


e=1 


sich erstreckt, welche den Bedingungen 


<ce.. <n (e = 1,2,---,m) 
entsprechen. 
Da 
A =v (mod 4) 
und 
24=0 (mod d;j,i,...:,,); 
wird 


A=v (mod d;,;... 


und demzufolge kann man in der obigen Kongruenz statt v das A 
schreiben und 
C,—1-2(A) 


als eine periodische Funktion von A betrachten. 
Die Endresultate unserer Betrachtungen lassen sich folgendermaBen 
zusammenfassen. 


Wenn di,i,...:,, den gripten gemeinsamen Teiler aller Zahlen a mit 
Ausnahme von 


sim) 


ai,, Gi, i a 


‘m? 


und ... =d ; _ den gripten gemeinsamen Teiler aller 


‘im fia s tg—iteti’**'m 


Zahlen a mit Ausnahme von 


M%,, Ary, or Gi,-1) Ginsas ae Gi, 


Mathematische Annalen. LXXV. 36 
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bedeutet, ist in der Funktion 


n—1 
p(A) = > a-1-2(4) A8-1-4, 
f= 


die die Zahl der auf die Elemente 


@,, Mg, °°", 


beziiglichen Partitionen von A ausdriickt, die allgemeine Formel fiir die perio- 
dischen Koeffizienten: 
: = 114... sim 


(— 19° = 
C,-1-4(A) = ' > : 
k>0 


(n—1—k)! a,a,---a, et 


M=1  tyiges stm =1 tiias*-im 
<i <im 
(26) k ™ atte 
a (®) 
> > LT eit. (EN, sg) 
ef) ee a e=1 ‘e . 
i, tg: ++i ky thy tes thy =k 
Darin umfaft die iiber die Werte 
(«) 
| (e=1,2,---,m) 


erstreckte Summation séimtliche ioeains der unbestimmten Kongruenz 


a . a =A (mod dj, i, ; im) 


ze... <i 


a's tm snl 
q-' . ‘ 
a Zahl ee _M): 
Pe 
Ferner ist 
ky, 
(e) B,\ (4at---tm\" hy -0 
fa Ben) — 2 Ae (S) (BP) Bare ad) 
endlich 
Ay = 1, 
1 
Ay = 2? 
As, 9= (—1)'-* By,_,} (k>0), 
Agi4i0= 0, (k>0), 


wo B,,_, eine Bernoullische Zahl bedeutet. 
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IV. 


Wir haben fiir die periodischen Funktionen ¢(A) die gesuchte inde- 
pendente Formel hergestellt. Aus dem gefundenen Ausdrucke kann man 
den allgemeinen Typus jener elementaren periodischen Funktionen klar 
festsetzen, auf welche die Frage der Bestimmung der Zab] der Partitionen 
’ reduzierbar ist. Dieser ist der folgende: 


2, fi (&,) fa(Es) © « * FB) 


a,8, + dye +--+ ,8, =A (mod d), 
d . 
(0<&<4), (i= 1,2,---,m), 


d, der gréBte gemeinsame Teiler von a, und d ist, weiterhin f,, f,, ---, fy 
ganze Ausdriicke sind. 

Der letzte Typus aber, auf welchen wir im Laufe unserer Unter- 
suchung kommen kénnen, ist der folgende: 


Tr T r 
> fe: vias ha 


&, 5, . Em 


wo 


wo 
a,&, + dgig +--+ +46, =A (mod d), 
und 
d\ ° 6 
(O<E< d,)? (i= 1,2,---,m). 


Diese, in Bezug auf A periodische Summenfunktion ist im allgemeinen 
nicht in einfacher Form ausdriickbar. Eine ausfiihrliche Analyse der Eigen- 
schaften dieser Funktion hat die Aufgabe weiterer Untersuchungen zu sein. 

Wir wollen hier die allgemeine Formel nur noch auf einige einfachere 
und spezielle Fille anwenden. 

Ist kK =O, so ist 


¢,.,(4) = . 


(m—1)!a,a,---a 


n 


Ist k= 1, so bekommen wir mit der Substitution i,=1 aus (26): 


n 
| Tava, | o(b- $4)| 
(A) = — s (b— — 
¢,-3(A) (n— 2)! a,a,---a, - a, (&, 2 a), 
i= 


a,£,= A (mod d,) (O<E,<d,) 


wo 


ist. 
So geht es weiter in den Fillen & = 2, 3, 4, --- 
Wenn jetzt m = 2 ist, wird die vollstindige Deven (d,=d,, dg=a,): 
A! A® se 
gy (A) = “a, aa, {d,£, + dy&— a, a9}, 


36* 
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a,§, =A (mod a), (O<§, <a,) 
a,§, = A (mod a,) (O<&, <a,) 


ist. 


Die Funktionen c(A) nehmen eine einfache und interessante Form 
in dem speziellen Falle an, wenn jedes Elementenpaar a,a, relativ prim, 
z. B. wenn jedes Element a, eine Primzahl ist. 

Dann ist 

d,=d,=—---=d . .=l 


ae a | ’ 


° a = 4, . 


hf 'g 1 ” 


Wenn wir nun noch statt A,, kurz A, schreiben, und weil 


Sissi = v (m<n— 1), 
. (e) 
fis, (Bi, ---t,) = Ani, (m<n—1), 
so gestaltet sich die Formel: 
ve ye k n k 
C._,-,(A) = ; 
=," (W—1—B)! 4, 4, -+-G, el (o>-kn od kp kp --ky ml 
= “1% n= i, “ig im, ™ 
) <ia<*<im ky thy te ‘+h, =k 
By, *i, t,, 
a "q ‘t..-a@ 
h 4g tm a ; 
k; 1k.:---k, ! Ax, As, Ai, - 
1 i} 'm 
Das kénnen wir auch so schreiben: 
\k , ie 
(— 1) hy ky kn hy he kn 
6-1-4) — Si-nc, -s kK, 1K,!---k,! ae The a, 


"ky that: tk,=k 
Diese auBerordentlich einfache Formel ist auch in dem Falle K=O an- 
wendbar, da sie dann den bekannten Wert: 
7 1 
€,~1(A) - (n—1)! a,a,--- a, 


liefert. 
In diesem speziellen Falle sind also 


€,(A), ¢(A), «++, €,_,(A) 


nicht periodisch, sondern konstant. ¢,(A) ist aber auch hier periodisch. 
Noch einfacher ist das Resultat in dem speziellen Falle, wenn 


a, = a, = a; nedeliadlid =¢,.= 1. 
Dann ist 
(—1)* Nv A,, A,,-°- A, 
¢,-1-1(A) = Gm hed k,tktok,! 
Osk<n tht thysk 1? : 


Oskj sk 
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Andererseits ist in diesem Falle: 
(A —1 
y(A) = ( oe 1 ) 
und 


1 
n— 1)! “#? 


Cont _,(A) _ ( 


wo «, die aus den Elementen 1, 2, ---, » — 1 erzeugte symmetrische Funktion 
k*" Grades bedeutet. 
Aus dem Vergleiche der beiden Erzeugungen folgt: 
q=(-14("7') > wl s,s,» ++ Ay. 


ky !kg!--+k 
kjthgt::-+hk,g=k * ? ” 


Weil 
A, = 1, 
1 
A, ae 
A,, = (—1)-*B,,_, (k>0), 
Ay, = 0 (k>0), 


ist das Obige nichts anderes als der Ausdruck der elementar-symmetrischen 
Funktion «, durch Bernoullische Zablen. 

Wegen Anwendungen in der Invariantentheorie und in der Theorie 
der symmetrischen Funktionen ist ein wichtiger spezieller Fall das fol- 
gende Euler-Cayleysche Beispiel: 


Sei 
= =? eee = — en DB cee = om 
a,— 1, dg=2,---,a,=7r, @,,,=1, .,,=2, °°, ag—n—?7, 
so wird 


¢,~1(A) nd (n—1)! ot (n—r)! (ZY (2) (*): 


Da im Falle n > 3 der gréBte gemeinsame Teiler aller Kombinations- 
gruppen (n— 1)" Grades der Elemente 


5 ee eS ae 
gleich 1 ist, wird 
d=1, &=0 (i=1, 2, +++, m) 
und 
C,-3(A) = - (r@+3) , @—)(e—r+)) 


2! (m—2)!riin—r)! | 2 2 
= ahs (1) (2) (E24 =P) wD, 


Da im Falle n>5 der gréBte gemeinsame Teiler aller Kombinations- 
gruppen (x — 2)" Grades der Elemente 


ove 9 ove _ 
1, 2, 3, » ¥, 1, 2, 3, pwr 
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gleich 1 ist, wird 
d, = 1, &, = 0 (i, k= 1, 2, ---, m) 
und 
Cn-3 (A) = 
1 


1 ” o> 2 2 
= n—SI ri @—! [ig (A+ +--+ ett 14 P+... + — nH) 


1 +7.) 
- ik 
+ 4 p> J 
i<ck 
é, & = 1,2,3,---,7,1,3,---,u—? 


1 [ (12+ 2+ +--+ r2 124 4... + — rH?) 


™ (m—8)i r! @—r)! l1 
+L[L +2 4---+r$1424---+@—n) 
—(1 $22 +---¢ + P+ +--+ ww — ny] 
sie(2) (2) (ated tr tl eet tony 
—FPEP HE te EE WPe--- + W—Hy}- 
Wenn wir in Betracht ziehen, dab 
1+ 2 4-0. m = MMH, 
m (m+ 1) (2m +1) 


1°74 2?4.--+ m= ; : 
wird 
1 n m\ { 3 frir+1) (n—r)(n—r+1)7? 
(4) = gaps (3) (7) (aL me — 
1 fr(r+1)(2r+1) n—r) (n—r+1) (2n—2r+1))) 
—— |. a 
(mn > 5). 


Gleichfalls in invariantentheoretischen Anwendungen pflegt der fol- 
gende Fall vorzukommen: 


a,— 2, a—3,---,4,,=—7, a4,=1, @41= 2, +++, a= —(r—1). 
Wenden wir die Substitution 
n=m—1 
an, so wird 
1 
Cn-2(4) = Gait mn? 
1 r(r+1) (m—r) (m—r+1)) 
Cn-3(A) = 2! (m—3)! r! (m—r)! | * diame de Se? avon 
(m> 4), 
= 1 (1 cr(ir+1) (m—r) (m—r-+1)7? 
Cy 4(A) = (m —4)! r! (m—r)! | 8 [ . . '+ 2 ] 


1 pr(r+1) (2r+1) (m—-r) (m—r-+1) (2m—2r+1) 
al 6 hertadid ee “]} 
(m>6), 
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usw., und die Zahl der Auflésungen der Gleichung: 
24,+ 3a,+---+rx,_,+14,+22,,,+-+-+(m—r)x,_,=—A 
ist 
(A) = Cy_g(A)A™~* + Cy 3(A)A™-® + Cy (A) A™~4+ «++ + (A). 
Wenn wir ganz numerische Beispiele nehmen, bleibt in den Formeln 
-in letzter Analyse der folgenderweise definierte Funktionstypus: 
ina (M) = M (mod k) OS1u) <b), 
und falls i, k relativ prim sind: 
mux(9) + Ma (1) ++ +> + t(k—-1) = 


Bezeichnen wir die Zahl der Auflésungen der Gleichung 


kb—1), 


A,X, + Ay%_ + st +4,2,—A 
mit 
9 (4, Gy, ***, Gy; A), 
dann bekommen wir mit Gebrauch obiger Formeln: 


¢(1,1;4)=A+1, 

(1,2; A) = A+ C= ms) | 

(1,3; A) = ed | 

(2,8; A) — ATE Bra(4) — 20 (4) 
y(1,1,1; A) =A +844? 


(1, 1,854) = A FSA tml 





(1, 1,8; A) — SAS $98 — tg) — Say ('4— 2) 


9(1,2,2; A) — <FSC— mat A) A+ O— Org) 


3A?+18A4 28—9 A)—4n,,(A 4n,,(A—1 
(1, 2,3; A) = #4 +[ us Ts ( y+ ai| ( < I 
(2,2, 8; A) = 240+ 00 — 181514) 4 + 64 SS) = Oe) et. 
p(2, 3,4; A) = sa [3.4? + 18 (2 — ,,(A)) A? 
+ [112 — 6319(A) — 16%45(4) + 161,3(A — 1) — 18%54(A)]} - 


Wie es scheint, machen praktische Anwendungen hauptsiichlich die 
Entwicklung der Eigenschaften der periodischen Funktionen 


. 7:,(A) 
notwendig. 
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Eine solche Eigenschaft ist: 
™ ,(M) + Ny —1,n( M+ 1j)=n—1, 


und sind i und & relativ prim: 


&k-1 k-1 
> (une) = >) #. 
s=0 z=0 


Vollstandigere Kenntnisse iiber die Eigenschaften der Fundamentalfunk- 
tion kénnen die weitere Vereinfachung der die Zahl der Partitionen aus- 
driickenden, zusammengesetzten Funktionen méglich machen. 


Miskolez (Ungarn), den 31. August 1913. 
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Uber die Invarianten der Hauptgruppe.*) 
Von 


Rovanp Weirzenséck in Graz. 


Als wichtigstes Problem bei algebraisch-geometrischen Untersuchungen 
kann das folgende bezeichnet werden: Es ist in einem Gebiete n‘* Stufe 
[(n—1)-dimensionaler Raum R,_,| ein geometrisches Gebilde J’ und eine 
Kollineationsgruppe G gegeben. Man soll alle diejenigen Eigenschaften 
von F’ angeben, die bei den Transformationen von G erhalten bleiben.**) 

Wir wollen jetzt erkliiren, was wir in folgendem unter einem ,,geo- 
metrischen Gebilde“ und einer ,,Eigenschaft* eines solchen verstehen werden. 
Hierzu wihlen wir im Operationsraume R,_, ein Koordinatensimplex und 
bezeichnen mit X, die homogenen Koordinaten eines Punktes, mit TT,, die 
einer Geraden (oder allgemeiner die eines linearen F,_,-Komplexes), mit 
TT,,, die einer Ebene (oder allgemeiner die eines linearen R,_ ,-Komplexes), 

--, mit U/ die homogenen Koordinaten eines linearen ,_,. Dann sei f 
eine Form, welche eine oder mehrere dieser Koordinatenreihen enthiilt, 
d. h. eine ganze rationale Funktion der X;, TT,,, T,,,,---, U;, die homogen 
in jeder Koordinatenreihe ist, die sie enthilt. 

Unter einem (algebraischen) ,,geometrischen Gebilde“ verstehen wir 
dann diejenige Figur im Ff,,_,, die durch Nullsetzen einer endlichen An- 
zahl m solcher Formen / dargestellt wird: 


f) = 0, fF = 0, ---, f™M =—0 (m > 1). 


Die Formen f bezeichnen wir dann als ,,Grundformen“, ihre Gesamtheit 
als ,,Grundformensystem“ oder als ,System der Grundformen / “. 


*) Die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit bildeten den Inhalt eines Vortrages, 
den der Verf. gelegentlich der 85. Naturforscherversammlung in Wien (1913) ge- 
halten hat. 

*) Vgl. F. Klein, Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische 
Forschungen, Programm Erlangen 1872; wieder abgedruckt in Math. Ann 43, S. 63— 
100 (1898). 
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Es sei nun G eine Kollineation oder auch eine Kollineationsgruppe, 
S die dazu gehérige Substitution bzw. Substitutionsgruppe und J eine 
Invariante der Grundformen beziiglich S. Eine ,bei S invariante Eigen- 
schaft“ des durch die Grundformen f gegebenen geometrischen Gebildes F 
ist dann erkliirt durch das Verschwinden (identische Verschwinden) von 
Invarianten J, allenfalls auch durch Ungleichungen zwischen ihnen. 

Wir heben noch hervor, daB wir unter Invariante schlechthin stets 
eine ganze rationale Invariante verstehen. Dies ist eine ganze rationale, 
allseitig-homogene Funktion der Koeffizienten der Grundformen /, welche 
sich nicht auf eine Konstante reduziert und die nach Ausfiihrung einer 
linearen Substitution S mit einem Faktor multipliziert erscheint, der nur 
von den Transformationskoeffizienten von S abhiingt. Allseitig-homogen 
soll dabei heiBen: homogen in den Koeffizientenreihen jeder einzelnen der 
Grundformen f. 

Die algebraische Einkleidung obigen Problems ergibt jetzt: Man soll 
alle algebraischen Invarianten des geometrischen Gebildes F' beziiglich S 
aufsuchen. 

Dieses Problem findet seine erste und wichtigste Beantwortung durch 
die Angabe der ganzen rationalen Invarianten J der Grundformen f be- 
ziiglich S. Hierbei ist der Begriff eines ,,vollstiindigen Invariantensystems“ 
von grundlegender Bedeutung. Ein vollstindiges Invariantensystem von 
Invarianten J der Grundformen / beziiglich S wird gebildet von ganzen 
rationalen Invarianten J,, J,, J;,--- der Grundformen / beziiglich S, die 
die Eigenschaft besitzen, daB sich durch sie jede ganze rationale Invariante 
der Grundformen f beziiglich S ganz und rational ausdriicken laBt. Be- 
steht insbesondere das System J,, J., J,,--- aus einer endlichen Anzahl 
von Invarianten, so heiBt dieses System ein endliches. 

Fiir geometrische Anwendungen ist ferner von Bedeutung der Begriff 
eines ,,volistindigen Formensystems“. Hierunter versteht man folgendes. 
Wir fiigen dem System 


== f™, {, rey f™ 
der Grundformen f noch die Linearformen 
, 2 a’ (3 , (n- r 
pg) = Zu; X,, P= 2a, My, PO = Sa May ++, PC = 24,0, 
hinzu, Linearformen also, die von jeder der Koordinaten 
X;, The Thiaes ae U; 


eine und nur eine Reihe enthalten. 
Aus & entsteht nun so das erweiterte System 


= f™, f, ee, f™, gp, gp), resy g®-. 
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Ein vollstindiges Invariantensystem der Formen von 2’ wird dann 
ein vollstindiges Formensystem der Grundformen f genannt. 

Es fallt also der Begriff ,,vollstindiges Formensystem“ unter den 
eines ,,vollstindigen Invariantensystems“ in derselben Weise, wie man 
Kovarianten, Kontravarianten usw. mit dem Begriffe ,,.Invarianten“ um- 
schlieBen kann. Warum man gerade die Formen » mit je einer Koordi- 
natenreihe dem Systeme der Grundformen f hinzufiigt, kann hier nicht 
weiter ausgefiihrt werden.*) 


§ 1. 


Nach diesen allgemeinen Erérterungen gehen wir von dem System 
Z =f, fF, ..., fom 


der Grundformen f aus und nehmen als gegebene Kollineationsgruppe die 
allgemeine projektive Gruppe G. Die Koeffizienten der f sollen hierbei 
gewohnliche komplexe Gréfen und voneinander unabhiingig sein. Das 
Fundamentalproblem besteht dann in der Aufstellung eines vollstiindigen 
Invariantensystems von projektiven Invarianten der Grundformen /,. 

Fiir die Lésung dieses Problems gibt es eine allgemeingiiltige Me- 
thode, welche auch bei weniger einfachen Fiillen ein wirkliches Hinschreiben 
eines vollstaindigen Invariantensystems gestattet. Diese Lésungsmethode be- 
ruht erstens auf einer besonderen (sogenannten symbolischen) Darstellung 
der Grundformen f und zweitens auf der Anwendung von drei Sitzen: dem 
ersten und zweiten Fundamentalsatze der symbolischen Methode und dem 
Endlichkeitssatze von Hilbert. Wir wollen hier kurz andeuten, wie diese 
drei Siitze Verwendung finden. 

Das Wesentliche der symbolischen Darstellung der Grundformen / be- 
steht darin, daB diese durch Linearformen ersetzt werden und da8 dann 
die Theorie der Invarianten der f auf die Theorie der Invarianten dieser 
Linearformen hinausliiuft, die an Einfachheit nichts zu wiinschen iibrig 
liBt. Bezeichnen nimlich a,, b,, ¢,, -+- (i= 1,2,-+-,m) GréBen oder Symbole, 
die den Punktkoordinaten X, kogredient sind und «;,, B,, y;,--- (i =1,2,---,m) 
GréBen oder Symbole, die den R,_,-Koordinaten U; kogredient (den X, 
also kontragredient) sind, so gibt es fiir die Invarianten der Linearformen 


Za; X,, ~; X,, 27 Xy +5 2a,U;, 2b,U;; 2¢,U;, ue 
nur die drei Typen: 


*) Vgl. hierzu A. Clebsch, Uber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie, 
Abhandl. d. Gittinger Ges. d. Wissensch. 17 (1872). 
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Man bezeichnet dann die beiden »-reihigen Determinanten (ab --- pq) 
und («’ p’--- wy’) als ,,.Klammerfaktoren* oder ,,Faktoren zweiter Art“; die 
Summen (a«’) nennt man ,,Linearfaktoren“ oder ,,Faktoren erster Art“. 

Der erste Fundamentalsatz der symbolischen Methode lautet dann: *) 

Sind a, b, c,---, a’, B’, y’,--+ die Grifen- oder Symbolreihen, mit denen 
die Grundformen f symbolisch dargestellt werden, so laéBt sich jede ganze 
rationale projektive Invariante J dieser Grundformen aufbauen aus Faktoren 
erster und zweiter Art. 

Durch diesen Satz werden die Bausteine (Faktoren erster und zweiter 
Art) fiir die Invarianten J geliefert und diese Bausteine lassen sich von 
vornherein erschépfend angeben. Die durch die linken Seiten der Glei- 
chungen (1) gegebene Darstellung von n-reihigen Determinanten (Faktoren 
zweiter Art), bzw. n-gliedrigen Summen (Faktoren erster Art) nennt man 
»abgekiirzte Bezeichnung*. Ihr Vorteil besteht erstens darin, daB nicht 
mehr die einzelnen GréBen (Koordinaten) oder Symbole a,, dg, ---, a, 
explizite hingeschrieben werden, sondern daB die Gesamtheit solcher GréBen 
(Symbole) a, durch ein Zeichen a, die ,,GréBenreihe a* (Symbolreihe a) 
ausgedriickt wird. Auf diese einfache Abstraktion griinden sich ebenso die 
in der Vektoranalysis und die in der GraBmannschen Ausdehnungslehre 
verwendeten Bezeichnungen. 

Zweitens aber, und dies ist das Auschlaggebende, gestattet diese ab- 
gekiirzte Bezeichnung ihre fortwihrende Verwendung: man braucht nirgends 
auf die einzelnen a,, b,,---, «;', B;,--+ zuriickzugehen, sondern arbeitet nur 
mit den Faktoren erster und zweiter Art selbst. 

Niheres hieriiber gibt der zweite Fundamentalsatz der symbolischen 
Methode**), den wir der gréBferen Deutlichkeit halber fiir ternire Formen 
(m = 3) aussprechen: 

Jede Identitét zwischen ganzen rationalen Invarianten ist eine Folge 
von einfacheren Identitiiten (,,Nullidentititen“), die den fiinf nachstehenden 
Typen angehiren : 


*) Vgl. meine Arbeit: Beweis des ersten Fundamentalsatzes der symbolischen 
Methode, Wiener Ber. 122, Abt.Ila (1913), wo sich ausfiihrliche Literaturangaben finden. 

*) Vgl. meine Arbeit: Beweis des zweiten Fundamentalsatzes der symbolischen 
Methode , wie bei *). 
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I. (abe)(da’) — (dbe)(aa’) + (dac)(ba’) — (dab) (ca’) = 0, 
V’, (eB'y')(G'a) — (8'B'7’) (wa) + (6'a"y’) (B'a) — (0'e'B’)(y'a) = 0, 
Il. (abe)(def) —(dbe)(aef) + (dac) (bef) — (dab) (cef) =0, 
(2) | I. (Bye) —OBy) (ey) + (Fay) (Be) —(O'e B)(y'e'y') =0, 
|(aa’) (af) (a7’) 
Ill. (abe)(a'p'y’) — (be’) (bf) (by’) =0. 
(ca’) (¢B’) (¢7’) 


Durch diesen zweiten Fundamentalsatz der symbolischen Methode ist 
man in der Lage, bei gegebenen, symbolisch dargestellten Invarianten, die 
zwischen diesen bestehenden Gleichungen erschépfend anzugeben. Diese 
Angabe geschieht eben deshalb in einfacher und durchsichtiger Weise, 
weil man nicht mit den Koeffizienten der Grundformen oder gar mit den 
Symbolen selbst zu rechnen braucht, sondern nur mit den Faktoren erster 
und zweiter Art operiert. 

Fiir die Aufstellung eines vollstiindigen Invariantensystems der Grund- 
formen f ist nun folgender Weg vorgezeichnet. Aus den GréBen- und 
Symbolreihen, die zur symbolischen Darstellung der Grundformen f ver- 
wendet werden, baut man erstens nach dem ersten Fundamentalsatze In- 
varianten auf und ermittelt dann zweitens ihre gegenseitigen Beziehungen 
nach dem zweiten Fuudamentalsatze der symbolischen Methode. 

Jetzt tritt der dritte der obigen Siitze in Verwendung: der Endlich- 
keitssatz von Hilbert.*) 

Er sagt aus, daB ein vollstindiges Invariantensystem von projektiven 
Invarianten endlich ist. 

Dieser Satz bietet dann von vornherein die GewiBheit, daB die beiden 
Tiitigkeiten: erstens Aufbauen von Invarianten nach dem ersten Funda- 
mentalsatze und zweitens Aufstellen der Relationen zwischen den so er- 
haltenen Invarianten nach dem zweiten Fundamentalsatze der symbolischen 
Methode, nicht ins Endlose verlaufen kiénnen, sondern nach einer end- 
lichen Anzahl von Schritten abbrechen miissen, indem sich keine irredu- 
ziblen Invarianten mehr ergeben. Dann eben ist man im Besitze eines 
volistiindigen Invariantensystems. **) 





*) Vgl. D. Hilbert, Uber die Theorie der algebraischen Formen, Math. Ann. 36, 
S. 473—584 (1890). 

**) Ein einfaches Beispiel fiir eine solche Ableitung findet man z. B. in Clebsch- 
Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie I, VII. Abschnitt der dritten Abteilung, wo 
eine terniire quadratische Form als einzige Grundform behandelt wird. 
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§ 2. 

Das Bisherige gilt fiir Invarianten beziiglich der allgemeinen projek- 
tiven Gruppe G des Gebietes n‘* Stufe (n> 2). Durch die Aufstellung 
eines vollstindigen Invariantensystems von projektiven Invarianten ge- 
gebener Grundformen f ist die Frage nach allen jenen Ausdriicken, die 
bei projektiven algebraisch-geometrischen Untersuchungen der durch die f 
dargestellten geometrischen Gebilde auftreten kinnen, im wesentlichen 
erledigt. 

Wie steht es nun aber bei einer Geometrie, der nicht die allgemeine 
projektive Gruppe G, sondern der eine Untergruppe H von G zugrunde 
liegt? H soll hierbei durch eine geometrische Figur [ definiert sein, die 
bei den Transformationen von H invariant bleibt. 

Wir erwihnen gleich jetzt, daB wir unser Augenmerk besonders auf 
die Hauptgruppe des (n — 1)-dimensionalen Operationsraumes richten wollen, 
auf diejenige Gruppe also, die der (Euklidischen) Elementargeometrie zu- 
grunde liegt. [ ist in diesem Falle das sogenannte absolute MaBgebilde 
(in der Ebene die ,,Kreispunkte“, im Raum der ,,Kugelkreis“). 

Die algebraische Formulierung des Fundamentalproblems lautet jetzt: 
Im Gebiete n‘* Stufe (n >3) sind erstens durch das Grundformensystem 


Zz =f, f, ---, ~~ (m=>1) 
geometrische Gebilde F' gegeben. Zweitens ist durch weitere Formen 
Q= ge, @™, rey g” (h=> 1) 


ein geometrisches Gebilde [ gegeben, das eine Kollineationsgruppe H ge- 
stattet und bestimmt. Es soll ein vollstaindiges Invariantensystem der 
Grundformen f beziiglich der Gruppe H gefunden werden. 

Die Lésung dieses Problems wird durch den schon verschiedener- 
seits*) ausgesprochenen Satz nahegelegt: Die geometrischen Eigenschaften 
von F' beziiglich H sind projektive Eigenschaften der durch F und [F ge- 
bildeten geometrischen Figur. Algebraisch gesprochen wiirde dies die 
Lésung geben (,,Adjunktionssatz“): Man vereinigt die Formen f und @ zu 
dem erweiterten Systeme 


O= F4+Q—/%, f, ---, (™, ge”, g™, ae g” 


und sucht zu den Formen von ® ein vollstindiges Invariantensystem von 
projektiven Invarianten; in diesem la8t man dann alle jene Invarianten 
weg, die von den Koeffizienten der f gar nicht abhingen. 

So plausibel auch diese Art der Lésung wire, so muB man sich doch 
davor hiiten, sie als allgemein richtig anzusehen. Hierauf wurde besonders 


*) Vgl. F. Klein, 1. c., ferner Enzyklopiidie, II] AB, 4b, 31 (G. Fano). 























Uber die Invarianten der Hauptgruppe. 575 


von E. Study hingewiesen.*) Der obige Adjunktionssatz wurde eben bisher 
fiir den allgemeinen Fall nur ausgesprochen, nicht bewiesen. Es ist klar, 
daB jede simultane projektive Invariante der Formen f und g, die die 
Koeffizienten dieser Formen tatsichlich enthalt, auch eine Invariante der f 
beziiglich der Gruppe H ist. 

Beim Beweise des Adjunktionssatzes wire aber auch die Umkehrung 
des eben ausgesprochenen zu zeigen, daB nimlich auch jede Invariante 
der f beziiglich H entweder eine projektive Invariante der f allein oder 
eine projektive simultane Invariante der Formen f und @ ist. 

Ein Beweis des Adjunktionssatzes liegt bisher nur fiir einige spezielle 
Fille der Formen @ vor. So gilt er beispielsweise fiir den Fall, wo 
eine Linearform in Punktkoordinaten ist: go = (l’X). Nimmt man dann 
den durch pg) = 0 dargestellten R,_, als uneigentlichen (unendlichfernen) 
R,_;, so ist H die affine Gruppe. 

Ebenso gilt der Adjunktionssatz fiir die beiden Fille: «) gp =(kU’), 
B) op) = (UX), p® =—(kU’). Im Falle B) ist H die ,affine Gruppe mit 
festem Punkt“. Es kann dann der Punkt k im R,_, VU’ enthalten sein 
oder nicht. **) 

Des weiteren wurde die Richtigkeit des Adjunktionssatzes bewiesen 
von Deruyts in der Theorie seiner ,Seminvarianten“.***) Das geome- 
trische Gebilde, das durch die Formen @ in diesem Falle gegeben ist, wird 
dargestellt durch einen invarianten R,_,, einen in diesem liegenden in- 
varianten R,_,, einen in diesem FR, _, liegenden invarianten R,_, usw. 
bis zu einem invarianten Punkt, der auf einer invarianten Geraden liegt. 
Die Transformationen von H sind dann gegeben durch: 


x, = a,,X, + a,X, +--+ +4, 4-1 X,-1:+4, 4&,, 
XxX; ni Ay, X, i ~* + As a1 X,-1 + Asn, X,; 


q,,~1,n-1 X,-1 + G, sae» 


yy a > 


n nn n 


Ferner gilt der Adjunktionssatz fiir den Fall, wo gy = 0 eine qua- 
dratische Mannigfaltigkeit mit nicht verschwindender Diskriminante dar- 


*) Vgl. E. Study, Uber Bewegungsinvarianten und elementare Geometrie I, 
Sitz.-Ber. Ges. Wiss. Leipzig 48, S. 649—664, (1896); ferner Geometrie der Dynamen, 
S. 123 (1908). 

**) Vgl. meine Arbeit: Die Invarianten der affinen Gruppe, Jahresber. der 
Deutschen Math.-Ver. 22, S. 192—209 (1913). 

***) Vygl. Deruyts, Essai d'une théorie générale des formes algébriques, Liége 
1890, S. 52 ff. 
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stellt, wie von E. Study gezeigt wurde.*) Nimmt man dann g = 0 als 
absolutes Gebilde, so ist H die Gruppe der nicht-Euklidischen Bewegungen 
und Umlegungen. 

Der Adjunktionssatz gilt schlieBlich auch fiir den Fall, daB oo = 0 
eine quadratische Mannigfaltigkeit mit nicht verschwindender Diskriminante 
und g® —0 einen linearen R,_, darstellt.**) Wir nehmen insbesondere 


p= (XX)=XP+ XP+---+ XI, p= (CX)=-X,, 
Dann ist H die Gruppe der Drehungen (und Spiegelungen) um den Punkt 


0:0:---:0:1 (vgl. § 4). An diese letztere Tatsache kniipfen wir die 
folgenden Erérterungen. 


§ 3. 

Die Frage nach einem vollstindigen Invariantensystem von projek- 
tiven Invarianten gegebener Grundformen f ist durch die drei im § 1 an- 
gefiihrten Siitze in die Klasse derjenigen Probleme gesunken, deren Lésung 
im wesentlichen nur mehr mechanische Tiitigkeit erfordert. 

Es entsteht nun die Frage: Kann man auch fiir die Elementargeometrie 
eine ebensolche Lisung des Fundamentalproblems geben? 

Hierauf ist mit ja zu antworten. Genauer gesprochen: Bei vorgelegten 
Grundformen f gibt es auch fiir die Invarianten beziiglich der Hauptgruppe 
(Bewegungen, Umlegungen, Ahnlichkeitstransformationen) drei Siitze, mit 
deren Hilfe es gelingt, ein vollstiindiges Invariantensystem aufzustellen. 
Man ist hierdurch in die Lage versetzt, die Gesamtheit der Ausdriicke 
(ganze rationale Funktionen der Koordinaten, Koeffizienten usw.) zu iiber- 
sehen, die bei elementargeometrischen Untersuchungen vorgelegter geo- 
metrischer Gebilde auftreten kénnen. Die Methoden, die hier das Funda- 
mentalproblem lisen, sollen im folgenden auseinandergesetzt werden. 

Es seien &, &,---, &_, rechtwinklige Koordinaten eines Punktes 
des (n —1)-dimensionalen Operationsraumes. Wir benutzen weiterhin recht- 
winklige homogene Punktkoordinaten X,, die durch 

t= 2 ia1,2,---,2—3) 
gegeben sind. X,—0 stellt dann den uneigentlichen R,_, dar. 

Das absolute MaBgebilde [ definieren wir als (mn —3)-dimensionale 
Schnittmannigfaltigkeit des uneigentlichen R,_, X,—0O und des quadra- 


tischen R,_, ® — X,2+ X,2+---+ X2—(XX)=0. 


*) Vgl. E. Study, Uber die Invarianten der projektiven Gruppe einer quadra- 
tischen Mannigfaltigkeit von nicht verschwindender Diskriminante, Sitz.-Ber. Ges. Wiss. 
Leipzig 49 (1897), 8. 442—461. 

**) Vgl. meine Arbeit: Uber Drebungsinvarianten, Denkschriften der Kais. Akad. 
d. Wiss. in Wien, 89 (1918). 
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Dies ist die Kugel mit dem Radius i = /—1 und dem Koordinaten- 
ursprung als Mittelpunkt. 


In verinderlichen R,,_,-Koordinaten U; haben wir als Gleichung von [: 
® = U,*+ U7 +---+ U2,=(0'|0) =0. 
Die Transformationen der Hauptgruppe lassen [ invariant. Wir nennen. 
Invarianten beziiglich der Hauptgruppe kurz ,,Hauptinvarianten“. 
Um nun ein vollstaindiges Invariantensystem von Hauptinvarianten fiir 


die gegebenen Grundformen / zu finden, kénnte man versuchen, den obigen 
Adjunktionssatz heranzuziehen, d. h. fir das erweiterte System 

f, f, ++, f™, @ 
ein vollstandiges Invariantensystem von projektiven Invarianten aufzustellen. 

In diesem Falle versagt aber der Adjunktionssatz, und zwar aus fol- 
gendem Grunde. Nehmen wir z. B. n= 4 und es sei pg = Da,,U/U, = 0 
die Gleichung einer einfach-singuliren Fliche zweiter Klasse, eines irre- 
duziblen Kegelschnittes [ im Raume R,. [ liege in der Ebene mit der 
Gleichung Ye, X,— 0. Das System der Grundformen bestehe aus der ein- 
zigen Linearform f/f”) = Ly, U;. Dann ist J = Dy,e; sicherlich eine ganze 
rationale Invariante von f™ beziiglich der Gruppe H, die [ in sich iber- 
fiihrt. J = 0 sagt aus, daB der Punkt y in der Ebene eé’ liegt. J ist aber 
keine ganze rationale projektive Invariante des erweiterten Systems /™, ; 
erst J* ist eine solche. 

Wir werden uns daher bei der Frage nach einem vollstindigen In- 
variantensystem von Hauptinvarianten der Grundformen f nach einer an- 
deren Methode umsehen miissen. Das Ziel wird erreicht durch Zuriickgehen 
auf die sogenannten Drehungsinvarianten.*) 


§ 4. 

Jene Kollineationen des R,_,, die die Kugel 0 =(XX)=0O und 
den uneigentlichen R,_, X,—0 invariant, und zwar jedes dieser Gebilde 
fiir sich invariant lassen, bilden eine gemischte, + (n*— 3n + 2)-gliedrige 
Gruppe D, die von den Drehungen um den Koordinatenursprung und yon 
den Spiegelungen an den Koordinatenachsen, an den Koordinatenebenen, 
an den Koordinatenriumen usw. gebildet wird. Die Invarianten beziiglich 
dieser Gruppe D nennen wir ,,Drehungsinvarianten“. 

Die Gruppe D ist eine Untergruppe der Gruppe B der Euklidischen Be- 
wegungen und Umlegungen und eine Untergruppe der Hauptgruppe H. 

Die Invarianten beziiglich B nennen wir kurz ,,Bewegungsinvarianten“. 


*) Vgl. meine Arbeit: Uber Drehungsinvarianten, Denkechriften der Kais. Akad. 
d. Wiss. in Wien, 89 (1913). 
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Wenn es nun gelingt, fiir ein System von Grundformen f ein voll- 
stiindiges Invariantensystem J,, J,,---, J, von Drehungsinvarianten an- 
zugeben, d.h. also das Fundamentalproblem fiir die Gruppe D zu lésen, 
so gewinnt man bereits eine niahere Einsicht in die Struktur der Be- 
wegungsinvarianten und der Hauptinvarianten. Es ist ja jede Bewegungs- 
und ebenso jede Hauptinvariante auch Drehungsinvariante und also eine 
ganze rationale Funktion der J,, J,,---, J,. 

Die Theorie der Drehungsinvarianten ist nun leicht zu beherrschen. 
Die drei Siitze, welche hier das Fundamentalproblem lésen, lauten: 

Erster Fundamentalsatz der symbolischen Methode fiir Drehungsinva- 
rianten: Sind a, b, c, --- (gestrichelte oder ungestrichelte) Symbol- oder GriBen- 
reihen, mit denen die Grundformen f symbolisch dargestellt werden, und be- 
deutet U die Grifenreihe 0: 0:---:0:1, so ist jede ganze rationale Drehungs- 
invariante der Grundformen f darstellbar durch die Faktoren 


(3) (ab--- pl’), (ab), (al). 


Wir geben hierzu einige Erlauterungen. Wir bezeichnen stets GréBen- 
und Symbolreihen, die den Punktkoordinaten X, kogredient sind mit Buch- 
staben ohne Strich: a, b, :--, 2, y,--- (ungestrichelte Zeichen); GréBen- 
und Symbolreihen, die den X, kontragredient sind, sollen immer durch 
Buchstaben mit Strich: a’, f’,---, uw’, v', ---, p’, qd’, U,--+ bezeichnet wer- 
den. Dann sind bei projektiven Invarianten in einem Faktor erster Art (u’ x) 
immer ein gestrichelter und ein ungestrichelter Buchstabe beisammen. In 
einem Faktor zweiter Art hingegen sind bei projektiven Invarianten ent- 
weder alle Buchstaben gestrichelt, wie z. B. in (a’b’c’), oder alle unge- 
strichelt, wie z. B. in (xyz?). 

Bei Drehungsinvarianten fillt nun dieses Merkmal im Aufbau der 
Faktoren erster und zweiter Art weg. Es kommen auch als Faktoren 
erster Art die Typen (ab), («’f’), (a’l’) vor. Analog bei Faktoren zweiter 
Art: (a’b’c), (cyu'v’) usw. 

Was schlieBlich die Bezeichnung der GréBenreihe 0:0:---:0:1 
mit /’ anbelangt, so empfiehlt sich hier dieselbe deshalb, weil man da- 
durch auch formal an der ,abgekiirzten Bezeichnung“ (vgl. § 1) festhilt. 
Wir haben dann einfach statt a, den Linearfaktor (l'a) =a, und statt 
der (wn—1)-reihigen Determinante 2 + a,b,---p,_, den Klammerfaktor 
(ab--- pl’). 

Zweiter Fundamentalsatz der symbolischen Methode fiir Drehungsinva- 
rianten. Hier ergibt sich gemaiB den eben gegebenen Erlaiuterungen zum 
ersten Fundamentalsatze eine Vereinfachung gegeniiber dem entsprechenden 
Satze fiir projektive Invarianten. Da namlich bei Drehungsinvarianten der 
formelle Unterschied zwischen ko- und kontragredient wegfillt, so lassen 
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sich I und I’, sowie II und II’ in (2) zu je einer Identitét zusammen- 
fassen. Wir sprechen den zweiten Fundamentalsatz der symbolischen Me- 
thode fiir Drehungsinvarianten wieder der Einfachheit halber fiir ternire 
Formen aus: 

Jede Identitét zwischen ganzen rationalen Drehungsinvarianten ist eine 


-Folge von einfachen Identitiiten, die den nachstehenden drei Typen angehiren: 


I. (abe)(de) — (dbe)(ae) + (dac)(be) — (dab) (ce) =0, 
Il. (abe)(aBy) — (abe)(aBy) + (aac)(bBy) — (aab)(epy) =0, 
(4) (ac) (a8) (ay)| 
Ill. (abe)(a@py) — (ba) (bB) (by), =90. 
(ea) (cB) (¢7) 

Hierbei bedeuten a, b, c,--++, «, B, y,-+- gestrichelte oder ungestrichelte 
Gropen- oder Symbolreihen, mit denen die Grundformen f dargestellt werden, 
oder schlieBlich auch die Grifenreihe V. 

Der dritte Satz schlieBlich, der zur Lésung des Fundamentalproblems 
bei Drehungsinvarianten verwendet wird, sagt aus, daB ein vollstiindiges 
Invariantensystem von Drehungsinvarianten endlich ist. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus dem Endlichkeitssatze fiir 
projektive Invarianten, indem sich hier der Adjunktionssatz anwenden laBt 
(vgl. § 2). Fiigen wir niimlich den Grundformen f die beiden Formen 
® = (XX) und L = (UX) hinzu, so laBt sich nachweisen, dab die Drehungs- 
invarianten der f als projektive Invarianten der Formen f, ® und L ange- 
sehen werden kénnen.*) 

Die obigen drei Sitze gestatten nun die Liésung des Fundamental- 
problems fiir Drehungsinvarianten in derselben Weise wie bei den projek- 
tiven Invarianten (vgl. § 1). Man sieht auch sofort, daB zufolge des Weg- 
falles der formellen Unterscheidung zwischen ko- und kontragredient die 
Anzahl der Invarianten bedeutend zunimmt. So besteht beispielsweise fiir 
n=4 ein kleinstes vollstiindiges Invariantensystem von projektiven In- 
varianten der vier Grundformen 


(%—Ta,N,, fY—_Ta,N,, fY—LZy,U/, PY— To X, 


(zwei lineare Strahlenkomplexe, ein Punkt und eine Ebene) aus finf In- 
varianten, wihrend ein kleinstes vollstiindiges Invariantensystem von 
Drehungsinvarianten dieser vier Grundformen bereits dreiundachtzig In- 
varianten aufweist.**) 


*) Vgl. die Anmerkung auf 8. 583. 
**) Vgl. meine Arbeit: Drehungsinvarianten eines linearen Komplexes im R,. 
Monatshefte Math. Phys. 15 (1914). 
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§ 5. 

Wir wenden uns nun den Bewegungsinvarianten und Hauptinvarianten 
zu. Die nachstehenden Sitze gelten zumeist fiir beide Invariantenkategorien, 
wir sprechen sie daher der Einfachheit halber nur fiir Hauptinvarianten aus. 

Wie schon oben bemerkt, gewinnt man durch den Besitz eines voll- 
stiindigen Invariantensystems J,, J,,---, J, von Drehungsinvarianten be- 
reits einen Einblick in die Struktur der Hauptinvarianten, da jede Haupt- 
invariante K auch eine Drehungsinvariante und daher gleich einer ganzen 
rationalen Funktion 
(5) K = K(J,, Jy, --+, Jh) 
der J, ist. 

Dieser Ansatz legt dann die Frage nahe: Welche Beschaffenheit mu8 
die Funktion K besitzen, damit K Hauptinvariante wird? 

Hierzu ist notwendig und hinreichend, daB K auch Invariante beziig- 
lich derjenigen n-gliedrigen Gruppe M ist, deren Transformationen aus 
den Translationen und perspektiven Ahnlichkeitstransformationen bestehen. 
Die Transformationen von M sind gegeben durch: 


X,= X, Ms k,X,, 


(6) X,= X,+k,X,, (k, + —1). 
i= x ot k,X,; 

Diese Gleichungen werden zusammengefaBt in die eine: 
(7) X,=— X,+ (UX) (i= 1,2,---,m). 

Die k, sind hierbei » gewéhnliche komplexe GréBen. Fir k,=0 
haben wir eine Translation, fiir k, = k,=---=—k,_,=0 eine perspektive 
Ahnlichkeitstransformation. 

Setzen wir 
(8) O=1+k,=1+ (Uk) +0, 
so lauten die aus (6) folgenden Transformationen fiir die R,_,-Koordi- 
naten U;: U, -40,, 

U;’ on: AU,’ 

(9) ‘a (A=1+k,+0); 


U,..- 40,1, 

U, =AU;—(k0’, 

oder auch, zusammengefaBt: 

(10) U; = OU; — 1, (kU), (é=1,2,--+,m). 
Die besondere Gestalt der Gleichungen (9), sowie der Umstand, dab 

bei den Hauptinvarianten das absolute Gebilde [ durch eine Gleichung in 

R,_,-Koordinaten &’ = U,* + U,?+ --. + Uj?2,=(U'|U’)) = 0 dargestellt 














Uber die Invarianten der Hauptgrappe. 581 


wird, gestattet eine verhiltnismaBig einfache Formulierung des ersten Fun- 
damentalsatzes der symbolischen Methode fiir Hauptinvarianten. Hierzu ist 
nur ein kleiner Kunstgriff notwendig, der sich auf die symbolische Dar- 
stellung der Grundformen f bezieht: Wir stellen niimlich diese f so sym- 
bolisch dar, daB dabei nur gestrichelte (den U,; kogrediente) GréBen- und 
. Symbolreihen verwendet werden. 

Bei einer Form (@ X) mit Punktkoordinaten X, ist hierbei bite 
weitere Anderung nétig. Dasselbe gilt bei Formen mit R,-, R,-, ---, 
R,_,-Koordinaten. Bei einer Form (« U’) mit R,_,-Koordinaten hinapeaes 
haben wir die ungestrichelte Reihe «. Wir setzen hier 


—_ 1 ¥+! y Ris ake ’ as “ 
{ a, = (—1) @, Gs Gi % 44 a 


n? =i 
lO; = (10, OTe aU 0, ETH 


n? 


(11) 


wobei sowohl die «; als die U, (n—1)-filtige Komplexsymbole sind. 
Dann erhalten wir 


(12) (@U") = 0, Uy +--+ + a0, = Gay (@ UP 


und zur symbolischen Darstellung der Reihe « sind jetzt » — 1 Reihen a’ 
herangezogen. 

Wir haben hierdurch erreicht, daS zur symbolischen Darstellung der 
Grundformen f nur gestrichelte Reihen 
(13) a,b',e¢,---, py d,- 
verwendet werden. Die Theorie der Hauptinvarianten von f wird so zu- 
riickgefiihrt auf die Theorie der Hauptinvarianten von (symbolischen) 
Linearformen 

(aX), (VX), (eX), ++, (pX), GX), +: 
und hierin liegt der Nutzen dieser besonderen symbolischen Darstellung 
der f, wie das Folgende klar machen wird. 

Wir greifen jetzt wieder auf die Gleichung (5) zuriick. Bei ausschlieB- 
licher Verwendung der Reihen (13) zur Darstellung der f erhalten wir 
statt (3) fir den Aufbau der Drehungsinvarianten J,, J,,--- die Faktoren: 
(14) (a't’---p'q), (@0'--- pT), (a), (a). 

Es ist dann nach (5) eine Hauptinvariante K eine ganze rationale 
Funktion von solchen Faktoren (14): 

(15) K=G(@v'---pq), @b'---p'l), wb), @l)). 

Uber den besonderen Bau dieser Funktion G laBt sich nun unschwer 
Aufschlu8 gewinnen. Wir bemerken, daB die beiden Faktorentypen 
(a’b’--- pq’) und (a’b’--- pl’), nicht aber die beiden Linearfaktoren (a’b’) 


und a’ t) gegeniiber den Transformationen (9) die Invarianteneigenschaft 
besitzen 
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Dieselbe Eigenschaft besitzt hingegen auch jeder Faktor 
(16) (a'|) = a,'d,’ + yb,’ +--+ a_,B,_, = (ab!) — (TVW). 

Es ist also z. B. die Funktion g((a’b’), (a'l’), 'T)) = (a’'b’) —(a lV) (67) 
eine ganze rationale Funktion dieser besonderen Eigentiimlichkeit, die wir 
auch von @ in (15) verlangen: Invarianteneigenschaft gegentiber den Trans- 
formationen (9). 

Ferner ist sofort klar, daB jedes Produkt von Faktoren 
(17) (a'b’.--p'q’), (ab’--- pl’), (ab), 
dem eine nicht-symbolische Deutung zukommt, eine Hauptinvariante der f 
darstellt. 

Umgekehrt kann man beweisen*), daB jede ganze rationale Haupt- 
invariante und Bewegungsinvariante sich aus diesen Faktoren (17) auf- 
bauen abt. Dies gibt den Satz: 

Sind a’, b’, c’, ---, p’, 7, -- + die gestrichelten Symbol- und Grifenreihen, 
mit denen die Grundformen f symbolisch dargestellt werden, bedeutet ferner U 


die Grifenreihe 0:0:---:0:1, so ist jede ganze rationale Hauptinvariante 
(und Bewegungsinvariante) darstellbar durch die Faktoren: 
(17) (a'b’.-- pq), (ab’--- pT), (a’\b’). 


Dieser Satz entspricht hier dem ersten Fundamentalsatze der symbo- 
lischen Methode fiir Hauptinvarianten bei Zugrundelegung der oben ge- 
schilderten besonderen symbolischen Darstellung der Grundformen. 

Der Satz, welcher bei dieser Darstellung dem zweiten Fundamental- 
satze der symbolischen Methode entspricht, lautet, wobei wir uns wieder 
auf terniire Grundformen beschriinken:**) 

Jede Identitit zwischen ganzen rationalen Hauptinvarianten (und Be- 
wegungsinvarianten) ist eine Folge von einfachen Identitiiten, die den drei 
nachstehenden Typen angehiren: 

I. (ab’c’)(d |e’) — (d'b’e’)(a' |e) + (d’a’e’) (b'\e’) — (da'd’) (ele) = 9, 
Il. (abc) (d'ef’)—(d'c’)(a’e' f’) + (da'e’)\(We'f’) —(da'b’)(ee'f’) = 9, 
(a'\c’) (a’|d’)| _ 

(B\c!) (U\d’) 

In I und II kann auch /’ in den Klammerfaktoren stehen. Ist dies 
bei I der Fall, so verschwindet ein Glied wegen (I'\e’) = 0. 

SchlieBlich gelingt der Nachweis, daS man ein vollstindiges Inva- 
riantensystem K,, K,,--- von Hauptinvarianten stets so auswihlen kann, 
daB die K, projektive Invarianten des erweiterten Systems f™, f®, ---, (™, 


(18) 
IL (a’bV)(c'a’) — 


*) Vgl. meine Arbeit: (ber Bewegungsinvarianten, I. Mitteilang, Sitz.-Ber. Ak. 
Wien 122, Abt. Ila (1913). 
**) Vgl. wie oben, III. Mitteilung. 
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gp = (XX), p® = (UX) sind (vgl. § 2). Hieraus folgt dann die Endlich- 
keit fiir das System der K;,.*) 

Mithin haben wir auch hier die gewiinschten drei Siitze, die bei den 
projektiven Invarianten und bei den Drehungsinvarianten das Fundamental- 
problem zu lésen gestatten: Aufstellen eines vollstindigen Invarianten- 
systems. 


§ 6. 

Die Sitze des vorigen Paragraphen geben die Lésung des Fundamental- 
problems fiir Hauptinvarianten in derselben Weise wie diese Lisungsart 
in § 1 fiir projektive Invarianten geschildert wurde. Nur ein Unterschied 
macht sich hier geltend: den Hauptinvarianten liegt im allgemeinen eine 
andere symbolische Darstellung der Grundformen f zugrunde als die, die 
wir bei projektiven Invarianten verwenden. Die beiden symbolischen Dar- 
stellungen der f fallen dann und nur dann zusammen, wenn keine der 
Grundformen f R,_,-Koordinaten enthilt. Wir haben dann nimlich nur 
gestrichelte Symbol- und GréBenreihen. Ein einfachster Fall dieser Art 
liegt vor, wenn die Grundformen f nur Reihen von Punktkoordinaten X, 
enthalten, also insbesondere, wenn es sich um eine einzige Grundform 
f = (a X)™ handelt. 

Es entsteht nun die Frage, in welcher Weise die im vorigen Para- 
graphen aufgefiihrten zwei Siitze abzuiindern sind, wenn wir auf die aus- 
schlieBliche Verwendung von gestrichelten Symbol- und GréBenreihen ver- 
zichten und die Grundformen f in der iiblichen symbolischen Darstellung 
fiir die Theorie der Hauptinvarianten benutzen. 

Wie schon erwihnt, tritt eine solche Modifikation der obigen Sitze 
nur dann ein, wenn die Grundformen auch U’-Reihen enthalten. Dann 
haben wir nimlich bei der iiblichen symbolischen Darstellung der f auch 
ungestrichelte Reihen a, b, c,---, die in den Hauptinvarianten nach (11) 
in Symbolreihen a’, b’, c’, --- dargestellt erscheinen. 

Um nun z. B. den ersten Satz des vorigen Paragraphen fir die tibliche 
symbolische Darstellung der f umzugestalten, miiBten wir folgendermafen 
verfahren. Wir miiften annehmen, daf z. B. die a; in den Faktoren 
(17) (a'b'---p'q’), (ab’--- pT), (@’\B) 

(n—1)-filtige Komplexsymbole sind. Dann miiBten wir Produkte dieser 
Faktoren betrachten, die alle »n—1 a’-Reihen enthalten. In diesen Pro- 
dukten miBten wir durch identische Umformungen zu a-Reihen tibergehen. 


*) Diese Endlichkeit kann auch aus einem Satze von L. Maurer erschlossen 
werden, demzufolge sich fiir jede Untergruppe der allgemeinen projektiven Gruppe 
ein endliches Invariantensystem ergibt. Vgl. L. Maurer, Uber die Endlichkeit der In- 
variantensysteme, Sitz.-Ber. Ak. Miinchen 29, Heft IT (1899). 
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Hierdurch entstehen die beiden neuen Faktortypen (l’a) und (abd’). Somit 
kommen dann statt (17) fiir den Aufbau der Hauptinvarianten die Fak- 
torentypen 

(19) (a’b’.--p'q’), (a---pTl), (a |b’), (va), Va) 

in Betracht. 

Bei (19) miiBten wir dann dieselbe Uberlegung durchfiihren, die von 
(17) zu (19) gefiihrt hat. Man wiirde dadurch eine neue Serie von Fak- 
torentypen erhalten, bei der wieder ein solcher Ubergang von den a’ zu 
den a durchzuftihren wire usw. SchlieBlich muB man so auf eine letzte 
Faktorenserie kommen, die durch einen solchen Ubergang einfach repro- 
duziert wird. 

Es laBt sich der eben geschilderte ProzeS unschwer einige Male wirk- 
lich ausfiihren. Man sieht aber dabei schon, daB die Anzahl der Faktoren- 
typen, die dann zum Aufbau der Hauptinvarianten verwendet werden, sehr 
bedeutend wiichst. Dies gilt in erhéhtem Grade von den Identitiiten zwi- 
schen diesen Faktorentypen. Es wiirde bei einer solchen Behandlungsweise 
der Nutzen der Symbolik zu sehr abgeschwicht und man tut deshalb besser, 
die beiden obigen Sitze in der gegebenen Gestalt beizubehalten.*) 

Will man die iibliche Symbolik nicht umgehen, so kann man fol- 
gendermaBen verfahren: Man stellt ein vollstindiges Invariantensystem 
K,, Ky, ---, K, von Hauptinvarianten der Grundformen f nach den obigen 
Sitzen auf und geht dann bei jeder einzelnen Invariante XK, in der eben 
geschilderten Weise zu den Reihen a, b, ¢, --- tiber. 

Fiir n = 3, bei terniiren Formen also, lohnt es sich noch den ersten 
und zweiten Fundamentalsatz der symbolischen Methode auch fiir den Fall 
auszusprechen, daB bei der symbolischen Darstellung der Grundformen f 
auch ungestrichelte Symbol- und GréBenreihen verwendet werden. 

Hier erhalten wir leicht statt (17) die Faktorentypen:**) 


(a’b'c’), (a bl), (aBy), (a b’), (aa), (Va), 


: a, a, 0 | 
(20) 4 sn ; ee eer : Ay 
(a \aB)= a Gy us|, (ap || yd) = (a, B,—«a,B,)(7,0,—759,) 
B, By Bs + (a, Bs — «, B,)(7293— 7393). 


*) Es ist mir in letzter Zeit gelungen, den 1. Fundamentalsatz der symbolischen 
Methode fiir Hauptinvarianten auch fiir diejenige symbolische Darstellung der Grrund- 
formen auszusprechen, bei der gestrichelte und ungestrichelte GréBen- und Symbol- 
reihen verwendet werden. Vgl. meine demniichst erscheinende Arbeit: Uber Bewegungs- 
invarianten, VII. Mitteilung, Sitz.-Ber. Ak. Wien 1914. 

**) Vgl. E. Study, Uber Bewegungsinvarianten und elementare Geometrie, Leip- 
ziger Berichte 48, S. 649—664 (1896). Ferner meine Arbeit: Uber Bewegungsinva- 
rianten, III. Mitteilung, Wiener Berichte (1918). 
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Beim zweiten Fundamentalsatze der symbolischen Methode fiir Haupt- 
invarianten ergeben sich 34 irreduzible Identitiiten, die wir aber hier nicht 
aufzihlen wollen.*) 

Um noch ein Beispiel anzufiihren, sei ein kleinstes vollstindiges Formen- 
system S von Hauptinvarianten einer terniiren quadratischen Grundform 
. f= 2a, X,X,=— (a XP 
mitgeteilt. S ist ein kleinstes vollistiindiges Invariantensystem der drei 
Grundformen 

f= (aX), go = (20"), p® = (w’ X) 
und besteht aus 18 Invarianten.**) 

Hierzu sei bemerkt, daB fiir f ein kleinstes vollstiindiges Formen- 
system von projektiven Invarianten aus fiinf, von affinen Invarianten aus 
neun und von Drehungsinvarianten aus 32 Invarianten besteht. 

Die 18 Invarianten von f sind gegeben durch: 











| n : Grad in den 
| Nr. Typus Symbolischer Ausdruck ; = ——| Zahl | 
x ove Pell a, | XU; | 
1 | D=(a' bc’)? sieie 
2 | Invarianten || J, =(a'la’) 1 0 0 3 
3 J,=(a' |b’)? 2 0 0 
— ————————— ——$—$_—$__—___—_|| 
4 f= (a‘x)* 1 2 0 
5 ' : ; L=(2) 1 0 
‘ | 
| el Kovarianten we (2a’)(a’|b’)(0’ x) ° 9 0 4 
| a] | S— (a b'l) (a’ x) (0 ec’) (ex) sizs!o 
s | f*=(a'b'w'’)* 2/o0/es | 
9 || }  @” mx ("| w’) 0 0 2 | 
10 | Kontravarianten | V,—(a‘\u’)* 1 0 2 5 
| a1] | T= @wt)(a |w’) 1,/0/| 2] 
| 12] | Q2=(a’b'u)(a'd'l) 2); 0 1 
| 13 | | Jp= (w’ x) o|41 1 
| 14 | V,=(xa’)(a’|w’) 1 1 1 
gci™_ ‘ | T= (awl)\(a'2) [ea 1 
( ; | ¢ 
ag | Zwischenformen | py = (a'd'w (a's) |W) 2/1]: 
17 | Ry=(a'b’w)(a' x) (0' |’) (cx) 3 | 2 1 
18 | S, = (a b'l)(a' x) (b'\w’) eta 1 
Gesamtzahl: 18 





Graz, im September 1913. 


*) Vgl. die vorige Anmerkung. 
**) Vgl. meine Arbeiten: Uber Bewegungsinvarianten, IV. und V. Mitteilung, 
Sitz.-Ber. Ak. Wien (1913), (1914). 
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Uber Beziehungen zwischen kubischen Raumkurven. II.*) 
Von 
Tu. Reve in StraB8burg i/E. 


18. Beziiglich einer kubischen Raumkurve k*, d.h. beziiglich der oo* 
durch k* gehenden Flichen zweiter Ordnung, ist bekanntlich einem be- 
liebigen Punkte P ein Punkt P’ konjugiert (vgl. G. d. L. Il, 8. 180—184).**) 
Er liegt mit P auf einer Bisekante b von k* und ist von P harmonisch 
getrennt durch die Schnittpunkte von ** und b, falls diese reell sind. 
Auf jeder Bisekante von k* bilden die Paare konjugierter Punkte eine In- 
volution, deren Doppelpunkte auf k* liegen. Einem auf k* gelegenen Punkte 
sind alle Punkte seiner Tangente konjugiert. 

Den Punkten einer Geraden / oder Ebene @ sind beziiglich k* die 
Punkte einer Raumkurve /* oder Fliche F* dritter Ordnung konjugiert. 
Es gibt also oo* kubische Raumkurven /*, deren Punkte den Punkten je 
einer Geraden | konjugiert sind beziiglich k*. Ist 1 eine Unisekante von h’, 
so zerfillt 7° in eine Tangente von k* und einen Kegelschnitt. Ist ins- 
besondere I ein Schmiegungsstrahl von k*, so zerfallt der Kegelschnitt in 
die Tangente und einen Schmiegungsstrahl 1’ von k*. Den Punkten einer 
Schmiegungsebene von k* sind die Punkte einer kubischen Regelfliche 
konjugiert, welche oo’ Schmiegungsstrahlen von k* enthalt (G. d. L. I 
S. 184). 

19. Wir nennen ,,autokonjugiert“ beziiglich der kubischen Raum- 
kurve k* jede Kurve oder Fliiche, deren Punkte paarweise konjugiert sind 
beziiglich k°. Jede durch k* gehende Fliiche zweiter Ordnung ist auto- 
konjugiert beziiglich k* (18.). Ist eine kubische Raumkurve 1° autokonju- 
giert beziiglich k*, so liegt sie mit k* auf einer Regelfliiche R* zweiter 
Ordnung; denn sie hat mit k* die co’ Bisekanten gemein, die ihre in be- 
zug auf k* konjugierten Punkte verbinden. Diese Bisekanten schneiden k* 
und /* in je zwei Punktepaaren, die, wenn sie reell sind, einander har- 
monisch trennen. Jede der Raumkurven k*, /* ist also autokonjugiert be- 


*) Zusatz zu der Mitteilung in den Math. Ann. 68, 8. 417—421. 
**) Mit ,,G. d. L.“ zitieren wir Reye, Geometrie der Lage, 4, Aufl., Bd. II u. II, 
Leipzig 1907—10. 
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ziiglich der anderen. In jedem Schnittpunkte von k* und /° wird eine der 
beiden Raumkurven von einer Geraden der Flache R* beriihrt. 

Aber gibt es denn kubische Raumkurven /*, die beziiglich einer ge- 
gebenen k* autokonjugiert siad? Und wenn es solche gibt, wie bestimmt 
man sie? 

_ 20. Wir gelangen zu einer Beantwortung dieser Fragen mit Hilfe | 
spezieller F*-Gebiische, die je sechs Punkte von k* zu Grundpunkten 
haben. Ein solches Gebiisch besteht aus den oo* Fliichen F* zweiter Ord- 
nung, die durch sechs auf k* gegebene Punkte 1, 2, 3, 4, 5,6 gehen. Es 
enthilt co* Kegelfliichen, und deren Mittelpunkte liegen auf einer Fiche K* 
vierter Ordnung. Diese ,,Kernfliche* K* des Gebiisches ist autokonjugiert 
beziiglich /* (vgl. G. d. L. III, S. 159); sie hat die sechs Grundpunkte zu 
konischen Doppelpunkten und geht durch deren 15 Verbindungsstrahlen, 
durch %* und die Doppelstrahlen der zehn Ebenenpaare des Gebiisches. 
Konjugierte Punkte von K* liegen auf je einer Bisekante b der Raum- 
kurve k*® und sind durch die Schnittpunkte von 6 und k* harmonisch ge- 
trennt, falls diese reell sind. Die Bisekante ) schneidet alsdann K* in 
vier harmonischen Punkten. Daraus folgt (G.d. L. III, S. 160), daB die 
Kernfliche K* von den Tangenten der Raumkurve /* oskuliert wird, also 
k® zur Haupttangentenkurve hat. — Das F*-Gebiisch ist durch k* und 
eine beliebige seiner oo* Flichen bestimmt, seine Grundpunkte 1, 2,3, 4, 5,6 
sind die sechs Schnittpunkte von k* mit dieser Flaiche; sie kénnen paar- 
weise konjugiert-imaginiir sein, auch kénnen zwei oder mehrere von ihnen 
zusammenfallen. 

21. Die durch k* und die zwei Bisekanten 34, 56 gelegte Regel- 
fliche R* zweiter Ordnung schneidet die Kernfliiche K* in h*, 34, 56 
und einer kubischen Raumkurve 1°. Diese /° ist zugleich mit K* und R? 
autokonjugiert beziiglich der Raumkurve k*. Sie schneidet k* in den zwei 
Doppelpunkten 1, 2 von AK‘ und in den Beriihrungspunkten A, B der auf 
F® liegenden zwei Tangenten von k*; diese oskulieren ja K* in A und B, 
sie kénnen aber imaginiir sein. In den Punkten 1, 2 beriihrt die Raum- 
kurve /* zwei der co' auf R? liegenden Bisekanten von k* (19.). Sie ist 
durch die vier Punkte 1,2, A, B und diese Tangenten eindeutig bestimmt. 

22. Die Grundpunkte 1, 2 des F?-Gebiisches kénnen auf k* je oo! 
Lagen annehmen; auf der durch k* gelegten Fliiche R* zweiter Ordnung 
gibt es deshalb co* kubische Raumkurven 7°, die beziiglich der Raum- 
kurve k® autokonjugiert sind.*) Durch einen Punkt P von R* und den 


*) Die Raumkurve 7° indert auf R* ihre Lage nicht, wenn die Punktepaare 
3,4 und 5,6 mit zwei anderen vertauscht werden, in denen k* von zwei ihrer oo' auf 
R* liegenden Bisekanten geschnitten wird. Sie undert sich aber mit der Lage der 
Punkte 1, 2. 
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ihm konjugierten P’ gehen co' von ihnen. Sie bilden auf R* einen Kurven- 
biischel und schneiden die co' auf R?* liegenden Bisekanten von k* in 
Paaren konjugierter Punkte. Zwei Paare beziiglich /* konjugierter Punkte 
P, P’ und Q, Y, die auf R*, nicht aber auf derselben Bisekante liegen, 
kénnen durch eine der autokonjugierten Raumkurven /* verbunden wer- 
den; diese geht durch die Beriihrungspunkte A, B der zwei auf R® ent- 
haltenen Tangenten von hk’. 

Ohne Benutzung der Punkte A, B, die ja imaginiir sein kénnen, be- 
stimmen wir diese Raumkurve /* wie folgt. Auf R? gehen durch P, P’, 
Q und Q co! kubische Raumkurven; sie schneiden eine auf R® liegende 
Bisekante 6 von k* in den Punktepaaren einer Involution. Diese hat mit 
der Involution der beziiglich k* konjugierten Punkte von b ein Punkte- 
paar R, R’ gemein, welches mit P, P’ und Q, Y auf jener autokonju- 
gierten Raumkurve /* liegt und sie bestimmt. 

23. Beziiglich einer kubischen Raumkurve k* sind co* andere /* auto- 
konjugiert. Jede der co’ Regelfliichen KR? zweiter Ordnung, die durch k* 
gehen, enthiilt co? von ihnen. Durch zwei Punkte P, Q, die nicht auf 
derselben Bisekante von k* liegen, und die ihnen konjugierten P’, ( 
geht eine der Raumkurven /* (22.). Durch vier Punkte von k* gehen 
sechs von ihnen; sie liegen auf je einer der sechs Flichen zweiter Ord- 
nung, welche k* mit den Tangenten von je zwei der vier Punkte ver- 
binden (21.). Die Kernfliiche K* jedes speziellen F?-Gebiisches, das sechs 
reelle Punkte von k* zu Grundpunkten hat, enthiilt 45 der beziiglich k*® 
autokonjugierten Raumkurven /°. 

24. Einer Regelfliiche R* zweiten Grades, die zwei fiir einander auto- 
konjugierte kubische Raumkurven k*, 1° enthilt, sind lings der Kurven 
zwei kubische Ebenengewinde x*, 4° umbeschrieben. Diese sind bzw. zu 
k*, l® polar beziiglich R?*, sie haben die co' auf R? gelegenen Bisekanten 
von k* und 1° zu gemeinsamen Biplanaren und bestehen aus den Schmie- 
gungsebenen von zwei anderen kubischen Raumkurven. Die in je einer 
der Biplanaren sich schneidenden Ebenen von 4° (oder x*) sind konjugiert 
in bezug auf x® (bzw. 2°), also harmonisch getrennt durch zwei Ebenen 
dieses anderen Gewindes, falls letztere reell sind. Deshalb nennen wir 
jedes der kubischen Ebenengewinde x’, 1° ,autokonjugiert“ beziiglich des 
anderen. 

25. Beziiglich eines kubischen Ebenengewindes x* sind oo‘ andere 4° 
autokonjugiert. Jeder Regelfliiche R? zweiten Grades, die von x* eine Schar 
Biplanaren enthilt, sind co* dieser 4° umbeschrieben (22.). Sie schicken 
durch jede der Biplanaren Ebenenpaare einer Involution, deren Doppel- 
ebenen in dem Gewinde x* liegen. Die Involution ist symmetrisch beziig- 
lich einer jeden ihrer zwei Doppelebenen, wenn diese sich rechtwinklig 











Kubische Raumkurven II. 589 


schneiden. Nun kann aber das Ebenengewinde x* der Fliche R? so um- 
beschrieben sein, daB sich in jeder seiner oo' Biplanaren auf R? zwei 
seiner Ebenen rechtwinklig schneiden; es mége in diesem Falle ,,ortho- 
gonal-involutorisch“ heiBen. Die co? der R* umbeschriebenen Ebenen- 
gewinde 4° schicken dann durch jede der oo’ Biplanaren Paare von Ebenen, 
deren Flichenwinkel von zwei Ebenen des Gewindes x’ gehilftet werden. 
Eine Konstruktion des orthogonal-involutorischen Ebenengewindes ergibt 
sich aus folgenden Erwigungen. 

26. Die Schnittgeraden von je zwei zueinander normalen Ebenen eines 
kubischen Ebenengewindes liegen auf einer Regelfliiche sechsten Grades*); 
im Falle unseres orthogonal-involutorischen Gewindes x* aber zerfillt 
diese Fliiche in R? und eine Fliche vierten Grades. Die in den Biplanaren 
auf R* sich rechtwinklig schneidenden Ebenen von ~x* sind in einem ge- 
schart involutorischen Raume 2 einander zugeordnet (G. d. L. Il, 8. 174); 
sie und die tibrigen oo* Paare normaler, in X einander zugeordneter Ebenen 
umhiillen ein gleichseitiges Paraboloid J7* (G. d. L. II, 8. 289). Das bi- 
quadratische Gewinde der gemeinsamen Beriihrungsebenen von R? und J]? 
enthilt demnach alle Ebenen des Gewindes x* und zerfiallt in x* und einen 
orthogonal-involutorischen Ebenenbiischel erster Ordnung, dessen Achse v 
eine Fokalachse von J ist und auf R*® und JT? liegt. 

27. Der involutorische Raum 2 ist eindeutig bestimmt durch seine 
Fokalachse v und die sie enthaltende Regelfliche R* zweiten Grades. Denn 
die Strahlen der einen Regelschar von F* sind in Z so gepaart, dab sie 
aus v durch die Ebenenpaare einer orthogonalen Ebeneninvolution pro- 
jiziert werden, die andere Regelschar aber besteht aus Doppelstrahlen von 2. 
Die Strahleninvolution der ersteren Schar wird aus den von v verschie- 
denen Strahlen der letzteren Schar durch co’ in Z enthaltene Ebenen- 
involutionen projiziert; die oo’ Paare normaler Ebenen dieser Involutionen 
bilden das orthogonal-involutorische Gewinde ~°. 

Da die Achse v auf R? verschiedene oo’ Lagen haben kann, so lassen 
sich der Regelfliche R*® zweiten Grades co! orthogonal-involutorische ku- 
bische Ebenengewinde umbeschreiben. Unter den co” kubischen Ebenen- 
gewinden gibt es demnach co’ orthogonal-involutorische. — 

28. Hier mégen einige Bemerkungen folgen iiber kubische Raum- 
kurven k*, /’, von denen eine auf der Tangentenfliiche der anderen liegt. 
Die Tangenten von k* sind auf einer abwickelbaren Fliche 7 vierter Ord- 
nung gelegen (G.d.L. Il, 8. 198); sie und die Schmiegungsstrahlen von 
Kk sind sich selbst zugeordnet durch die Nullkorrelation v, von welcher k* 
eine kubische Nullkurve ist. Durch » ist jeder durch k* gehenden Regel- 


5 Heinr. Kriiger, Die Fokaleigenschaften der kubischen Raumkurven (Inaug.- 
Diss.), Breslau 1885. 
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fliche R? zweiten Grades eine Fliche R,* zweiten Grades zugeordnet. Eine 
Tangente von k* nun beriihrt nicht nur zugleich R*, sondern, da sie sich 
selbst zugeordnet ist, auch R,*; ihr Beriihrungspunkt mit R,* (oder R*) 
ist durch v der sie enthaltenden Beriihrungsebene von R? (baw. R,*) zu- 
geordnet. In den Punkten von k* aber wird die Flaiche R? von den Ebenen 
eines kubischen Ebenengewindes x* beriihrt, das zu der kubischen Raum- 
kurve k* polar ist in bezug auf R*. Diesem Gewinde ~x° ist durch die 
Nullkorrelation » eine kubische Raumkurve /*° auf R,? zugeordnet, und 
jede Ebene von x* schneidet /* in ihrem Nullpunkte, dem Beriihrungs- 
punkte von R,? mit einer Tangente von h*. Die Fliche R,*? zweiten Gra- 
des beriihrt also jede Tangente von k* in einem Punkte von /*, sie be- 
riihrt folglich die Tangentenfliiche 7* von i* lings der kubischen Raum- 
kurve 1°, 

29. Die durch k* gelegte Regelfliche R* zweiten Grades enthilt die 
Tangenten a, b zweier reeller oder imaginaérer Punkte A, B von k*; ihre 
Beriihrungsebenen «, 6 in A und B sind Schmiegungsebenen von k* und 
schneiden R* bzw. in a, b und je einem Schmiegungsstrahle von i*. Die 
Flichen R*, R,? gehen beide durch a,b und diese zwei Schmiegungs- 
strahlen (28.), sie beriihren sich also in A und B. Mit k* hat deshalb die 
Raumkurve /* die Punkte A, B, deren Tangenten a,b und deren Schmie- 
gungsebenen «, 6 gemein (28.). Die Fliche R,* und die Tangentenfliche 7 
von k* beriihren sich lings der kubischen Raumkurve /* und schneiden 
sich in deren zwei Tangenten a, b. 

30. Die Beriihrungsebenen von R* in den Punkten von # bilden, wie 
gesagt, ein kubisches Ebenengewinde ~x*; sie sind also die Schmiegungs- 
ebenen einer kubischen Raumkurve /,* und umbhiillen deren Tangenten- 
fliche 7,‘ (G. d. L. II, 8.177). Dureh die Nullkorrelation », von welcher 
k® eine kubische Nullkurve ist, sind die Raumkurven 1°, 1,° projektiv so 
aufeinander bezogen, daB jedem Punkte der einen die Schmiegungsebene 
des entsprechenden Punktes der anderen als Nullebene zugeordnet ist. Die 
homologen Punkte von /* und /,° liegen also auf je einem gemeinsamen 
Schmiegungsstrahle dieser Raumkurven. Die drei Raumkurven k*, 1°, /,° 
sind projektiv und zu dem Ebenengewinde x’ perspektiv; ihre homologen 
Punkte liegen in je einer Schmiegungsebene von /,*, und ihre homologen 
Schmiegungsebenen schneiden sich in je einem Punkte von 1°. Die Tan- 
genten von k* verbinden je zwei homologe Punkte von k* und 1°, durch 
sie gehen je zwei homologe Schmiegungsebenen von k* und 1,°. 

31. Die Tangentenflichen 7* von k* und 7,‘ von /,° sind zueinander 
polar beziiglich der Flache R* und haben mit R* und R,* die zwei Strahlen 
a,b gemein. Je zwei in bezug auf R® polare Tangenten von k* und /,° 
schneiden sich in einem Punkte von k* und beriihren in ihm die Fliche R’*. 














Kubische Raumkurven II. 591 


Die Tangentenfliche 7,‘ von /,* beriihrt demnach die Fliche R* lings der 
Raumkurve k*, und /,° steht zu %* in derselben invarianten Beziehung wie 
k® zu 1°. Die Tangenten von 1,5 verbinden je zwei homologe Punkte von 
1° und k*. Die Raumkurven /,°, * sind projektiv so aufeinander bezogen, 
daB die Schmiegungsebene jedes Punktes der einen den entsprechenden 
-Punkt der anderen zum Pol hat beziiglich R*. Die drei kubischen Raum- 
kurven /,°, k°, 1° beriihren einander und die Strahlen a, b in zwei Punk- 
ten A, B, sie haben die Tangentialebenen «, 6 von R*? in A und B zu 
gemeinsamen Schmiegungsebenen (vgl. 29.). 

32. Durch eine kubische Raumkurve k* gehen die Tangentenflichen 
von co’ anderen kubischen Raumkurven /,°, sie beriihren lings der Kurve k* 
je eine der co* durch k* gehenden Regelflichen R? zweiten Grades (31.). 
Die Tangentenfliche 7 von k* enthiilt oo* andere kubische Raumkurven /', 
sie beriihrt lings jeder von ihnen eine Fliche R,? zweiten Grades (29.). 
Die oo* Flichen R,* sind je einer durch /° gehenden Fliche R* zugeordnet 
durch die Nullkorrelation » (28.). Die oo? Raumkurven /* und 1,° sind 
auf k* und aufeinander projektiv bezogen, so daB homologe Punkte der /* 
auf je einer Tangente von k* liegen, und homologe Schmiegungsebenen 
der 1,° sich in je einer Tangente von k* schneiden (30.). 

Die Nullkorrelation v ordnet jedem Punkte von k* seine Schmiegungs- 
ebene zu, sie transformiert homologe Punkte, Tangenten, Schmiegungs- 
ebenen der co? Raumkurven /,* in homologe Schmiegungsebenen, Tan- 
genten, Punkte der /* (30.). Homologe Tangenten der Raumkurven 1,° 
schneiden sich in je einem Punkte von k* (31.); homologe Tangenten der 
1® liegen in je einer Schmiegungsebene von k*. Die Pole einer Schmie- 
gungsebene g von k* beziiglich der co? durch k* gehenden Flachen R? 
sind homologe Punkte der Raumkurven 1,° (31.); sie sind je einem Punkte 
von » konjugiert beziiglich /* und liegen auf einer kubischen Regelfliche, 
die oo’ Schmiegungsstrahlen von k* enthilt (18.). Ihnen sind co? homo- 
loge Schmiegungsebenen der Raumkurve /* durch v zugeordnet, und diese 
umhiillen dieselbe kubische Regelfliche. 


StraBburg, den 7. Marz 1914. 








Berichtigung. 


Berichtigung 


zu dem Aufsatze von H. S. Carslaw: ,,The Scattering of Sound Waves by a Cone“, 
Math. Ann. 75, 8. 183—147. 


In § 6, S. 141—142, lies iiberall y statt y und y. 





